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Zu der Abhandlung des Herrn Neuberg 
„Über drei Sätze von Dr. P. Zeeman Gz". 1 ) 

Erste Mitteilung. 
Von W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 

Im Folgenden möge auf den zweiten Zeeman sehen Satz näher 
eingegangen werden, einmal im Sinne seiner projektiven und 
n • dimensionalen Verallgemeinerung, sodann aber auch hauptsächlich 
hinsichtlich der mit ihm verknüpften algebraischen Identitäten. 

1. Der Zeem ansehe Satz in der Ebene. — Es liege ein Koordinaten- 
dreieck A „ 

mit den Ecken A ir A k , A, zugrunde; dessen Innenwinkel seien bezeich- 
net mit a if ihre Kosinus mit < i — c kx — c u , ihre Sinus mit 8 t . Es wird 
der Ort eines Punktes P(x) gesucht, für den die senkrechten Pro- 
jektionen P t auf die Seiten des Dreiecks in einer Geraden liegen. 

Durch einen Punkt (x) eine Senkrechte (*<) zur Dreiecksseite x t — 0 
legen, heißt diejenige Gerade (u) durch (x) ziehen, die zu x i — 0 be- 
züglich des „Kreisjtunktcpaares": 

(I) K = c n u\ + c„m» + c iz u\ + 2^«, + 2c lt « t tf s -f 2c,,«,«, - 0 
konjugiert ist. 

Somit bestehen für die Koordinaten der Geraden (m) die beiden 
Relationen: 

(1) 1^ + 11^ + «,<?„-<>, *4 + iv* + it4-0. 

Für den Schnittpunkt P. von (m) mit ^ = 0 wird das Koordinaten- 
- m 

Verhältnis -*= also gemäß (1): 



Ii k ik i 



dp 



Sollen die drei Punkte P ( (» — 1,2,3) auf einer Geraden liegen, so 
muß das zyklisch genommene Produkt der drei Verhältnisse (2) den 

1) 8. diese? Archiv 11, 225-23«. 

•r ftUtbematik und Phytlk. III. Reib«. XII. 1 
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W. Fr. Meyer: 



Wert — 1 besitzen (und umgekehrt). Mithin besehreibt der Punkt (x) 
eine Kurve 3. Ordnung C s : 

(II) C 3 ■ (c ti x k - c ik x^{c kk x t - - 

Setzt man hier die Werte der c ein: c u = — 1, e tl = c ki = r t = cos 
und entwickelt, so geht die linke Seite von (II) über in: 

(III) C, ^ 2 ar, * 3 (1 + c t <?,c 3 ) + Jfo. («J + ärf) + r t c,) . 

Nun ist nach den Elementen der Trigonometrie, da die « 4 die Innen- 
winkel eines Dreiecks sind: 

(3) 2(1 + Ws ) = 4 + 4 + 5j, c, + ^c, = Vv 
Damit zerfällt aber C 3 in zwei Faktoren, wie folgt: 

(iv) c, s x^x, (4 + 4 + «8 + 2*t(A + *f) Vi - -5V< • 2*i*k*v 

Wie bekannt, ist J£ x t s i = 0 die Gleichung der unendlich fernen Ge- 
raden 2 x i x k s i =" 0 die Gleichung vom Umkreise des Koordinaten- 
dreiecks. Sieht man also von den unendlich fernen Punkten als un- 
eigentlichen Lösungen der Aufgabe ab, so erscheint der Kreis als Ort 
eines Punktes P derart, daß, wenn man auf dem Kreise irgend drei 
Punkte A u A tf A z markiert, die Fußpunkte der von P auf die Seiten 
des Dreiecks (A if A^ f A 3 ) gefällten Lote stets in einer Geraden liegen. 

Da aber der Kreis durch drei Punkte bestimmt ist, so folgt daraus 
der Zee mansche Satz: „Liegen 4 Punkte in einer Ebene, von denen 
keine 3 einer Geraden angehören, und gehören für irgend einen der 4 
Punkte die Fußpunkte der auf die Seiten des von den 3 andern ge- 
bildeten Dreiecks gefällten Lote einer Geraden an, so kommt diese 
Eigenschaft entsprechend auch den 3 andern Punkten zu." 

2. Projektive Verallgemeinerung. — Für ganz beliebige Koeffizien- 
ten e ik eines Klassenkegelschnitts K in § 1 nimmt (II) die Gestalt an: 

( II * ) C 3 ~ 2 x t x i (c ll e 33 Cj 2 c iS c 3l ) 

d. h der Ort des Punktes (x) ist eine nicht zerfallende, durch die 
Ecken des Koordinatendreiecks gehende Kurve 3. Ordnung C 9 . Nun- 
mehr werde dem Klassenkegelschnitt K (I) die Beschränkung auferlegt 
in ein Paar getrennter (reeller oder komplexer) Punkte A(a), B(b) zu 
zerfallen. Diese Beschränkung findet ihren Ausdruck in den Relationen: 

(4) <-ik = aA + at*>i, C H -2a&. 
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Setzt man alsdann zur Abkürzung: 

(5) - , - 2 ah (a k b t - a,o 4 ) = 2 a,&, (ab) kl , 

so geht nach einfacher Umrechnung die linke Seite C s von (11 m ) über in: 

Es zerfallt also die Kurve 3. Ordnung — 0 wiederum in eine Ge- 
rade g: JSZffpfyu — 0, die keine andere ist, als die Verbindungslinie 
der Punkte A, B, und in einen Kegelschnitt C,: 2 x k x ißi ~ ®> der 
durch die Ecken A lt A^, A s des Koordinatendreiecks geht, und überdies 
durch die Punkte A, B. 

Denn setzt man z. B. x i — a if so wird ^a i b i a k a t (ab) kl = Og Oj J£b t (a b) kt , 
verschwindet also identisch. 1 ) Daß die Gerade g einen Bestandteil des 
geometrischen Ortes C s bilden muß, ist geometrisch unmittelbar zu 
erkennen. Sei S ( der Schnittpunkt von x i — 0 mit g, so konstruiere 
man auf g den zu S t bezüglich des Punktepaares harmonischen Punkt Sf. 
Dann erhält man für irgend einen Punkt P der Ebene die durch ihn 
gehende und zur Dreiecksseite x i — 0 in bezug auf den zerfallenden 
Klassenkegelschnitt (A, B) konjugierte Gerade (u), wenn man P mit 81 ver- 
bindet. Liegt nun P insbesondere auf der Geraden g, so fallen die drei 
zu P gehörigen Geraden (u) mit g zusammen, die Schnittpunkte von g 
mit x t «= 0, x k = 0, x, — 0 sind wiederum die Punkte 8 t , S kt S lf die 
eben in g liegen. 

Hieraus geht zugleich hervor, daß die Punkte der Geraden g nur 
uneigentliche Lösungen der in Rede stehenden Aufgabe sind. Zugleich 
ist ersichtlich, daß die Ecken des Koordinatendreiecks dem geometrischen 
Orte C s , mithin dem nach Ausscheidung von g verbleibenden Kegel- 
schnitte C t angehören. 

Nimmt man nunmehr umgekehrt einen nicht zerfallenden Ordnungs- 
kegelschnitt C % beliebig an und markiert auf ihm einmal drei Punkte 
A lf Ai, A^, andrerseits ein Punktepaar A, B, so erscheint nach Obi- 
gem C, als der (eigentliche) Ort eines Punktes P, für den die drei 
durch ihn laufenden Geraden, die resp. zu den Seiten des Dreiecks A x ,A i , A 3 
in bezug auf das Punktepaar A, B konjugiert sind, jene Seiten stets 
in drei auf einer Geraden liegenden Punkten schneiden. 

1) Umgekehrt ist die Gleichung des durch die Punkte A lf A t , A^, A, B 
Kegelschnitt«: 







X X 

i k 




a ,V 


a a 
i k 


b b . 




b b 



Digitized by Google 



4 



W. Fa. Mkykr: 



Da aber durch irgend 5 Punkte A lf A^ y A Sf A f B, von denen 
keine 3 in einer Geraden liegen, ein nicht zerfallender Kegelschnitt C t 
eindeutig bestimmt ist, so ergibt sich als projektive Verallgemeinerung 
des Zeemanschen Satzes (§ 1): 

„Irgend ein Punktesextupel A lf A it A Sf A it A & , A 6 der Ebene, 
von dem keine 3 Punkte auf einer Geraden liegen, zerlege 
man auf irgend eine der 3.20 = 60 möglichen Arten in ein 
Tripel, etwa A X) A^, A if ein Paar, etwa A if A if und einen Rest- 
punkt (A 6 ). Wenn dann die drei durch den Restpunkt A$ 
laufenden Geraden, die in bezug auf das Punktepaar A k1 A-, 
zu den Seiten des Dreiecks A lt A t , A s konjugiert sind, eben 
diese Seiten in drei Punkten einer Geraden treffen, so findet 
die entsprechende Eigenschaft bei jeder der 60 Zerlegungs- 
arten statt." 

Es ist zu beachten, daß diese Eigenschaft eines beliebigen, einem 
Kegelschnitt C\ angehörigen Punktesextupels nicJit als äquivalent mit 
der Pascal sehen Eigenschaft 1 ) desselben anzusehen ist. Denn der 
Kegelschnitt C\ wird erst durch Vereinigung mit der Geraden A X} A b zu 
einer zerfallenden Kurve dritter Ordnung C 3 = 0 umgeformt, wo die 
linke Seite 0 8 vermöge der Relationen (4) in die Gestalt (II*) gebracht 
werden kann, und die Gerade A Af A & stellt dann die uneigentliche 
Lösung der Aufgabe dar, während der Kegelschnitt C t als deren eigent- 
liche Lösung erscheint. 

Sind im besonderen wieder A if A & die beiden „Kreispunkte" der 
Ebene, so gelangt man zum Satze des § 1 zurück. 

3. Symmetrie der Kreisgleichung in vier Argumentenpaaren. — Die 
Gleichung des Umkreises des Koordinatendreiecks war (§ 1): 

(1) 2* t *A - o. 

Hier sind die x { proportional den (mit geeigneten Vorzeichen zu 
nehmenden) Abständen des Punktes (x) von den Seiten des Koordinaten- 
dreiecks, und die s t = sin «, proportional den Längen der Seiten. 

Soll jetzt der Kreis durch drei beliebige Punkte der Ebene 
gehen, deren rechtwinklige Koordinaten x if y i (i = 1, 2, 8) sind, und 
setzt man: 

(2) ^* -(*,-**)' + 

1) Man vergleiche die dem Pascalscben Satze zugrunde liegende Identität 
in der Note des Verfassers, Jahresbericht der Deutschen Math. Vereinigung IX 1 
.1900) S. 91. 
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\x y 1| 

bedeutet ferner (xik) die Determinante y i 1 , so nimmt (1) die 
u estalt an: 

(3) K m rf, (x 12) (* 13) + r|, (x 21) (« 23) + rf 8 (jp 31) (* 32) - 0. 

Gemäß § 1 muß es möglich sein, diese Gleichung in eine hinsichtlich 
der Koordinaten der vier darin auftretenden Punkte symmetrische Gestalt 
zu bringen. Da der Grad von K in den Koordinaten der drei Punkte 
(1), (2), (3) zu hoch ist, nämlich gleich drei, liegt die Vermutung nahe, 
daß K den Faktor (123) enthält, und daß der Restfaktor die gewünschte 
Eigenschaft besitzt. 

Der Beweis soll so geführt werden, daß er sich weiterhin auf den 
entsprechenden Fall im -Kaume von n Dimensionen ausdehnen laßt. 

Zunächst ist leicht zu sehen, daß K identisch verschwindet 1 ), so- 
bald (123) = 0 ist. Denn ist die letztere Bedingung erfüllt, so kann 
man setzen, für A,, X i als zwei homogene Parameter: 

(4) + y*{K + W-äAi 

Dann bestehen die Relationen: 

[(j 1 + ^(jas)(*is)-i 1 (sifr l 

(5) ^ + y<*»)(*^-M*iV. 

(6) (a. + x,)> r \, - *; r} a , (a, + r» - aj 4 , 

und die Gleichung (3) geht über in die identisch verschwindende: 

(7) (A, -f *,)* K = (x 12)« r«, A, - J,) - 0. 

Um nunmehr für drei Mt>iVt>e Punkte (1), (2), (3) aus i£"(3) den 
Faktor (123) abzusondern, schreibe man lieber für x, y die Koordina- 
ten x if y 4 irgend eines vierten Punktes (4). Setzt man zur Abkürzung: 

(8) jr-ij + + 

so lassen sich die Koordinaten von (3) mittels dreier homogener Para- 
meter Aj, X s , X A linear durch die der Punkte (1), (2), (3) ausdrücken: 

(9) j&fc-J^ + a^ + iÄ» ^y.-Aiyi + a.Ä + ^y«- 



1) Geometrisch ist einleuchtend, daß, sobald (123) = 0 ist, d. b. sobald die 
drei Punkte (1), (2), (3) in einer Geraden liegen, jeder Punkt der Ebene die 
Eigenschaft besitzt, daß die Fußpunkte der drei, auf die Seiten des uneigentlichen 
Dreiecks (1), (2), (3) gefällten Lote einer Geraden angehören. 
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Dann treten an die Stelle der Relationen (5), (6) die folgenden all- 
gemeineren: 

iN (412)(413) = A, (412)«, JV(421)(423) - (412)«, 

1 ; U^(431)(432) = -Z 1 A S (412) S , - (123) -A 4 (124), 

N* rU » A« rj, + 1J rl + 2 X, * 4 1 - *,) - * 4 ) + - yj (;,, - g t ) } , 
»■ - + *i - 2 *, A 4 { (ar, - *J fc, - * 4 ) + (y, - *) - ,, 4 ) } . 

Damit nimmt die linke Seite Ä' von (3) die Gestalt an: 

(I) N* K 5 (123) (124) { *, + h V?< + Vi, } , 

oder: 

(I') Ä' = (123)Ä". 

Vertauscht man je zwei der drei Punkte (1), (2), (3), so ändert (123) 
sein Vorzeichen, K selbst ändert sich gar nicht, mithin ändert auch K ' 
sein Vorzeichen. 

Vertauscht man dagegen den Punkt (4) mit einem der Punkte (1) 
oder (2), etwa mit (1), so vertauschen sich auch ^ und i 4 , (124) ändert 
sein Vorzeichen, während der Restfaktor von (124) ungeändert bleibt, 
so daß wiederum K' sein Vorzeichen ändert. Das letztere gilt endlich 
auch für die Vertauschung von (4) mit (3), da man ebensogut in (9) 
den Punkt (1) durch die Punkte (2), (3), (4) hätte darstellen können, 
wobei die rechte Seite von (I') dieselbe bleibt. 

„Somit ändert der nach Abspaltung des Faktors (123) 
aus A' verbleibende Restfaktor K' immer nur sein Vorzeichen, 
wenn man irgend zwei der vier Punkte (1), (2), (3), (4) mit- 
einander vertauscht, d. h. die Gleichung K' = 0 des in § 1 auf- 
tretenden Kreises ist hinsichtlich jener vier Punkte sym- 
metrisch." 

Das ist aber das algebraische Äquivalent für den Inhalt des 
Zeem ansehen Satzes. 

Schwieriger ist die direkte Überführung der Gleichung K' = 0 
in die übliche Gleichung eines durch drei Punkte (1), (2), (3) gehen- 
den Kreises. 

Zu dem Behuf erledigen wir erst die analoge Aufgabe für die 
projektive Verallgemeinerung der Nr. 2. 

4. Umformungen einer Kegelschnittsgleichung. — Treten in Nr. 2 
ebenfalls an die Stelle der Ecken des Koordinatendreiecks drei beliebige 
Punkte (1), (2), (3) mit den Dreieckskoordinaten x i} y it s i {% — 1, 2, 3), 
und gibt man dem variablen Punkte (x) irgend eine Lage (4), so wird 
die Gleichung des Kegelschnitts C, durch die 6 Punkte (1), (2), . . . (6),- 
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unter (ikt) die Determinante der Dreieckskoordinaten der Punkte (i), 
(Je), (l) verstanden: 



(1) 



(412) (413), (421) (423), (431) (432) 
(512) (513), (521) (523), (531) (532) 
(612) (613), (621) (623), (631) (632) 



= 0. 



Da der Ausdruck z/ zwar in den Koordinaten der Punkte (4), (5), (6) 
vom Grade 2, dagegen in denen der Punkte (1), (2), (3) vom Grade 4 
ist, so läßt sich vermuten, daß in J der Faktor (123)' ent- 
halten ist. 

Zunächst kann man zeigen, daß die Unterdeterminanten irgend 
einer Zeile von z/, etwa der ersten, sämtlich den Faktor (123) be- 
sitzen. 

Die Unterdeterrainante A x von (412) (413) hat den Wert: 

(512) (531) 



(2) 



A x - (523) (623) 



(612) (631) 



Bezeichnet man die ersten Minoren von (123) mit den resp. griechi- 
schen Buchstaben, so entwickelt sich die zweireihige Determinante in (2), 
wie folgt: 



(3) 



I 



(512), (531) 
(612), (631) 



*6 y 5 


5s % 







--(128)2*. 



*5 tft 
.V« 



= -(123) (156), 



E.%1 



z x (123), etc. 



„Damit ist die oft brauchbare Hilfsformel bewiesen: 

(rik), (ril) 
(sik), (sil) 



(I) 



(ikl) (»>«)« 



Daher spaltet sich aus der Determinante J (1) der Faktor (123) zu- 
vörderst einmal ab: 



4 - (123) J\ -J'- (412) (413) (523) (623) (156) 

+ (421) (423) (531) (631) (256) 
+ (431) (432) (512) (612) (356). 
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Um nunmehr aus 4' den Faktor (123) nochmals abzuspalten, drücke 
man, wie in Nr. 3 (9) etwa die Koordinaten des Punktes (3) durch die 
der Punkte (1), (2), (5) aus: 

(4) afc-a^ + Vfc+Vfc Ä-*ifc+*tÄ + J»y», %-Vi+Mt+Vft> 
Dann gelten die Relationen: 

(413) = A s (412) + A 6 (415), (423) - A,(421) + A 5 (425), 

(523) - A, (521), (531) - A, (521), (431) - - 1,(412) ~ a,(415), 
(356) - a, (156) + A, (256), (432) = A, (412) - A t (426), 

(623) - A, (621) + A 5 (625), (631) = A i (621) + A 5 (651). 

Damit geht der Ausdruck z/', da (123) - A 5 (125), über in: 

(6 ) (123) = *i (412)(lö6) { - A l (415)(612) + A,(412)(256) + A 5 (415)(256) } 
+ A, (4 12) (256) { - A, (412)(156) -fA, (425) (612) + A 5 (425)(156) } 
+ (612) { A,(156) + *,(256) ) { A 1 (412)(415)-A,(412)(425)- A 5 (415)(425) } . 

Entwickelt man hier die rechte Seite, so verschwinden die Faktoren 
von A* und A*, und mittels wiederholter Anwendung des Hilfssatzes (I) 
kommt: 

^'-(123)z/", 

J"= - (512) { Aj A, (412) (456) (612) + Aj A & (415) (426) (156) 

+ A,A 5 (416)(425)(256)}, 
also mit Rücksicht auf (II): 

(IV) ^ = (123)'^". 

Hier ist wiederum leicht zu zeigen, daß der Restfaktor z/" bei Ver- 
tauschung irgend zweier der 6 Punkte (1), ... (6) nur sein Vor- 
zeichen ändert. 

Denn vertauscht man irgend zwei der drei Punkte (4), (5), (6), 
oder auch irgend zwei der drei Punkte (1), (2), (3), so ändert z/(l) 
selbst sein Zeichen, mithin auch J". 

Vertauscht man aber einen Punkt des ersten Tripels mit einem 
des zweiten, etwa (1) mit (5), so ändert (512) sein Zeichen, während 
der Restfaktor von (512) in 4" ungeändert bleibt Die Gleichung 
4" = 0 ist somit hinsichtlich aller sechs Punkte symmetrisch. 

Um endlich den Faktor J" in (IV) auf eine bekannte Form zu 
bringen, führe man rückwärts den Punkt (3) ein. Auf Grund der 
Identität: 

\7) (412) (456) = (415) (426) - (416) (425) 



(III) 
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und der Relationen (5) geht J" ohne weiteres Ober in: 

(415) (426), (416) (425) 
(315) (326), (316) (325) 



wo das Verschwinden der rechten Seite unmittelbar aussagt, daß ein 
Kegelschnitt des Büschels {(1), (2), (5), (6)J auch die Punkte (3), (4) 
enthält. 

Die Form (V) von d" läßt sich endlich in eine, auch äußerlich 
hinsichtlich aller sechs Punkte symmetrische Gestalt überfuhren, näm- 
lich in die der sechsreihigen Determinante x* f y*, *f, x.tf., x.z. , y .z. . 

Denn man erkennt leicht bei der wirklichen Ausrechnung der 
zweireihigen Determinante J" (V), daß das Glied x\y\ . x 4 y A . x s z a • y i z i 
• x l e l wirklich auftritt. Da aber nach Obigem z/" bei Vertauschung 
irgend zweier der Indizes 1, 2, ... 6 stets sein Vorzeichen ändert, und 
/}" in den Koordinaten aller sechs Punkte homogen vom zweiten Grade 
ist, so wird in der Tat nach der Definition einer Determinante: 

(VI) *J, jf», ff, * { y if x t M t , y t g t | [f- . . «, 

5. Der spezielle Fall der Kretsglekhung. — Nunmehr mögen zwei 
der sechs Punkte des § 4, etwa die Punkte (5), (6), die „Kreispunkte" 
sein. Läßt man die x,, y if z i jetzt homogene rechtwinklige Koordinaten 
bedeuten, so werden die Koordinaten der Kreispunkte 1, ± i, 0, wo t 
die imaginäre Einheit bedeutet. Indem man bei den übrigen vier 
Punkten die dritte Koordinate wieder gleich Eins nimmt, hat man die 
Beziehungen (r, s = 1, 2, 3, 4): 

(brs)^(if r -y t )-i(x r -x t ) f 
(6rs) = (y r -y t ) + i(x r -x t ), 
{brs)(6rs)-{x r ~x i y + (y r -y;)*, 
(r56)--2i. 



(1) 



Damit erhält man unmittelbar zwischen den Formen J (§ 4 , (1)) und 
* (§ 3, (3)) (letztere gebildet für die vier Punkte (1), (2), (3), (4)) die 
Identität: 

(I) 4- 2i (123)^(412) (413) r| 3 - 2»(123)iC, 

1« S t 3 

also mit Rücksicht auf die Identitäten (IV) und (VI) der Nr. 4: 

(II) 2 iJC = (123) ■ xf t yj, x t y„ x„ y t , 1 1 « = i,*.M,*.e). 

Die rechtsstehende sechsreihige Determinante nimmt aber im Falle der 
Kreispunkte (5), (6) der Reihe nach die Gestalten an: 
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(2) 



x l y\, «n Vu i 



«5, 

«Ii 



1, — 1, -H', 0 0 0 
1, -1,-t, 0 0 0 

«J, y?, «i, fti i 
.... 



y\, *ith, «ii .Vi, i 



«5» 

«5, 



- 2t 



"3» 



1,-1 t 000 
0, 0, -2i, 0 0 0 

*! + y?, yf, «i. K. i 

«5 + is> • 
= 2 » x| + yj, .... 

^5 ~t~ yj> • 

o -1,0 



0 0 



X 4f • 

1,-1,0 0 0 
= 2i\x\ + y\,x kt y k ,l\ " 
Folglich geht die Identität (U) über in: 

(IIJ) K - (123) j x\ -f yj», y t , 1 <*«*«. a, i>, 

d. h. die in Nr. 2 auf Grund der Aufgabe der Nr. 1 erhaltene Form K 
der Kreisgleichung ist direkt in die bekannte Form umgewandelt worden. 

f>. Der Zee mansche Satz im Baume. — Es liege ein Koordinaten- 
tetrueder T : x ( = 0, x k = 0, x, - 0, * m =- 0 (t, *, J, m — 1, 2, 3, 4) 
mit den Ecken A zugrunde; die Kosinus von dessen inneren Flächen- 
winkeln a ik seien c ik = c ki . Es wird der Ort eines Punktes P(x) ge- 
sucht, für den die senkrechten Projektionen P, auf die Ebenen de* 
Tetraeders in einer Ebene liegen. Durch einen Punkt (x) eine zur 
Ebene x { = 0 senkrechte Gerade legen, heißt, diejenige Gerade durch (x) 
ziehen, die zu x t = 0 bezüglich des „Kugelkreises": 

(I) K - c n u\ H + c u u\ + 2^,«!«, + ■ • • + 2c s c A u^u 4 - 0 

konjugiert ist, oder, was dasselbe ist, die den Punkt (x) mit dem Pole 
Si( c n> c ikf c u> c <m) der Ebene x i = 0 bezüglich K verbindet. Somit be 
sitzt der Schnittpunkt V i dieser Geraden mit a*, = 0 die Koordinaten O, 
X t C ik — x k c iif x f c tl — x,c iif x { c im — x m c Ul und das Kriterium dafür, daß 
die vier Punkte einer Ebene angehören, lautet: 



<» 



t X i C ik — X k C ii> X i C il — X l C iit X i C im ~ X m C ii 



X k C ki — X i C kk) 



t X kCkl — X l C kkr X k C km - X m C kk 



x, c ti — x { c n , Xj c lk — x k c ltf 



X t C lm - X m C U 



X m C mi X i C mmt X m C mk X k C mm> X m C ml X l C mmJ 
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so daß der Ort des Punktes P{x) eine Fläche 4. Ordnung F A = 0 ist. 
Daß die unendlich ferne Ebene E. K einen Bestandteil der Fläche t\ 
bildet, ist zunächst geometrisch leicht einzusehen. Denn verbindet man 
irgend einen Punkt P« der Ebene E x mit dem Punkte S { , der eben- 
falls der Ebene £ x angehört, und schneidet die Verbindungsgerade 
mit x i — 0, so müssen diese 4 Schnittpunkte in einer Ebene, nämlich 
eben in der Ebene E x liegen. 

Dasselbe Ergebnis erhält man analytisch, wie folgt. Irgend ein 
Punkt P x von E„ hat Koordinaten von der Form: 

(1) ^|C if + l k c ik + l t c ilt . . ., X t c m{ + l k c mk + l,c ml . 

Die Elemente der Determinante (II) werden daher ebenfalls ganz linear 
und homogen in den drei Parametern A,, k k , X„ so daß die De- 
terminante für die Koordinaten aller Punkte P B identisch verschwindet. 

Die Fläche F A zerfällt daher in die Ebene E x und eine Fläche 
3. Ordnung F s . Letztere kann man aber leicht direkt erhalten. 

Fällt man von irgend einem im Endlichen gelegenen Ilaumpunkte 
P(x) die drei Lote x k , x lf x m auf die Ebene x h = 0, x, — 0, x m = 0, 
so bilden die Fußpunkte P k , P„ P M mit P ein Tetraeder T a dessen 
sechsfacher Inhalt 6 T i das Produkt aus x k x,x m mit dem Eckensinus E 4 
jener drei Lote ist. Aber E. ist zugleich der Sinus der Koordinaten- 
Tetraederecke A if und die Sinus £ { der 4 Tetraederecken A { verhalten 
sich wie die Seitenflächen ^ i der im Koordinatentetraeder gegenüber- 
liegenden Dreiecke. Andererseits ist die algebraische Summe der vier 
Inhalte T t gleich dem Inhalte des von den vier Projektionen .S' f ge- 
bildeten Tetraeders, und dieser letztere Inhalt verschwindet dann und 
nur dann, wenn die 4 Punkte P { in einer Ebene liegen. Mithin ist der 
eigentliche Ort der Punkte P(x), für die die zugehörigen P, in einer 
Ebene liegen, die Fläche 3. Ordnung F s : 

(III) F 3 = J&x^ + J k x { x,x m + J,X t X k X m + ^ w x, V, - 0 , 

die in den Ecken A- Knotenpunkte besitzt. 1 ) 

Nunmehr seien die A i vier beliebige Raumpunkte (*), (4), (/), (tu) 
mit den rechtwinkligen homogenen Koordinaten (x it y if z ( ) (« (■ i, s, s, *, 
»i-D. Die Gleichung der Ebene (2), (3), (4) ist (>234) = 0, unter 
4x234) die aus den Koordinaten der vier Punkte (x), (2), (3), (4) und 
vier Einern gebildete Determinante verstanden. 



1) Über diese Fläche F a findet man Näheres in meinen Abhandlangen : diese*? 
Archiv (3) 1 (1901), S. 372; Verhandlungen des 3. internationalen Mathematiker- 
kongresses in Heidelberg v 1906), S. 333 f. 
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Berechnet man die Länge des Lotes von einem beliebigen Raum- 
punkte auf die Ebene (234) gemäß der Hess eschen Regel, andererseits 
den Inhalt J x = J iU des Dreiecks (234), so nimmt die Gleichung (III) 
der Fläche F 3 die Gestalt an: 

(IV) F, ~ (x 123) (a 134) (x 124) - J\ st (x 234) (x 124) (x 123) 

+ J\ u [x 234) (x 134) (x 123) - J\ tz (x 124) (* 134 ) (x 234) - 0, 



wo : 



(2) 





y< 


i 


i 


X 

> 


*l 


1 2 


** 


y* 


i 


+ 




«1 




*l 


y, 


l 








1 



y, i 8 



(3) 



Entsprechend wie in Nr. 3 würde man sich davon überzeugen, daß der 
Ausdruck F 3 unter der Bedingung (1234) =■ 0 identisch versehwindet, 
daß also F s den Faktor (1234) besitzen muß. Es soll aber dieser 
Faktor gleich direkt von F $ abgespalten werden. 

Indem man wiederum den variablen Punkt (x) mit (5) be- 
zeichnet und setzt: 

x^ J\ A t -f- A 2 JT S -f- A s x s A 5 j" 5 ? 

z k N = k x z x -\- L i z i A 3 r 3 -f A 5 * 5 , 
JV-A, + A f + A, + 4,, 
entstehen die Relationen: 

tf 1 (5123) (5134) (5124) - A S A 3 (5123) 5 , 
.Y* (5234) (5124) (5123) - A,A 3 (5123) S , 
N> (5234) (5134) (5123) - A, A 8 (5123)», 
JV» (5124) (5134) (5234) --A, A 8 A a (5123)', 

"V(1234) = A 5 (1235), 
A«^ - A^ w + A*z/f 35 + 2^^^(231^(235),, 

X 

.Y^ 84 = k\J\ n + A'^ 35 + 2 A,A 5 ^(312), (315),, 

X 

Uy» z/j S4 - A;z/; S3 + k\J[ n + 2 A 3 A 5 ^(128) # (12ö) < . 

Setzt man dies in (IV) ein und berücksichtigt die einfache Determi- 
nantenrelation: 

(5) .2(281), (235), + .£(312),(315), + ^(128),(125), 

- 2(281). | (235), + (315), + (125),] - ^(231)J _ J> M , 



(4) 
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so nimmt F s (IV) die Gestalt an: 

IV) y>F 3 - - (1234) (1235)" ■ [K^h^lu + KhhAn + K^h^u 

, ... +Ws-*S»1> 

oder kürzer: 

<V) F a -(1234)F t '. 

Vertauscht man jetzt irgend zwei der Punkte (l), (2), (3), (4), 
etwa (1) mit (2), so ändert sowohl (12.34) wie F s (IV) sein Zeichen, 
mithin bleibt der Restfaktor Ff in (V) hierbei ungeändert. Bei Ver- 
tauschung von (5) mit einem der Punkte (1), (2), (3) bleibt ersicht- 
lich F $ ' ungeändert; das Gleiche muß aber auch gelten, wenn man (5) 
mit (4) vertauscht, da man an Stelle von (3) ebensowohl den Punkt (3) 
durch die Punkte (1), (2), (4), (5) hätte ausdrücken können. 

„Somit ist der Restfaktor Fj t der nach Abspaltung des 
Faktors (1234) aus F 9 verbleibt, hinsichtlich aller fünf auf- 
tretenden Punkte symmetrisch." 

Das ist das algebraische Äquivalent für den Zee man sehen Satz 
im Räume: „Wenn von fünf Raumpunkten (von denen keine vier in 
einer Ebene liegen) irgend einer die Eigenschaft besitzt, daß die Fuß- 
punkte der Lote, die man von ihnen aus auf die Ebenen des von den 
vier andern gebildeten Tetraeders fällt, einer Ebene angehören, so kommt 
auch jedem der vier übrigen Punkte die entsprechende Eigenschaft zu.*' 

Offenbar bietet es durchaus keine prinzipielle Schwierigkeit, den 
soeben geführten Beweis auf den Raum von n Dimensionen aus- 
zudehnen. 

7. Projektive Verallgemeinerung. — In Nr. 6 war indirekt gezeigt, 
daß die Determinante (II) bei Zugrundelegung des Kugelkreises (I) in 
die beiden Faktoren Sx i d i und E^i i x k x t x m zerfallen muß. 

Die entsprechende Zerlegung möge jetzt für eine im übrigen ganz 
beliebige in einen Kegelschnitt ausartende Fläche 2. Klasse: 

(I) <D = c n u\-\ 1- c u u\ + 2c li u l u s -\ h 2^<r 4 ti 3 M 4 = 0, (>>o) 

direkt ausgeführt werden; man gelangt dadurch zu einer bemerkens- 
werten Eigenschaft der Fläche 4. Ordnung J* 4 = 0, dem Ort der Punkte 
P[X) t für die die Spuren der vier Geraden, die durch P gehen und zu 
den Koordinatenebenen x i = 0 bez. der Fläche <2> konjugiert sind, einer 
Ebene angehören. Ersetzt man in der Determinante F± (Nr. 6, II) die 
vier Diagonalnullen resp. durch die Nullwerte x { c u — x ( c it (e-i,i, t,4), 
und entwickelt die Determinante in der üblichen Weise, indem mau 
vorderhand von der Bedingung | c = 0 absieht , so ergibt sich sofort, 
daß von den 16 so hervorgehenden Teildeterminanten 11 identisch ver- 
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schwinden, während sich die 5 Übrigen zu der funfreihigen Determinante 
zusammenfassen lassen: 



(ii) 





x l c ll> 


44» 


XjCjj, x l c U) 


Cm 












c u 2**3*4 




x %°%u 


x»c* if 


x s c ti> 


X i C U> 






<*, 


c », 






C tt X l 2**4 




X 3 C 91} 


x z c a > 


x i c iS} 


X 9 C 34f 


*33 






C Str 






c^x^x^ 




x A c lXf 


X 4 C 4*> 


X 4 C 4&1 


X A C Uf 


C 44 




C 41> 


C 4t> 


C 4S> 




C U X \ X i X Z 




X l> 




*3> 


X <> 


1 




*1J 


4f 


x st 


*4, 


X x <Tj X^ 



Cid °\n c is> c i4» c n ar,x 8 x 4 

C t\J Cftt C S4> ^1*1 4*4 

C 31? C S1> C S3> C 34> C S3*1*J*4 * 

C 41> C 4J> C 43> C 44> C 44*1*I*3 



X l » 



l 3> 



Der Ort des Punktes P ist also selbst für eine völlig beliebige Räche 
2. Klasse 4> eine Fläche 4. Ordnung F 4 - 0, die in den Ecken des 
Koordinatentetraeders Knotenpunkte besitzt. 

Nunmehr trete die Bedingung | c J — 0 hinzu , sodaß <& in einen 
Kegelschnitt ausartet, dann fällt das Glied \c\x l x t x t x 4 in (II) fort; 
die ersten Minoren irgend einer Zeile oder Kolonne von c werden 
stets denselben vier Größen proportional, die wiederum mit J A 
bezeichnet seien, und die mit den beiden Größenreiben (x k x,x m c u } 
geränderte Determinante der c ik wird nach einem elementaren De- 
tenninantensatze proportional dem Produkte der beiden Faktoren 

J-*|^i, 2Cii^i X k X l X m' 

„Demnach zerfällt die Fläche 4. Ordnung F A in die Ebene 
^£^, = 0, d.i. die Ebene des Kegelschnittes <2> (I), und die 
Fläche :i Ordnung F t : 

(III) F l = c u 4 l x i x i x i + c n J s x i x 3 x i + c u 4 9 z l x t x i -f c^^x^ — 0." 

Für c u (<- 1. 2,3,4) = — 1 reduziert sich diese Gleichung auf die 
in Nr. 6 unter (III) erhaltene Gestali 

Unterwirft man daher die Koeffizienten c a von <D (II) lediglich 
den folgenden drei Bedingungen: 

1) Die Determinante je der c ik verschwinde; 

2) die ersten Minoren irgend einer Zeile (Kolonne) von j c | sollen 
gegebenen Größen J lt 4 if z/ s , J t proportional sein; 

3) die Koeffizienten der Quadrate der Koordinaten der & sollen 
gegebenen Größen c it proportional sein; 
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so bleibt, wie auch im übrigen die Koeffizienten c ik von O variiert 
werden mögen, die Fläche 3. Ordnung F 3 = 0 (III) ungeämlert. Um- 
gekehrt, hält man die irgend einem Kegelschnitt O entsprechende 
Fläche 3. Ordnung F s fest und desgleichen die Ebene von <l>, so sind 
damit gerade die drei obigen Bedingungen erfüllt. Um daher das 
eben ausgesprochene Ergebnis geometrisch auszusprechen, bedarf es 
nur noch der geometrischen Deutung der Bedingung 3). 

Faßt man zunächst den Spezialfall c n =» r 1s = f 33 = c u ins Auge, 
so sagt das aus, daß (bei Erfülltsein der Bedingungen 1) und 2)) die 
entsprechenden Klassenkegelschnitte K s der Ebene E t apolar sind zu 
den drei Ebenenpaaren: 



und damit zu dem Netze N von Flächen 2. Ordnung, dessen Grund- 
punkte M^c — 1, 2, ... 8) die Mittelpunkte der dem Tetraeder T ein- 
beschriebenen Kugeln sind. Die Klassenkegelschnitte Ä' s bilden dann 
noch . eine lineare oo 8 - Schar, der der Kugelkreiß K angehört Durch 
jeden Kegelschnitt K % der Schar gehen acht Flächen 2. Ordnung, die 
dem Tetraeder T einbeschrieben sind, und deren Mittelpunkte mit den 
Punkten M übereinstimmen. 

Der oo'- Schar (K t ) gehört insbesondere eine lineare oo 1 - Schar 
von Punktepaaren an; jedes Paar (x), (y) dieser Punkte ist apolar 



Vermöge der Transformation (2) geht aber die unendlich ferne Ebene E^ : 



„ über in die F 3 des § 6: 

(4 F 3 — d x x % x % x K -f J i x l x i x A + J i x l x i x i -f d il X l x^x % — 0. 

Da die oo 1 Punktepaare (x), (y) den Bedingungen (3), (4) zugleich 
genügen, so erfüllen sie als Ort eine Kurve 3. Ordnung C\, den Schnitt 
von F s (4) mit 2?«,, d. h. die C, erscheint in bekannter Weise als 
Ort der Punktepaare einer linearen oo'-Schar von Klussenkegelschnitten, 
nämlich eben der obigen Schar von K r 

Unter den Punktepaaren (x), (y) der Ebene B m befinden sich 
speziell die Gegenpunkte des Vierseits, das die Ebenen von T aus 
der Ebene E„ ausschneiden. 

Umgekehrt ist durch diese drei Paare von Gegenpunkten und 
durch den Kugelkreis K die Schar der K % und damit die (\ völlig 
und eindeutig bestimmt. 



(1) 




(3) 



E„ - 4 x x x + J t x % + J s x 3 + J A x k = 0 
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Von hier aus ist der Übergang zu der allgem 



eineren Fläche 



3. Ordnung F s (III) leicht zu vollziehen; man hat nur die Koordinaten (x) 



zu unterwerfen d. h. irgend einer Kollineation, die die Ebenen von T 
je in sich überführt. Die acht Punkte M gehen dadurch über in 
acht andere Punkte 3/'; hat man bei beliebigen c i{ irgend einen dieser 
Punkte M' f etwa M 0f willkürlich gewählt, so verbinde man 3/ 0 mit 
den Kanten von T durch sechs Ebenen und konstruiere die jeweils 
vierten harmonischen Ebenen dazu, dann schneiden sich die so hervor 
gehenden sechs Ebenenpaare gerade in den acht Punkten M'. 
Somit ist der Satz bewiesen: 

„Gegeben sei ein Tetraeder T und irgend eine Ebene E, 
sowie in letzterer irgend ein Kegelschnitt K t . Der Ort der 
Punkte P, für die die zu den Ebenen von T bez. Ä" f konju- 
gierten und durch P laufenden Geraden jene vier Ebenen 
in vier Punkten einer Ebene treffen, ist (abgesehen von der 
Ebene E selbst) eine Fläche 3. Ordnung F s , die in den 
Ecken (1), (2), (3), (4) von T Knotenpunkte besitzt. Für diese 
Fläche F s gilt der Zeemansche Satz, d. h. ist (5) irgend ein 
Punkt der F if so liegt z. B. (1) auf der durch das Tetraeder 
(2), (3), (4), (6) und K t bestimmten F s . 

Die zum Tetraeder T und zum Kegelschnitt A', ge- 
hörige F s bleibt dieselbe, wenn man K t durch irgend einen 
Klassenkegelschnitt einer gewissen linearen oo'-Schar er- 
setzt; diese Schar ist durch üf, und die Gegenpunkte des 
durch die Ebenen von T aus E ausgeschnittenen Vierseits 
eindeutig bestimmt. Die Punktepaare dieser co*-Schar er- 
füllen als Ort eine 6' 3 , den Schnitt von F 3 mit E. ' 

Durch irgend einen Kegelschnitt K t der oo*-Schar gehen 
acht dem Tetraeder T einbeschriebene Flächen 2. Ordnung; 
die acht Pole von E bez. dieser Flächen bilden die Grund- 
punkte eines Netzes N von Flächen 2. Ordnung 2^; die 
<x> 8 -Schar der K t ist dann gerade die in der Ebene K 
gelegene, zu N konjugierte Schar von Klassenkegelschnitten, 
und der Ort der Punkte P, die zu den Punkten von E bez. N 
konjugiert sind, ist die obige F r " 

Die entsprechenden Ergebnisse für den Raum von n Dimensionen 
können unmittelbar ausgesprochen werden. 

8. Grenzen des Zeem an sehen Satzes. — Der Zeemansche Satz 
für den Kaum war in Obigem dahin ausgedehnt, daß der ursprünglich 



der Kollineation: 



(5) 
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zugrunde gelegte Kugelkreis K durch einen beliebigen RaumkegelBclinitt 
K s ersetzt wurde. Nunmehr soll gezeigt werden, daß der Zee mansche 
Satz aufhört zu gelten, wenn man an die Stelle von K t irgend eine 
nicht ausgeartete Fläche 2. Klasse 0 setzen wollte. 

Es seien (r), (s), (t), (u) vier beliebige (nicht in einer Ebene 
gelegene) Raumpunkte mit den Tetraederkoordinaten (x rf y rf i rf q r ) 
(r =- r, s t ty u), ferner <D eine vorerst ganz beliebige Fläche 2. Klasse 0: 

(i) ^sH W -a 

Versteht man unter (c { rst) die aus den c ilt c tt , c i% , c iA und den 
Koordinaten der Punkte (r), (s), (/) gebildete Determinante, so sind 
die (c t rst) (« — i, », », *) die Koordinaten des Poles P rtt der 
Ebene (rst) bez. <P. Irgend ein Punkt der Geraden g u , die einen 
Raumpunkt P(x) mit P r#< verbindet, die also bez. & zur Ebene (rst) 
konjugiert ist, hat Koordinaten von der Form 

(1) x + kirrst), y + X(c t rst), § + l(c 3 rst), q + Xfarst). 
Setzt man daher zur Abkürzung: 

(2) a.,-2fe"0("Qi. 

wo die (rst\ die Determinanten der aus den Koordinaten x k , y kl e kt q k 
(k = r,s,t) gebildeten Matrix sind, so sind die Koordinaten des Schnitt- 
punktes P u von g u mit der Ebene (rst), wenn man noch die Determi- 
nante (xrst) mit X u bezeichnet, proportional den Werten: 

(3) xC^-^rsfjX», yC rtt -(c % rst)X u , zC rt% - (%rst)X H , 

Q C r.t-( c A r st)X u ; 

mithin ist der Ort der Punkte P, für die jeweils die vier zugehörigen 
Punkte P u in einer Ebene liegen, eine Fläche 4. Ordnung F v deren Gleichung 
<iurch das Verschwinden der Determinante der Größen (3) angegeben wird: 

(II) 0 = F A ^\xC rtt -( Cl rst)X u , yC rtt -(c,rst)X H , f C^-fer^X., 

qC rtt -{e A rst)X u \. 

Die rechte Seite von (II) ist in den Koordinaten der vier Punkte 
(f)$ ( s )> (0> («) vom Grade 6, es läßt sich daher wiederum erwarten, 
daß sich der Faktor (rstu) zweimal absondern lassen wird. Indessen wird 
sich zeigen, daß diese Absonderung von (rstu) sogar dreimal möglich ist. 

Entwickelt man die Determinante (II) analog wie in Nr. 7, so 
nimmt sie die Gestalt einer fünfreihigen Determinante an. Nimmt 
man nämlich die vier Indizes r, s } t, u stets in dieser Reihenfolge, 
und bedient sich der Abkürzungen: 

[Orrs*) - X u , (xrtu) =- X„ (xrsu) - X„ (xstu) - X r , 

( rst) = C\"\ ferte)-^, (c.rsu) = Cft fori») - CW, ( '" M ' M) 

und Phyük. III Rothe XII. 2 
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60 geht F t über in: 

WA, cp, er, qr>, q* 

^uA;x ( x, cf>, cp f q«), q» 

(ir) f 4 s c r , w x r x f x u , q«, q>, q>, qo. 

6;„x r x,x„ q«>, q«>, q->, q»> 

i^r^W» ** *i ? 

Entwickelt man diese Determinante nach den Elementen der ersten 
Kolonne, und versteht unter z/ xJk (* = »-, »,<,«) die mit den Koordinaten 
der Punkte P und (r) geränderte Determinante der c a , während die 
letztere selbst mit \c\ bezeichnet wird, so kommt unter Anwendung 
elementarer Determinantensätze: 

(III) F 4 m (rstuy[\c\(r8tu)X r X t X,X u + C, (H X t X t X u J xr 

— C rlu X r X t X u 4 xt -f C rtu X r X,X u 4 xt - C rtt X r X t X t A xu \. 

Hier ist das in der eckigen Klammer von (rstu) freie Aggregat weiter 
zu untersuchen. 

Zunächst haben die C rt , eine einfache Bedeutung. Führt man 
die ersten Minoren p„ ff., r„ v,. = 2, s,4) von (rstu) ein (d. s. die 
Koordinaten der vier Ebenen des Tetraeders (r), (s), (t), («)), so wird 
vermöge (2) unmittelbar: 

(5) C r , ( »0 ia , etc. 

Dann soll gezeigt werden, daß, selbst wenn d xr eine ganz beliebige, 
in den Koordinaten von P und (r) bilineare Form vorstellt, das Aggregat 

(6) G t = <S>fX,X t X u J xr - ^X r X,X u J x , + *sX r X,X u J xt 

-0 v X r X t X t J xu 

den Faktor (rstu) besitzt. 

Aus der Annahme des Verschwindens von (rstu) wird nämlich 
das Verschwinden von G 4 folgen. 

Für (rstu) = 0 darf man setzen: 

(7) *„ - K x r + K x » + * t *n etc. 
Dann wird aber: 

| ™ KX U , X t = — X t X u , X, = X t X u , 

(8) 0 f - A* 4> lV , - A? CP,, - A? ^, 
I ^/, M = X r J xr + A,^, + A,zf x „ 

und G 4 (6) geht über in 

(9) G 4 ~ <t>sXl\- X\4 ir A,A, - X.J xt X r X t - XjJ xt X r X t 
verschwindet also in der Tat identisch. 
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Damit tritt aus der Form F A (III) der Faktor (rstu)* heraus, 
der Restfaktor stellt mithin eine Form vierten Grades in den Koor- 
dinaten x, y, z, q von P dar, die, solange \e\ von Null verschieden 
ist, sicher nicht zerfällt, wie aus (7) hervorgeht, wo im besondern die 
Punkte (r), (s), (t), (w) als Ecken des Koordinatentedraeders gewählt 
waren. Andererseits ist der nämliche Restfaktor nur vom dritten 
Grade in den Koordinaten der Punkte (r), (s), (t), («), sein Verschwinden 
kann demnach keine in den Koordinaten aller fünf Punkte symmetrische 
Gestalt besitzen, d. h. der Zeemansche Satz gilt dann nicht mehr. 
Sobald dagegen die Determinante \c\ von 0 (I) verschwindet, also 
das Glied mit X r X t X t X u in F A (III) herausfällt, wird der Faktor J x 
aus F A heraustreten und der Restfaktor F z wird sich wiederum nach 
Abspaltung von (rstu) in eine in den Koordinaten aller fünf Punkte 
symmetrische Gestalt bringen lassen. In der Tat, sobald | c | - 0, 
artet die Fläche & in einen Kegelschnitt X, aus, und es wird z. B. die 
mit den x, y f s, g; x r1 y r , e r , q r geränderte Determinante der c pro- 
portional dem Produkte J s 4 [r) , wo 

(10) 4 S a ^x + z/ 8 y + + 4 k q - 0 

die Gleichung der Ebene von X s ist, und: 



Es tritt also jetzt aus der rechten Seite von F A (III) zunächst der 
Faktor (rstu) % J s heraus, und der Restfaktor wird: 



(IV) G 3 = 0fX t X t X u AV - <P a ,X r X t X u JM + 0fX r X,X 9 J® 

- 0 v *X r X.X t *»\ 



Um nunmehr aus G s den Faktor (rstu) nochmals abzuspalten und 
zu erkennen, daß der verbleibende Restfaktor in den Koordinaten der 
fünf Punkte (r), (s), (t), (u), (F) symmetrisch ist, bezeichne man die 
letzteren wiederum lieber mit (1), (2), (3), (4), (5), und stelle etwa 
den Punkt (4) linear durch die Punkte (1), (2), (3), (5) dar: 



(11) 



= J x x r -f J % y r + J s z r + J K q r - 



,12) 



(13) 



Dann gelten die Relationen: 

, X, - (5234) - A,(5123), X, - (5134) = - A 2 (5123), 
X j| -A B (5123), X 4 = (5123), (1234) - - A a (5123), 

^(184)' = ^1^(128)' + ^5^(135)' + 2A s A 5 X (m)j (135) » 
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wo z. B. #(,13)« die Form 4> bedeutet, geschrieben in den Koordinaten 
(123), der Ebene (123), und % a)t{ni) die hinsichtlich der (123)„ (235), 
polarisierte Form. 

Damit nimmt G a (IV) die Gestalt an: 

(V) G,^-(1234)£T 3 , 

(14) H t = MA^^W + KKK^^mt + h*%h*»%* 

Läßt sich nun noch beweisen, daß die identische Relation besteht: 
(15) ^'><P (1MU8Si) - *»% n)t{m + ^ 9) ^ (m) , (1 ,5> - - 0, 

so erhalt iT, (14) die übersichtliche Gestalt 
(VI) H> ^ Va^^^W + A t V 6 ^«<W + Ji*A<**«k«f 

die unmittelbar erkennen läßt, daß bei Vertauschung irgend zweier 
der vier Punkte (1), (2), (3), (4), oder auch bei Vertausch ung eines 
der drei Punkte (1), (2), (3) mit (5) keine Änderung eintritt, die also, 
da man an Stelle der Formeln (12) ebensowohl den Punkt (3) durch 
die Punkte (1), (2), (4), (5) hätte ausdrücken können, hinsichtlich aller 
fünf Punkte symmetrisch ist. 

Die Identität (15) geht aber daraus hervor, daß, wenn mau die 
linke Seite in der Gestalt schreibt 

und die vier Werte bildet: 

jM(28b\ - Jto(Uö\ + ^ s) (125) x - z/<»(123)„ (*~*, P ...v> 

man bis auf den Faktor (1235) gerade die Koeffizienten d x% J t , d tl J A 
in (10) erhält, sodaß die Identität resultiert: 

Aber die Polarenbildung <& (m)> ./, verschwindet bekanntlich identisch, 
was geometrisch aussagt, daß jede Ebene (123) zur Ebene (J) des 
Kegelschnitts & bez. <P konjugiert ist. 

Damit ist nicht nur der Zee man sehe Raumsatz in der all- 
gemeinsten Form bewiesen, sondern zugleich dargetan, daß er dann 
und nur dann gilt, wenn die Determinante der Fläche O verschwindet. 

Und da die verwendeten Determinantensätze vom Grade der auf- 
tretenden Determinanten unabhängig sind, so gelten die entsprechenden 
Entwicklungen ohne weiteres auch für den Raum von n Dimensionen. 

Königsberg i. Pr., 27. Mai 1905. 
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Geometrographische Beiträge. 

Von Jakob Keusch in Thann i. E. 

Im folgenden möchte ich einige Vereinfachungen und Ergänzungen 
zu Konstruktionen angeben, welche Herr E. Lemoine in seiner „Geo- 
metrographie", Collection Scientia, und in (3) 1, 334 dieser Zeitschrift 
mitgeteilt hat. 

Zu Scientia XXXVIII. — Die vierte Proportimale x zu den drei 
Strecken m, n, p zu konstruieren. 

Ist die größere der beiden Strecken n und p ausgezogen, so wird 
die auf dem Sekantensatze beruhende klassische Konstruktion geometro- 
graphisch, wenn man folgendermaßen 

verfahrt. 5? 

Geometrographisdie Konstruktion. 
— Sei p > n. Man beschreibe 
(Fig. 1) einen beliebigen, aber hin- 
reichend großen Kreis k [C 3 ] und 
um einen beliebigen Punkt B von 
A- den Kreis B(n) [3 C, + C % + C s }. 
Dann schneide man n von p ab 
[C t + C' s ], beschreibe B(p — n) 
[2C\ + C 3 ], der k in C schneidet, 
ziehe BC[2B l +B t ], welche B(n) 
in B trifft (B außerhalb BC). Dann 
ist BC — n -f- (p — n) — p. Ferner 

beschreibe man B(m) [SC, + C 8 ], B(jt-n) 
der k in A schneidet, und ziehe rig i 

schließlich BA [2 B x + Ist D 

der Schnittpunkt von BA und k, so ist BD die gesuchte Strecke x. 
Gp.: (4Jf t + 2ß 8 +9C 1 + r i + 5C 3 ):S=21; £-13; 2 Gerade, 5 Kreise. 1 ) 

Zm Scientia LXIII. — Gegeben ejn Punkt A auf einer Geraden 
BC; auf dieser Geraden Punkte A x derart zu bestimmen, daß man hat 
AB Ä^B* 
AC = ± Ai c*' 

1) Zur vorstehenden Aufgabe bat Herr K. Güntsche eine in geometrogra- 
phischem Sinne einfachere Konstruktion angegeben (vgl. dieses Archiv (3) 9, 25M, 
269, 1905). 
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Zweiter FaU. A liegt zwischen B und C. 

Geometroffraphische Konstruliion. — Man konstruiere (Fig. 2) über 
BC als Durchmesser den Kreis [2 B l + R t + 4 C, + 3 C 3 ]. Sei 0 

sein Mittelpunkt, 7) und 
D' seine Schnittpunkte 
mit der Mittelsenkrech- 
ten von BC. Dann 
beschreibe man den 
Kreis A(OB), der die 
Mittelsenkrechte in E 
trifft [<7, -f C 3 ], nehme, 
während die Zirkel- 
spitze in A bleibt, 
AO m den Zirkel und 
beschreibe den Kreis 
*, E(^0)[2C l + CJ > der 

0(0 B) in F schneidet. 

Schließlich ziehe man DjP und /)'F[4/?, 2/?,], Diese treffen 
i?C in den gesuchten Punkten A^ und AI. 

Beweis: EFAO ein Rechteck und AF Höhe in dem rechtwink- 
ligen A BFC; ferner DF ± D'F und «fc BFD' = CFi)' - 45°, mithin 

.BF und CF Halbierungslinien der 
rechten Winkel bei F. 

A 1 l?:A l C'-BF*:CF 
- ^4i?: .IC etc. 
Op.: (67? 1 +3ß 8 +7C 1 +5C 3 ):S=21 ; 
F = 13 j 3 Gerade, 5 Kreise. 

(Reduktion um 2 Elementar- 
operationen.) 

Zu Arc/m- der Math. u. 
Phijs. (8) 1, 334, Nr. 16. — Den 
Feuerbachsehen Kreis des Drei- 
ecks ABC zu konstruieren. 

Geomctrofjraphisdie Konstruk- 
tion. — Man konstruiere (Fig. 3) 
Vi t- 5- über BC als Durchmesser den Kreis 

k f der AB in C Q und AC in B 0 
schneidet f 2 B, + -f 4 C v + 3 C 3 ]. Hierauf beschreibe man mit dem 

Radius y, den man im Zirkel hat, die Kreise C 0 (y) und 




Darum 
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B 0 (y) [2 + 2 6VJ. Der Kreis k werde von C Q in X und Y. von 

^o(y) in U und V getroffen. Man ziehe X Y und UV, die sich in 

F schneiden [4R i + 2B t \, und beschreibe F(FC 0 ) [2 C t -f C s }. Dies 
ist der Feuer b ach sehe Kreis. 

Op.: (6Ä X + 3J? S + SC\ + 6Ci) : S - 23; E = 14; 3 Geraden, 6 Kreise. 

(Reduktion um 2 Elementaroperationen.) 

Zw Scientia XLIII. — Eitie Strecke AB nach dem goldenen Schnitte 
zu teilen. 

Für die dritte Konstruktion schlage ich folgende Form vor, welche, 
falls nur die Strecke AB (nicht auch ihre Verlängerung) gezogen ist, 
und falls man nur den inneren Teilpunkt braucht, einen Vorteil bietet. 




Fi*. 5. 



Geometrographische Konstruktion. — Man beschreibe (Fig. 4) A(AB) 
und B(AB) f die sich in C schneiden [3(^+2 0,1, dann C(AB) f der 
A(AB) in D und B(AB) in D' trifft [C, + C\\. Dann ziehe man 
AD'[2B t + BJ, welche A(AB) in E trifft, und beschreibe D{DE) 
[2 C t + C 9 l Dieser trifft 56* in den gesuchten Teilpunkten. 

Op.: (22^ + ü; + 66; + 4C' 3 ) : 5 - 13; E = 8; 1 Gerade, 4 Kreise. 

Anstatt die Gerade AD' zu ziehen und dann den Kreis D{DE) 
zu beschreiben, kann man auch (Fig. 5) die Mittelsenkrechte CC" von 
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AB ziehen, welche C{AB) in E' trifft, und dann den Kreis D(DE r ) 
beschreiben. 

Das Symbol bleibt dasselbe. 

Zu Scientia XLVIIJ. — Die vier Ähnlichkeitsachsen dreier Kreise 
0,, 0,, 0 3 zu konstruieren. 

Die Konstruktion läßt sich folgendermaßen mit 8 — 37 ausführen. 

GeometrographiscJte Konstruktion. — Man ziehe (Fig. 6) die Zen- 
tralen 0,0,, Ö,0„ 0 3 0,[6 2?, + 3 2VI. 0,0, schneide den Kreis 0, 
in 2?, und C u den Kreis 0, in B t und C s und B^(\ von dem- 



M 




Fi? «5. 



selben Sinne wie 0,0,); 0 3 0 l schneide den Kreis 0, in Q. Man 
beschreibe den Kreis 0 X (0 % C^ [3 C, + C',], der 0,0, in 7> trifft. Ohne 
die Spitze von 0, abzuheben, nehme man dann 0, Ö 3 in den Zirkel 
und beschreibe 2J(0,0 3 ) [2C, + C,], der O s in 2? trifft (D und JE auf 
derselben Seite von 0,0,). Dann ist O a /v, welches nicht gezogen zu 
werden braucht, parallel zu 0,0, und von demselben Sinne. Hierauf 
ziehe man B t E und C i E[4B l + 22^], welche auf 0,0 3 den inneren 
Ähnlichkeitspunkt 2, und den äußeren A x der Kreise 0 2 und 0 8 be- 
stimmen. Man ziehe B X E\2 2?, + 2?,], welche auf 0, 0 3 den inneren 
Ähnlichkeitspunkt 2, der Kreise 0, und 0 3 festlegt. Dann ziehe man 
A x 2, [2 B x + 22,]. Dies ist eine der Ähnlichkeitsachsen. -4,2, schneide 
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O l O i in J 8 . Man ziehe 7 S 7, [2 Ii i + 72,]. Die« ist eine zweite Ähn- 
lichkeitsachse. Man ziehe I t I x [2 72, + 72,], welche O l O t in yl 3 trifft. 
Dies ist eine dritte Ähnlichkeitsachse. Endlich ziehe man A l A l \2R x -\-R l ]. 
Dies ist die vierte Ähnlichkeitsachse. 

Op.: (207?!+ 1072, + 5C. + 2C,); S = 37; 7?=25; 10 Gerade, 2 Kreise. 
12. Mai 1904. 

Zu Scientia XV. — Durch den Punkt A außerhalb der Geraden g 
eine Gerade zu ziehen, die mit g einen Winkel — 6 bildet. 
Folgendermaßen läßt sich die Aufgabe mit S = 15 lösen: 
Geometrographische Konstruktion (Fig. 7). — Mit einem hinreichend 
großen Radius p beschreibe man um den Scheitel S von <s den Kreis 




Hg. 



der die Schenkel in X und Y schneidet [C x + C,]. Dann be- 
schreibe man der # in j4' trifft [C, + C 3 ], dann A'(q), der £ in 

trifft [Q+ C 5 ], dann 7T(p), der ,4(p) in B trifft (ul und 5 auf 
derselben Seite von g) [C x + C^]. 

Nun mache man in dem Kreise A(q) Bogen 7?7> = XY[3t\ + C s ] 
und ziehe AD, welche g in E trifft [2 7^ + 72,]. Dies ist die verlangte 
Gerade; denn AA'B'B ein Rhombus und $:AEB'= DAB— XSY-6. 

Op.: (2 72i + 72, + 7 C x + 5 C 3 ) - (15; 9) (1 Gerade, 5 Kreise). 
23. Juni 1904. 
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Über eine Dreiecksaufgabe und bezügliche Sätze. 

Von A. Kiefer in Zürich. 

Ein Dreieck aus dem Höhenpunkt H und den Mittelpunkten M, m 
des Um- und Inkreises zu konstruieren. 1 ) 

1. Bezeichnet man die Kadien der beiden Kreise mit R, r, so ist 
bekanntlich 

/?* - 2Rr = Mm*. 

Die Mitte N von* HM ist der Mittelpunkt des Feuerbachschen 
Kreises, dessen Kadius \R ist, und welcher den Inkreis berührt. 

Somit $R — r — Nm und durch Division der zwei Gleichungen 

p Mm* 

und ferner 

_ Mm' — AXm* 
f ~3A*w 

Legi man den Feuerbachschen Kreis und den Inkreis und berück- 
sichtigt, daß der erstere die Fußpunkte der Lote enthält von den Punkten 
M, H auf die Dreiecksseiten, so ergeben sich die Jet zieren als gemeinsame 
Tangenten des Inkreises und der Ellipse, für welche M, H die Brenn- 
punkte sind, und deren große Achse gleich R ist. 

Eine der vier Tangenten steUt eine uneigentliche Lösung dar. 
Es gibt nämlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Seiten 
des Dreiecks berühren und die Mittelpunkte auf der Geraden mN 
haben. Alle diese Kegelschnitte bilden eine Schar, deren vierte Grund- 
tangente auch den Inkreis und die benützte Ellipse berührt und die 
uneigentliche Lösuug bildet. 

Die Aufgabe läßt sich noch anders lösen: Die Tangentenpaare von 
M, H an die konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkte »i bilden 
zwei halbperspektivische Strahleninvolutionen, deren Erzeugnis eine 
einfache zirkuläre Kurve dritter Ordnung ist, welche den Umkreis in 
den Ecken des Dreiecks schneidet. 



1} Für die bezügliche Literatur sei auf das Dezemberheft 1904 des Intor- 
mediaire verwiesen, das auch eine analytische und eine geometrische Lösung 
der Aufgabe enthält. Vorliegende Arbeit war schon geschrieben, als ihrem Ver- 
fasser jenes Heft zu Gesicht kam. 
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Die Kurve ist nämlich der Ort eines Punktes, von dem aus die 
Strecken mH, mM unter gleichen Winkeln erscheinen; daher ist sie 
auch der Ort der Brennpunkte für die Kegelschnitte der oben erwähnten 
Schar. Unter diesen Kegelschnitten gibt es eine Parabel, deren einer 
Brennpunkt der unendlich ferne Punkt der Geraden mN ist; ihr anderer 
Brennpunkt wird also gefunden, indem man durch H, M die Parallelen 
zu mN zieht, um m den Kreis legt, der die Parallelen berührt und dann 
von M, H die Tangenten an den Kreis legt. Der Schnittpunkt der 
Tangenten ist der Brennpunkt Z der Parabel. Bekanntlich liegt derselbe 
auf dem Umkreis des Dreiecks ABC, und die Leitlinie der Parabel 
geht durch den Höhenpunkt U. Folglich ist die Mittelsenkrechte von 
Z H die vierte Grundtangente der Kegelschnittschar, oder die uneigent- 
liche Lösung. Man hat folgende Konstruktion: 

Sind U, M } m die gegebenen Punkte und ist N die Mitte von HM, 
so ziehe man durch U, M die Parallelen zu mN, lege um m den Kreis, 
der die Parallelen herüJtrt, und ziehe von H, M die Tangenten an dm 
Kreis. Ist Z ihr Schnittpunkt, so kann man den Umkreis des gesuchten 
Dreiecks legen, indem er durch Z geht und den Mittelpunkt M hat: 
hierauf ergibt sich der Feuerbachsche Kreis, der N zum Mittelpunkt, 
1 MZ als Radius hat, ferner der Inkreis, der m zum Mittelpunkt hat 
und den Feuerbachschen Kreis im Schnittpunkt mit der Verlängerung 
von Nm über tn hinaus berührt. I^egt man jetzt die Parabel mit Z als 
Brennpunkt und dem Lot von U auf Nm als Leitlinie, so ist die Mittel- 
s enk rechte von ZH eine gemeinschaftliche Tangente von Paraltel und 
Inkreis, und die drei anderen gemeinsamen Tangenten Inlden das gesuchte 
Dreieck. 

Die oben erwähnte Kurve dritter Ordnung schneidet den Umkreis 
außer in Z in den Ecken des Dreieckes und trifft die Seiten des 
Dreiecks in ihren Schnittpunkten mit der vierten Grundtangente. 
Denkt man sich um H als Mittelpunkt den Kreis gelegt, für den das 
Dreieck ABC ein Tripel ist und dann die oben aufgetretene Kegel 
schnittschar in bezug auf diesen Kreis polarisiert, so entsteht ein Kegel- 
schnittbüschel, dessen Grundpunkte A, B, C und ein vierter Punkt Z' 
sind. Die Polartigur der Parabel ist eine gleichseitige Hyperbel, deren 
Mittelpunkt derjenige Schnittpunkt des Feuerbachschen Kreises mit 
ZU ist, der nicht in der Mitte von ZU liegt; die Asymptoten der 
Hyperbel sind parallel zu den Halbierungslinien der von UZ und dem 
Lot von H auf Nm gebildeten Winkel. Die Hyperbel geht durch H\ 
der vierte Grundpunkt Z' ist der zweite Schnittpunkt der Geraden ZU 
mit dem Umkreis, nämlich der Pol der vierten Grundtangente in bezug 
auf den Polarisationskreis. Wird auch die Kurve dritter Ordnung 
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polarisiert, so entsteht eine Kurve dritter Klasse, welche die Seiten des 
Dreiecks berührt. 

Die Fußpunktkurve von M in bezug auf den Inkreis schneidet 
den Feuerbachschen Kreis in den Mitten der Dreiecksseitenj und die 
Fußpunktkurve von H in bezug auf den Inkreis liefert in den Schnitt- 
punkten mit dem Feuerbachschen Kreise die Fußpunkte der Dreiecks- 
höhen. Da die Halbierungslinien eines Dreieckswinkels und seines 
Nebenwinkels die Strecke MH harmonisch teilen, so kann man um m 
eine Gerade drehen, zum Schnittpunkt mit MH den vierten harmonischen 
aufsuchen und von dem letztern immer auf die Gerade das Lot ziehen; 
diese Lote umhüllen eine Parabel als das Erzeugnis von zwei projektivischen 
Punktreihen, deren eine im Unendlichen liegt. Nun ist ersichtlich, daß 
die Fußpunktkurve vom m in bezug auf die Parabel die erwähnte 
Kurve dritter Ordnung ist, und daß die Halbierungslinien der Dreiecks- 
außenwinkel die gemeinschaftlichen Tangenten sind zwischen der Parabel 
und der Ellipse, für welche m ein Brennpunkt und der Umkreis der 
Kreis über der großen Achse ist. 

2. Die Aufgabe steht mit einigen Sätzen von Steiner in Zusammen- 
hang, die in Bd. II seiner Werke, S. 673, Abschnitt e, angegeben sind. 
Hält man M, m fest, läßt B f r konstant sein, so bleibt auch mN=*±R — r 
konstant, und wenn das Dreieck ABC sich ändert, so beschreibt N einen 
Kreis mit dem Mittelpunkt m. Sind H, S Höhenpunkt und Schwer- 
punkt des Dreiecks, so ist bekanntlich MH-2MN; MS- \MN, d. h.: 

Der Ort des Höhenpunktes der Schar Dreiecke ABC, die 
festen Um- und Inkreis haben, ist ein Kreis, dessen Mittel- 
punkt h in der Geraden Mm liegt; ebenso ist der Ort des 
Schwerpunktes ein Kreis, dessen Mittelpunkt s in der gleichen 
Geraden liegt; die vier Punkte M, m, s, h sind harmonisch, 
und man hat Mh : hm — 2 : 1 — Ms : sm oder Ms : sm : Mh : mh 
= 2:1:6:3. 

Es seien A 0 , B 0 , C 0 die Punkte, in denen die Seiten des Dreiecks 
ABC den Inkreis berühren, so stehen die Seiten von Dreieck A 0 B 0 C 9 
auf den Winkelhalbierenden von ABC senkrecht, und die Höhen des 
Dreiecks A 0 B 0 C 0 sind zu diesen Winkelhalbierenden parallel; die letzteren 
selber halbieren die bezüglichen Bogen des Umkreises. Siehe Abb. 
aus derselben folgt 

R =. *L A i *L B i Mm 
r mA 0 mB 0 = m H 0 * 

wobei H 0 der Höhenpunkt des Dreiecks A 0 B Q C Q ist, d. h.: 

Die ScJiar Dreiecke A 0 B 0 C 0 haben den Höhenpunkt H 0 gemein; derselbe 
liegt auf der Geraden Mm, und es verhalt sich Mm:mH 0 *= B:r. 
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Die Lote in m auf den Winkelhalbierenden m A t m B, m C mögen 
die zu ihnen parallelen Höhen des Dreieckes A 0 B 0 C 0 in P, Q, T 
und die bezüglichen 
Gegenseiten von ABC 
in P v Q lf T x schneiden; 
dann folgt 

r* — rnlj — mPmP t 

- mB 0 s ^ m QtnQ l 

= mC 0 * - mTmT v 

Nun verlängere 
man mH 0 bis F, sodaß 

r s - mH 0 • mF 

ist, so müssen die 
Vierecke PH^FP^ 
QH 0 FQ lt TH.FT, 
Kreisvierecke mit rech- 
ten Winkeln bei F 

sein; die Punkte P lf Vig t 

Q lt T x liegen also auf 

der senkrechten Geraden durch F zu der Geraden Mm, und man hat 




aber m H 0 = Mm • ^ , also 



mF 



mF 



r R 
Mm 



Aus W -2Br=- Mm* folgt r = 



— il/m* 



2B 



R* — Mm* 



2 3/m 

Bezeichnet man den Schnittpunkt der Geraden Mm mit der Potenz- 
linie von Um- und Inkreis mit G, so ist 

-r»— Jfm 1 

Somit ist der Abstand der Geraden P 1 Q l T l von jener Potenzlinie 



MG - m G - Mm, J/G + »» G 



mF-mG - 



2 3/m 
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Wenn die Ecke A des Dreiecks ABC in A x gewählt wird, so 
ändert sich das Lot mP l und daher auch der Punkt P, nicht. Zu- 
sammengefaßt: 

Errichtet man in m die Lote auf den Linien von m nach 
den Ecken irgend eines der Dreiecke ABC, so schneiden die 
Lote die Gegenseiten des Dreiecks in drei Punkten, die auf 
einer Geraden liegen, und diese Gerade ist für alle Dreiecke 
eine und dieselbe; sie steht auf der Geraden Mm senkrecht 

und hat von dem Punkte m den Abstand 1 ) mF*=(B* — Mm s ):2M m, 
und von der Potenzlinie des Um- und Inkreises den Abstand 
GF=r*:2Mm. — Schneidet eine durch m gehende Gerade 
den Umkreis in zwei Punkten, so sind sie Ecken zweier ver- 
schiedener Dreiecke ABC, und die ihnen gegenüber liegenden 
Seiten treffen einander auf derselben genannten festen Ge- 
raden. 

Die Steinerschen Sätze am Schlüsse des Abschnittes e S. 674 
ergeben sich durch entsprechende Spezialisierung der Formel für das 
Quadrat des Abstandes der zwei Kreismittelpunkte. Sollen sich die 
Kreise rechtwinklig schneiden, so muß der eine Kreis Ankreis sein, 

und man hat die Formel Mm* = 7?' -f 2Br zu nehmen und darin zu 
setzen Mm* = B* -f r*. Wenn die Kreise gleich sein sollen, so ist in 
der gleichen Formel B — r zu setzen. 

3. Aus der Abbildung 1 ergeben sich einige Folgerungen. Für 
ein Dreieck A 0 B 0 (\ ist m der Mittelpunkt des festen Umkreises, und 
daher liegt der Schwerpunkt S 0 so, daß mS 0 : S 0 N 0 = 1:2 ist, d. h.: 

Die Dreiecke A 0 B 0 C 0 haben alle den gleichen Schwerpunkt; der- 
selbe liegt ebenfalls auf der Geraden Mm. 

Die Mitte von mH 0 ist für das Dreieck A 0 B 0 C 0 der Mittelpunkt 
des Feu er bach sehen Kreises, dessen Radius - ist, d. h.: 

Z 

Die Dreiecke A 0 B 0 C 0 halten alle den gleichen Feu erb ach sehen Kreis; 
sein Mittelpunkt- liegt ebenfalls auf der Geraden Mm. Dieser Kreis 
schneidet daher die Winkelhalbierenden Am, Bm, Cm des Dreieckes 
ABC in den Mitten der Dreiecksseiten B 0 C 0f C 0 Aq, A q B 0 und halbiert 
auch die Linien i/ 0 J 0 , U 0 B 0 , H 0 C 0 . 

Es ist ersichtlich, daß die Seiten der Dreiecke A q Bq(\ die Polar- 
figur des Umkreises M in bezug auf den Inkreis m umhüllen. Be- 
zeichnet man für ein Dreieck A 0 B 0 C 0 den Mittelpunkt seines In- 

1) In den St ein ersehen Angaben ist mF mit mG verwechselt. 
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kreises mit u, dessen Radius mit p und die Mitte von mH 0 mit «, 
10 hat man 

r s — Infi 1 — 2rp, |r — — p, 

folglich 

r* — m>* = 2r ({r — pn), wT/i' — 2r ■ pn. 

Diese Relation sagt aus, daß für die Dreiecke A 0 B 0 C 0 die Mittel- 
punkte ihrer Inkreise auf einer Kurve vierter Ordnung liegen. 

Weil <£mPH 9 =-mQH 0 - »» Ti/ 0 = 90°, so liegen die Punkte 
P, Q, T auf dem Kreis mit mH 0 als Durchmesser, und weil mP, mQ, 
mT parallel zu B 0 C 0 , C\A 9 , A 0 B 0 sind, so ist Dreieck PQT ähnlich 

Für die Dreiecke PQT gelten also diesell>en Sätze wie für die 
Dreiecke A 9 B 0 C 0 . 

Denkt man sich m, H 0 gewählt, r gegeben, so folgt aus den zwei 
Gleichungen 

R*-Mm*=*2Rr, f-~J£, 

R K=^, Mm-*^ mH ', d.h.: 

Bewegt man die Ecken eines Dreiecks A 0 B 0 C 0 auf einem Kreis m (r), 
sodaß der JTöhenpunkt H 0 des Dreiecks fest bleibt, so bilden die Kreis- 
tangenten in den Punkten A 0 , B 0 , C 0 solche Dreiecke ABC, die einem 
festen Kreise eingeschriel>en sind. 

Für die Dreiecke ABC bewegt sich, wie eingangs Abschnitt 2 
gezeigt ist, der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises auf einem 
Kreis, und der Radius des erstem ist konstant {Ii, d. h: 

Die Feuerbachschen Kreise der Dreiecke ABC berühren zwei feste 
konzentrische Kreise. 

Verlängert man mA v mB v m(\ je um sich selber über A lt B v ( \ 
hinaus, so sind die entstehenden Punkte m lt m s , m t die Ankreismittel- 
punkte des Dreieckes ABC, folglich: 

Die Ankreismittelpunkte der Dreiecke ABC bilden Dreiecke m 1 m s i»/ s , 
die einem festen Kreis vom Radius 2R eingesctirieben sind; da die 
Dreiecke m l tn t m t den festen Punkt m zum Höhenpunkt haben, so gelten 
für sie dieselben Sätze wie für die Dreiecke A Q B 0 C 0 . 

4. Zum Schlüsse soll die Abb. 2 benutzt werden, um einen ein- 
fachen Beweis des Feuerbachschen Satzes und einige metrische Re- 
lationen für ein Dreieck abzuleiten. (Abb. 2). Von dem Schnittpunkt / 
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der Winkelhalbierenden AA X mit der Gegenseite BC ziehe man das Lot 
auf die Linie DL, die zu MA parallel ist, so muß dieses Lot IK 
aus Symmetriegründen CAM — BAH) den Inkreis und auch den 
Ankreis, der zu BC gehört, berühren. Legt man den Inkreisradius 
mK' nach dem Berührungspunkt, so sind ND und mK' parallele 
Radien von Feuerbach- und Inkreis, und zum Beweise für die Be- 
rührung der zwei Kreise genügt es, nachzuweisen, daß die Gerade DK' 




A 



Fig. 2. 

die zwei Kreise im gleichen Punkte V schneidet, der dann äußerer 
Ähnlichkeitspunkt und Berührungspunkt ist. Die vier Punkte A, m, 1, m, 
(wobei mA x — A x m x und m x der Mittelpunkt des Ankreises ist) sind 
harmonisch und also auch ihre Projektionen auf BC. Folglich 

DD* -DI DA'. 

Aus dem Kreisviereck KIA'L mit rechten Winkeln bei K und 
A' folgt 

DI- DA' -DK- DL, also DD'* -DK- DL. 
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Nun hat man für L' auf dem Inkreis DK'- DL' DD'* und für 
11 auf dem Feuer b ach sehen Kreis wegen des Kreis Viereckes KK'L'L 
mit rechten Winkeln bei K und V 

DK'- DL' =- DK • DL — DD*, 

wie es sein muß. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, daß der Feuerbachsche Kreis auch 
die Ankreise berührt. 

Verlängert man die Höhe AA' des Dreieckes ABC bis zum 
Schnittpunkt A" mit dem Umkreis, so ist bekanntlich 

HA'=A'A", HA"=2HA'. 

Die Potenz des Höhenpunktes // in bezug auf den Umkreis des 
Dreieckes ist daher 2 • HA - HA'. Dieselbe ist aber auch R* — HM*, 
folglich 

(1) HM* = Ii* -2 HA HA'. 

Da N in der Mitte von MH liegt und Nm — j ;R — r ist, so hat 
man Hm* + Mm* = 2(~?) 1 + 2(\R-r)*- setzt man hierin für HUP 

den obigen Wert und Mm* — IC — 2Rr, so folgt 

(2) Hm* = 2r*-HA HA'. 

Wählt man den Mittelpunkt m t des Ankreises über BC, dessen 
Hadius r, sein möge, so ist 

Mm* - R* + 2Br w A r w, - J- Ä + r„ 
jtfm; + - 2( i/ /') 8 + 2(| 7? + r t )» 

Also 

(3) Hm* - 2>* - HA ■ HA', 
und analog 

(4) Hm* = 2r*- HA HA', 

(5) 2Ti)»;-2f*-£LlJ£4'. 

Betrachtet man ZT als gegeben und den Umkreis, beziehungsweise 
den Inkreis oder einen Ankreis gewählt, so enthalten die Formeln 1 bis 
5 folgenden Satz: 

Alle Dreiecke mit dem Höhenpunkt H, die dem Umkreis einbeschrielten 
und ebenso diejenigen, die dem Inkreis umschrieben oder einem Ankreis 
anbeschrieben werden können, sind Tripel für denjenigen Kreis, der H 

am Mittelpunkt und den Radius V\ (HM*~-1C) hat. Die Seiten der 

Archiv der M.themHik und Physik. III. Reihe. XII 8 
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ersten Dreiecke umhüllen den Polarkegelschnitt des Umkreises, und die 
Ecken der andern Dreiecke liegen auf den Polarkegelschnitten des In- und 
der Ankreise in beeng auf den Kreis mit dem Mittelpunkt H 

Aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4), (5) lassen sich verschiedene 
andere ableiten, z. B. 

HM*-2Hm*=R'-4r*, HM*-2Hm\^B s -<ir\ t Hm\-Hm\-2{r\-rX), 
Hm\ + Hm\ + Hm\ - 3i/m* - 2(r* + r\ + rj - 3r»), 
Hm\ + Hm\ - HM* = 2(r? + rf) - i?, 
Hm* + Hm\ + i/w* + - 220*" = 2(rf + rj + rj + r» - II'). 

Zürich, Knde Dezember 1904. 



Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik. 

Von Cl. Schaefer in Breslau. 

Bei allen Beweisen des zweiten Hauptsatzes wird von der Zustands- 
gieichung der idealen Gase in folgender Weise Gebrauch gemacht: 
Wenn ein System eine Wärmemenge dQ in einem umkehrbaren Prozesse 
aufnimmt, so läßt sich eine Funktion h so bestimmen, daß das Produkt 
hdQ gleich dem totalen Differential einer Funktion S ist, die nur von 
dem augenblicklichen Zustande des Systems abhängt. Da dQ nach 
dem ersten Hauptsatz keineswegs ein totales Differential ist, so ist h 
der, oder genauer gesagt, ein integrierender Faktor von dQ. Es kann 
ferner gezeigt werden, daß h nur eine Funktion der Temperatur ist, bei 
der das betreffende System die Wärmemenge dQ aufnimmt, dagegen 
unabhängig von allen individuellen Eigenschaften des Systems. Ist also 
der integrierende Faktor h für eine einzige Substanz bekannt — er ist 
es in der Tat für ein ideales Gas — so ist er für alle Substanzen be- 
stimmt Unter Zuhilfenahme der bekannten thermodynamischen Eigen- 
schaften eines idealen Gases ergibt sich h = wenn T die sogenannte 

absolute Temperatur bedeutet. Man gewinnt dann den zweiten Haupt- 
satz in der Form 

(1) d $=dS. 

Aus den obigen Darstellungen ergibt sich sofort, daß es keineswegs 
prinzipiell notwendig ist, sich auf die thermodynamischen Daten eines 
idealen Gases zu stützen, vielmehr würde jede beliebige andere Substanz 
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dasselbe leisten, wenn nur eben diese Daten bekannt wären. Durch die 
Forschungen der letzten Jahre ist das nun in der Tat für eine zweite 
Substanz der Fall, nämlich für ein von gleich temperierten Wänden 
umschlossenes Vakuum, in dem die schwarze Strahlung herrscht, mit 
anderen Worten für den Kirchhoffschen Hohlraum. 

Wir wissen durch die experimentellen Untersuchungen von Lummer 
und Pringsheim, daß die £nergie pro Volumeneinheit eines solchen 
Hohlraumes gleich ist <sl % , wo T die Temperatur in Celsiusgraden, 
vermehrt um 273° bedeutet; ä ist eine Konstante, deren absoluter 
Wert bekannt ist, uns aber hier nicht interessiert. 

Hat der Hohlraum das Volumen V, so ist die Energie 

(2) U-öT'V. 

Auf die Wände dieses Hohlraumes wirkt der Max well sehen Theorie 
zufolge ein Druck 

(2) P-^, 

dessen Existenz und Betrag durch die Untersuchungen von Lebe de w, 
Nichols und Hull festgestellt ist. Das ist hinreichend, um in dem 
Beweise des zweiten Hauptsatzes das ideale Gas zu ersetzen durch den 
schwarzen Körper. 

Wir wollen zunächst den ersten Hauptsatz auf diese „Substanz" an- 
wenden, und zwar wollen wir zwei besonders einfache Fälle betrachten, 
nämlich einen isothermen und einen adiabatischen Prozeß, die beide 
reversibel geführt werden. 

Setzt man in die Gleichung des ersten Hauptsatzes für U und p 
ihre Werte aus (2) und (3) ein, so folgt für den isothermen Vorgang: 

dU = <sT*dV<= dQ + A = dQ — J FdV, 

oder 

dQ = i 6T*dV; 
für einen endlichen isothermen Prozeß folgt also 

wenn V f des Volumen des Endzustandes, V x das des Anfangszustandes 
bedeutet 

Der adiabatischc Vorgang ist charakterisiert durch d Q — 0; also 
liefert der erste Hauptsatz die Beziehung: 

(5) dü^-pdV 

oder mit Benutzung der Werte aus (1) und (3): 

cFdV + 46 T'VdT - - \ TdV 
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oder 



oder 



dV , n dT\ 



oder endlich 

(6) T 3 - F= Constans. 

Das ist die Bedingung für einen adiabathichm Prozeß. 

Der größeren Anschaulichkeit halber wollen wir nun noch 
reversibeln Carnotschen Kreisprozeß durchführen. Derselbe besteht 
bekanntlich aus 2 isothermen uod 2 adiabatischen Veränderungen, wie 
aus dem Diagramm Fig. 1 zu ersehen ist. 

Der Hohlraum befinde sich zu Anfang auf der Temperatur T t und 
habe das Volumen V v Durch isotherme Dilatation wird letzteres "auf 

F, vermehrt, wobei aus einem Wärme 
reservoir von einer Temperatur, die nur 
unendlich wenig höher ist als 7\, die 
Wärmemenge Q x an den Hohlraum ab- 
gegeben wird. Nach Gleichung (4) ist 

(7) G,-i«f2?(r,- 




Dann wird die ^Substanz" adiabatisch 
diktiert, wobei die Temperatur auf T t 
sinkt und das Volumen auf l\ steigt; im 
dritten Stadium wird durch isotherme Kompression bei der Temperatur T t 
das Volumen auf V A verkleinert, wobei aus einem zweiten Wärme- 
reservoir (ebenfalls reversibel ) die Wärmemenge Q t = — Q' t aufgenommen 
wird. Endlich wird wieder adiabatisch dilatiert, bis die Temperatur 
auf T t gesunken und das Volumen wieder den ursprünglichen Wert 
angenommen hat. Der Hohlraum ist dann wieder in seinem Anfangs- 
zustande, d. h. seine Energie ist unverändert; folglich liefert der erste 
Hauptsatz das Resultat: 

wobei die Summe über die 4 Teilprozesse zu erstrecken ist. Diese 
Summe kann man berechnen; es ist nämlich: 



Jlfpd V -fpd V +fpd V +fpd V +fpdV: 
T x v t r»r, r.r, r, r, 
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dabei ißt, wie aus den Grenzbezeichnungen ersichtlich, das erste und 
dritte Integral auf isothermem, das zweite und vierte auf adiabatischem 
Wege zu erstrecken. Es ergibt sich so der Reihe nach: 
r t r t r.v t 

jpdV- l T\{V t - PI), JpdV = \ Ti(V<- K,); 
r t r, r, r, 

ferner nach Gleichung (5) 

V« V« 

)pdV=-JdU=-6{T\ V X -T\V A ). 
Durch Addition folgt daraus 

(8) 2fp d v = - ä = } « ( tj ( f, - r, ) + 1? ( r, - f.) \ . 

Diesen Ausdruck kann man vermittels Gleichung (6) vereinfachen. 
Beachtet man nämlich, daß V s und V % einerseits, und F 4 und V J 
andrerseits durch einen adiabatischen Prozeß ineinander übergeführt 
werden, so folgt: 

T\V t -T\V % , T\V X = T\V„ 

oder durch Subtraktion: 

^(F.-FO-JKF.-FJ. 
Dies in (8) eingesetzt, ergibt 

(9) -A-' i <,T' l (V,-V 1 )(T i -T 1 ). 

A ist die dem System von außen zugefflhrte Arbeit. Setzt man A — — A', 
so ist A' die vom System nach außen geleistete Arbeit; also geht (9) 
Ober in 

(9a) * 0 -t**Kr 9 -mT t -T± 

Das Verhältnis von A' zu der aus dem ersten Wärmereservoir ent- 
nommenen Wärmemenge Q t nennt man den Wirkungsgrad tj des 
Ca rnot sehen Kreisprozesses. Derselbe wird demgemäß nach (9a) und (7): 

(\o\ £- - . - *«*•?(?.- r.Hr . -r. ) 

das ist der nämliche Wert, den man bei Benutzung eines idealen Gases 
erhält, wie es sein muß. 
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Führt man für A' nach dem ersten Hauptsatz noch den Wert 
Qi + Qt em t 80 aus (i;is bekannte Resultat: 



(11) 



oder 



& + * - 0 

jr 1- ^ v. 



Bevor wir nun zum Beweise des zweiten Hauptsatzes übergehen, 
wollen wir noch ein spezielles Resultat für unseren Hohlraum ableiten, 
indem wir, diesmal ganz allgemein, den ersten Hauptsatz darauf an- 
wenden. Es ergibt sich 

dU*-d(öT*V) = dQ-pdV=dQ- \ T*dV, 
dQ-\T*dV+l*7*VdT. 

Bilden wir nun den Ausdruck d ® , so folgt 



(12) 



d 7 ? - } 6 { T*d V + 3 Fd T V) - * 6d (J 9 T), 



d. h. für unseren Hohlraum ist ein totales Differential; der inte- 
grierende Falftor von dQ ist 

Dieses Resultat werden wir zur Ableitung des zweiten Haupt- 
satzes benutzen. 

Wir berechnen zu diesem Zwecke den Wirkungsgrad eines unend- 
lich kleinen Car not sehen Prozesses, der mit einer beliebigen Substanz 
p ausgeführt wird. Wir nehmen 

demgemäß an, daß die Tempe- 
raturen T x und T t sich nur um un- 
endlich wenig von einander unter- 
scheiden ; also T, — T t — d T. A uch 
die beiden adiabatischen Kurven 
des Kreisprozesses unterscheiden 
sich nur um unendlich wenig von 
einander. Nehmen wir an, daß 
die adiabatische Bedingung für 
unsere Substanz durch die Glei- 
chung 8 = constans gegeben sei', 
so erteilen wir der ersten Adiabate den Wert S t und der zweiten den 
Wert S, und setzen dabei fest, daß S l — S, — dS sein soll. Man erhält 
so das Diagramm Fig. 2. 

Statt den Zustand des Körpers anzugeben durch die Koor- 
dinaten p und V t können wir ihn offenbar auch gegeben denken durch 
korrespondierende Werte von T und S\ d. h. wir fassen p (den Druck ) 
und V (das Volumen) auf als Funktionen der neuen unabhängigen 
Veränderlichen T,S. 




Fig. * 
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Die bei dem Kreisprozeß geleistete Arbeit wird durch den In- 
halt des krummlinigen Vierecks ABCD gegeben, welches aus geo- 
metrischen Gründen sich ergibt zu: 

der Klammerausdruck ist die Substitutionsdeterminante von dp und d V 
als Funktionen von S und T. 

Der Wirkungsgrad wird gegeben durch den Ausdruck: 

(dp dV _ dp dV\ 

(13) tA' _dQt+6Q t \df ?S dS BT/ 01 

Nun ist auf den Adiabaten, d. h. den Kurven dS = 0, auch die Glei- 
chung dQ = 0 erfüllt, d.h. S uud Q verschwinden gleichzeitig, sodaß 
man setzen kann 

dS-h-dQ, 

wo h eine Funktion der Zustandavariabeln ist, in der im allgemeinen 
aber noch als Parameter die individuellen Eigenschaften des betreffenden 
Körpers enthalten sein könnten. In unserem Falle also gilt die Doppel- 
gleichung: 

(14) ös = Mft - - Mft(- MÄ) 

wo Äj und h t die den Temperaturen 1\ und T* zugehörigen Werte 
dieser Funktion bedeuten. Wir können also in (13) setzen 

(«) '4 -l-ÜTs- TsTf) "T-F(8,T)iT; 

der Faktor von ÖT ist hier, um seine Natur zu charakterisieren, in 
die Form F(S,T) gebracht worden. 

Es läßt sich nun zeigen, daß F(S,T) für alle Körper denselben 
Wert hat, wenn man diese Körper zwischen den nämlichen Tempera- 
turen T x and T 2 arbeiten läßt; darauf gehen wir hier nicht ein, da 
dieser Beweis in allen Lehrbüchern der Thermodynamik eingesehen 
werden kann. F kann also nur Funktion der Temperatur sein, und 
zwar für alle Körper die nämliche. 

Es ist nun immer nach Gleichung (14) 



da T x — T % = ÖT sehr klein ist, darf man setzen ^ ^- = ^ T Ö T, 

.1 

also ÖA' -9Q t + dQ M - l h T ÖTöS; 
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bildet man den Wirk .r.gsgrarf. *> :'• '.jz 

k * ... l 

Vergleicht man diesen Wert mit dem andern in Glrlchang ■ 15 . so folgt 

* -.*-F.r oder '"--FTJT 

f J n 

logA--J F T dT — v $ 

h = e J V iS). 

^ .S Ut dab*-i eine vollkommen willkürliche Funktion der andern 
Zn-tandxTann^ln >'. 

Wir erhalten also unendlich riele integrierende Faktoren: zu jedem 
gehört ei« A. Setzen wir tciRkürlick fiS)— 1 , so ist durch 
Kenntnis de?» Wertes Ton h für eine einzige Substanz h für afle Sub- 
stanzen bekannt. 

Nach Gleichung (12) ist aber für einen Hohlraum h = -j. ; folglich 
für «Äc Substanzen h = j ■ AUo ist allgemein 

d j -= <?S ein totales Differential. 

Das int der Inhalt des zweiten Hauptsatzes. 1 ) 
Breslau, im Februar 1907. 

1) Ich machte hier auf eine Arbeit von A. Byk Ann. d. Phvs. 19, 1906) hin- 
weisen, die mit der Torliegenden mehrfache Berührungspunkte hat; Herr Planck 
hat mich auf dieselbe aufmerksam gemacht. Was die Ton mir gewählte Beweis- 
form des zweiten Hauptsatzes angeht, so habe ich mich anHelmholtz's „Vorlesungen 
aber die Theorie der Wärme" mit Absicht so eng als möglich angeschlossen, 
mich hier kflr/er fassen zu können. 
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Tangentenkonstruktionen für die Unikursalkurven, 
welche als Orthogonalprojektionen der Selbstschattengrenzen 
von Regelschraubenflächen auf eine achsennormale Ebene 

auftreten. 

Von Eduard Janisch in Prag. 

1. Hat man zwei konzentrische Kreise (S, // und in ihrer Ebene 
einen festen Punkt a gegeben, und zieht man durch a einen beliebigen 
Strahl a, der 6 im Punkte c trifft, zeichnet man ferner in dem Punkte 
3r auf 77, der mit c und dem Mittelpunkte o der beiden Kreise in 
gerader Linie liegt, die Tangente an 77, dann trifft diese die a in einem 
Punkte p, der eine Unikursalkurve 4. Ordnung beschreibt, wenn a um 
a sich dreht. Diese Kurve stellt die orthogonale Projektion auf die 
Zeichenebene der Eigenschattengrenze einer offenen Regelschrauben 
fläche vor, deren Achse durch o senkrecht zur Zeichenebene geht. 1 ) 

Errichtet man noch in o auf dem Radius octc die Senkrechte, 60 
trifft diese die a in einem Punkte d, welcher ebenfalls einer Unikursal- 
kurve 4. Ordnung angehört, die analoge Bedeutung wie die Kurve (p) 
hat, nur ist die in Betracht kommende Regelschraubenfläche eine ge- 
schlossene. 

2. Eine Quelle für mannigfaltige einfache Tangentenkonstruktionon 
für die d- und die p- Kurve unter 1. liefert die Auffassung dieser 
Kurven als tafelparallele Schnitte einer windschiefen Fläche 4. Grades, 
die wie folgt zustande kommt. 

Es sei o, in der Tafel gelegen, die Spitze eines Rotationskegels (A') 
mit tafelnorraaler Achse; 6 und 77 seien beziehungsweise die ortho- 
gonalen Projektionen auf die Zeichenebene zweier Parallelkreise (6), 
(77) von (AT), so daß oex die Projektion einer Mantellinie von (Ä') 
darstellt. In a endlich treffe die Zeichenebene eine zu ihr normale 
Gerade (31). Stellen wir uns nun vor, die a sei die Projektion einer 
Tangente (a) des Kegels (AT) und zwar jener, die den Parallelkreis (6) 
im Punkte (c), dessen Projektion der Punkt c ist, trifft, so bemerken 
wir, daß die (a) die (3t) in einem Punkte (o) schneidet, dessen Pro- 
jektion a ist. Der Ort der Geraden (a) ist ersichtlich eine windschiefe 
— « 

1) Vgl. etwa Rohn-Papperitz , Darstellende Geometrie, 2. Bd., S. 1441V., 
wo eine Übersicht über die verschiedenen Gestalten gegeben wird, welche diet-e 
Kurve annehmen kann. 
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Fläche (F) vom 4. Grade, deren Tafelspur durch die rf- Kurve dar 
gestellt wird, während die p- Kurve die Projektion ihrer Schnittkurve 
mit der Ebene des Kreises (77) bedeutet. 

3. Die Doppelkurve 3. Ordnung der (F) zerfällt in die Gerade (91; 
und in eine Ellipse (33), deren Projektion der über ao als Durchmesser 




beschriebene Kreis $ ist. Daß (21) eine Doppellinie der (F) vorstellt, 
sieht man unmittelbar ein, denn die tafelnormale Ebene durch ao ist 
ja eine Symmetrieebene von (F). 

Bemerkt man, daß in der tafelprojizierenden Ebene durch (q) noch 
eine zweite Erzeugende (a*) der (F) enthalten ist, deren Schnitt- 
punkte (c*) und (d*) mit ((S) beziehungsweise mit der Tafel leicht 
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angegeben werden können [denn es ist offenbar c* der zweite Schnitt- 
punkt von 6 und a, während d* so liegt, daß cd* und c*d gleich, aber 
entgegengesetzt gerichtet sind], so findet man die Projektion b des 
Schnittpunktes b* — (a) x (a*), welcher der Doppelkurve (93) angehört, 
als Mitte von cc* oder also als Fußpunkt des Lotes aus o auf q. 

Der Ort von b ist mithin der über ao als Durchmesser beschriebene 
Kreis. Bedenken wir jetzt, daß die o(b) in der Tangentialebene des 
Kegels (K) längs o(c) liegt, so stellt uns ß — der Schnitt der Tan- 
gente an 6 in c mit der ob — die Projektion des Spurpunktes (ß) der 
o(b) mit der Ebene des Parallelkreises (G) dar. Der Ort von ß ist 
aber die Polare von a für (S, somit ist (23) eine ebene Kurve und zwar 
ist die zu ao normale Gerade ö durch o die Tafelapur der Ellipse (23). 

4. Wir sind nunmehr in der Lage für irgend einen Punkt der (tt) 
die Tangentialebene der (F) anzugeben, denn wir kennen die Tan- 
gentialebenen in den drei Punkten («), (ft), (c). Nennen wir a, b, c 
die Tafelspuren dieser Tangentialebenen, so ist a identisch mit der 
gleichbezeichneten Projektion der (a), und c ist die Tafelspur der Be 
rührungsebene an (K) längs o(c). Die b ist die Gerade dd, wo d den 
Schnittpunkt von 6 mit der Tangente an den Kreis 23 im Punkte b 
bedeutet. Dieser Punkt ist die Mitte der Strecke, die von o und dem 
Punkte a x ö begrenzt wird. Um für einen vierten Punkt (p) der (a) 
die Tafelspur p der Tangentialebene verzeichnen zu können, berück- 
sichtigen wir die bekannte Beziehung, daß das Doppelverhältnis 
((Vi) (b) (c) (p)) gleich ist dem Doppelverhältnisse der vier Tangential- 
ebenen in («), (&), (c), (j>), welches aber denselben Wert hat wie das 
Doppelverhältnis (obcp) der vier Tafelspuren jener Ebenen. Da die 
Projektionen a, b, c, p ein Doppelverhältnis besitzen, welches dem 
Doppelverhältnisse der vier Punkte im Räume gleichkommt, so haben 
wir mithin p so zu bestimmen, daß (abcp) = (abcp) ist. Man sieht 
leicht ein, daß die p eine Parallele der Tangente in p an die Projektion 
des tafelparallelen ebenen Schnittes der (F) durch (ji) darstellt, so daß 
jede Ermittelung von p zugleich das Problem der Tangentenkonstruktion 
der p- Kurve löst. 

5. Wir wenden die Ausführung des vorigen Artikels zunächst an, 
um die Tafelspur b der Tangentialebene im Tafelspurpunkte d der (a) 
zu konstruieren. Die b ist offenbar zugleich Tangente im Punkte d 
der rf-Kurve. Wir können unmittelbar den Schnittpunkt rf t der b mit 
irgend einer Geraden Qj der Zeichenebene ermitteln. Nennen wir a lf 
b lt c, die Schnittpunkte der g, mit beziehungsweise q, b, C, so ist 
(abcd) = (flAqrfO, und es gibt also der Punkt x Y =- bc x x cb lt mit a 
verbunden, die Direktionsachse J der beiden projektiven Punktreihen 
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(abcd . . .) und (a l b 1 c i d i . . .), so daß d x etwa erhalten werden 
indem wir den Schnittpunkt von J mit c,rf verbinden mit c und die 
Verbindungslinie mit der g, in d x zum Schnitte bringen. In der Figur 
erscheint die g, als die Parallele zu b durch den Schnittpunkt q x 6 r 
der also den Punkt a l darstellt, angenommen. Der Punkt b, liegt un- 
endlich fern und c, = c x g, liegt im Endlichen. 

Es läßt sich leicht zeigen, daß in diesem Falle J = ax l parallel 
zu c läuft. Wegen (ob)* — bc ■ bd = ba ba l besteht die Proportion 

bn \ ö M j . j a c fta, _ bc t daher ist bCl = btt r 

bc ba ' bc bx, 6x, ha r 

woraus unmittelbar unsere Behauptung J — «Xj parallel zu c x d oder c 
folgt. Da die cx x offenbar die Strecke «,s (s Schnittpunkt von ö mit 

der Tangente an 6 in r halbiert, so ist d l s = 2cs. 1 ) Verbinden wir 
p mit d x und den Schnittpunkt //, der A und der pd x mit rf, so trifft 
diese Verbindungslinie die g, in p Xf und rf/>, stellt die Tafelspur der 
Tangentialebene in (p) der (F) vor, d. h. die Parallele zu p x d durch 
p liefert die Tangente der p- Kurve im Punkte p. 

6. Von der Ermittelung des Punktes d x unabhängige Konstruktionen 
für die Tangente in p ergeben sich natürlich ebenfalls sehr leicht. 
Ziehen wir durch p die Parallelen a', b', c' zu bezw. a, b, c (a'^a); 
so ist, wenn p' die Tangente in p bedeutet: (a'b'c'p') = (abcp). 
Nennen wir a' t b' f c', p' die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden & 
mit den Strahlen q', b', c', p', so ist auch (a'b'c'p') — (abcp), und die 
Verbindungslinie von a mit dem Schnittpunkte bc' x cb' ist die 
Direktionsachse der beiden projektiven Reihen (a'b'c'p') und (abcp) r 
so daß p' erhalten werden kann als Schnitt von 6 mit der Verbindungs- 
linie der Punkte c und J' x c' oder b und ^/' x b'. 

Ziehen wir speziell durch a eine Gerade g", so schneidet diese 
den Büschel (a'b'c'p') in einer Punktreihe (a"b"c"p"), welche mit der 
Reihe (abcp) perspektiv liegt, und es ist daher der Schnittpunkt von 
bb" und cc" das Perspektivitätszentrum <?", welches offenbar der p' 
angehört. In der Figur ist g" mit J identisch angenommen. 

Prag, 24. Juli 1004. 



1) Vgl. Wiener, Darstellende Geometrie, 2. Bd., S. 603. 
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La spirale de Pappus; 

Par M. Gino Loria ä Genes. 

1. Un celebre geometre grec, Pappus d'Alexandrie, a remarque 1 ! 
que, corame on fait naltre dans le plan une spirale par la trace dun 
point qui se meut avec une vitesse constante sur une droite tournant 
autour d'un de ses pointa avec une vitesse egalement constante, on 
peut engendrer sur une sphere une spirale d'une maniere semblable. 
Imaginons, en efFet, qu'un grand cercle de la sphere (dont nous 
appellerons 0 le centre et R le rayon) tourne uniformement autour 
dun de ses diametres (Yaxe de la figure) en partant d'une certaine Po- 
sition initiale; supposons encore qu'un point P parte d'une des ex- 
tremites A de 1 axe et parcoure la peripherie de ce cercle avec un 
mouvement egalement uniforme et tel que, lorsque le plan du cercle a 
fait un tour complet, le point P ait decrit un quadrant*) Par le con- 
cours de ce double mouvement le point P tracera sur la sphere une 
courbe, qui est l'analogue de la spirale d'Archimede, et qu'on peut bien 
appeler (ce que nous ferons) «spirale de Pappus». 

Pour la representer analytiquement nous nous servirons d'un- 
Systeme de coordonnees polaires sur la sphere: ä savoir l'arc o du grand 
cercle compris entre le point considere et le point A et l'augle a que 
l'arc AP fait avec la position initiale du grand cercle mobile. Alors 
les conditions imposees au mouvement donnent tout de suite la relation 

(1) « - 4 P . 

qui est precisement l'equation polaire de la courbe dont il s'agit. 

A Tai de de cette equation il est aise 8 ) d'etablir une propriete me- 
trique dont jouit la courbe de Pappus et qui n'a pas echappe a ce 
geometre. En effet, la differentielle dS de l'aire balayee par l'arc AP 
lorsque le point P decrit la courbe, s'exprime par la formule 

dS = J2Vcd(1-cos(») 

1) CoUectiones mathematicat (ed. HultBch), p. 264. 

8) Cette deruiere conditiou peut bien etre supprimee saas qu'il en resulte 
la pexte d'un bon nombre des proprietea de la courbe en question; en l'ötant 
on voit naitre toute une clasae de courbe«, quelques -une« algebriques, dautre« 
txanscendante«. 

3) Comp, mon ouvrage Le xcienzt esatte mW antica Grecia. Libro H: // 
periodo argenteo della gcometria greca, p. 12. 
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on bien, ä cause de l'lquation (1), 

rfS-4JP<f?(l-00Bf)j 

en integrant depuis p = 0 jusqu'ä p — v , on trouve: 



S-4JP(,-8inp):-4JP(;-l). 



Mais la surface 25 de la demi-sphere est - 2* TP, par consequent 



egalite qui exprime la propriete citee. 

2. Pour parvenir a une representation des coordonnees de la 
spirale de Pappus en fonction d'un parametre, nous choisirons un 
Systeme d'axes cartesiens orthogonaux, ayant Taxe des z parallele ä 
Faxe de la figure. Alois, si a, b, c sont les coordonnees du centre O 
de la sphere et x, y, z Celles du point P, on aura 

x — a + Ii sin p • cosw, y = b -f T? sin p • sin ©, ,er «= c + .R cos p, 
c'est-ä-dire, a cause de l'equation (1), 

(2) x*- a-f 7? sin p- cos 4p, y = 6 + Äsin p • sin 4p, * = c + Tico8p, 
ou bien 



Or si Ton pose t = tg-*, ces equations se transforment en d'autres qui 

donnent a\ y, z comme fonctions rationnelles entieres de degres ^ 10 
de la variable t. Cela prouve que (tandis que la spirale d'Archimede 
est une courbe transcendente): 

La spirale de Pappus est une courbe rationnelle du dixiime ordre. 1 ) 

1) Tout le monde sait que les anciens ont connu une courbe gauche du 
quatrieme ordre: cest celle dont s'est servi ArchytaB pour re*soudre le probleme 
de Dllos. Mais, si je ne me trompe, personne jusqu' a präsent n'avait fait la 
remarque qu'ils en ont conside>e une d'un dcgriS ausai eleve" que la spirale de 
Pappus; M. Gomes Teixeira, qui a applique a cette courbe les methodes et 
les theories de Tanalyse infinitesimale (voyez son Tratados de las carvas especiales 
notables; Madrid 1906, p. 521— 524 ), n a pas remarque, au moins explicitement, 
qu'il s'agissait d'une courbe alge'brique. 



S 




(3) 



« — <* + -=- (sin 5p — sin 3p) 

y = b + -y (cos 3p - cos 5p) 
z — c -f R cos p . 
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II est en general plus avantageux de conserver g conime variable 
independante et par suite les Equations (2) ou (3) comme equations de 
la courbe. 

3. De ces equations on üre 

^ = tg4p, x-a +1^1' = R'sin*Q- 
si donc on pose 

;z*-tg». -«•+,-»*-«, 

ou aura 

<p = 4q, u = R sinp 

d'oü, par 1 Elimination de q, 

(4) U -R.in-}; 

c'est l'equation, en coordonnees polaires u, <p de la projection ortho- 
gonale sur le plan xy, de la spirale de Pappus; or l'equation (4) re- 
presente une rosace, 1 ) donc: 

La protection orthogonale de la spirale de Pappus sur un plan 
normal ä Vaxe est une rosace (du dixieme ordre). 

On parvient a deux autres courbes du rueme ordre , inais qui 
n'appartiennent, a ce que je crois, ä aucune o lasse connue, en projetant 
la spirale de Pappus (sur le plan xz, c'est-ä-dire) sur un plan parallele 
ä la position initiale du cercle mobile ou bien (sur le plan yz, c'est- 
ä-dire) sur un plan parallele ä laxe de la figure et normal ä cette 
position initiale. 

Si au contraire on projette la courbe du centre 0 (a, b, c) de la 
sphere donnee sur le plan xy, on parvient ä la courbe ajant les equa- 
tions suivantes: 

K a — c (" n 5g — si n Sg) , c (coa 3 g — cos 5p) 

X SCOSp » 2C08 P 

Or ces equations donnent 

x^' + y-b* - (c tg p)», - tg 4q , 

et si Ton introduit derechef les variables u, <p definies ci-dessus, on 
arrive a l'equation polaire de la projection: 

(5) u = ctg|-. 

1) Comp. Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven (Leipzig 1902, 
B. G. Teubner i, p. 297 et suiv. 
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Or cettc equation represente un DOead 1 ); donc: 

La projectiun de la spirale de Pappus faite du centre de la sphere 
oü eile est tracee sur un plan normal a Taxe est un nmtd (du dixihne ordre). 

4. On peut representer graphiquement d'une maniere cominode 
la spirale de Pappus en ayant recoure ä la niethode de Monge et en 
choisissant les plans horizontal et vertical de projection paralleles resp. 
aux plans xy et xz de la representation analvtique. Marquons (voyez la 
figure) les points 0^(0', 0") et A = (A', A") avec les conditions que 
A' co'incide avec 0' et que 0' (= A'), 0", A" se trouvent sur la meme 
ordontu'e (cest-ä-dire sur la meme perpendiculaire ä la ligne de terre). 
Alors tous les points reels de la sphere donnee se projetteront hori- 
zontalement (verticalement) ä l'interieur du cercle r t (ou r t ) de centre O' 
(ou O") et rayon R. Soit B = {B' t B") la position ä laquelle arrive 
le point generateur de la courbe lorsque le grand cercle considere 
a fait un tour complet autour de Taxe de la figure. Divisons le 
quadrant A"B" en un certain nombre n (p. ex. 8) de parties egales et 
Saisons subir la meme division au cercle T,; numerotons les points de 
division de maniere que la numeration procede sur le quadrant de A" 
vers B" et sur T x depuis B' dans le sens de la rotation du grand 
cercle generateur; soient Xet P' deux points de divisions homologues etP" 
le point oü 0" B" est coupee par lordounee de P. La corde NUN 
du cercle T, sera la projection verticale dun petit cercle de la sphere 
sur lequel tombe le point de la spirale de Pappus relatif au quadrant A P. 
Or celui-ci se projette verticalement dans le quadrant elliptique dont 0"A" 
et 0"P" sont les demi-axes; par consequent M" n'est que le point oü 
ce quadrant elliptique est coupe par la droite NH. Mais ce quadrant 
et le quadrant circulaire A 'B" sont des figures correspondantes dans 
une affinite* dont 0"A" est l axe et B", P" un couple de points homo- 
logues; donc M" est le point qui correspond dans cette affinite au 
point N. Pour le construire il suffit evidemment de d^terminer le 
point K oü se coupent les droites B 'Net 0"A" et d'unir ce point a P"; 
cette droite coupera NA" au point M" cherche. L'ordonnee du point M" 
rencontre le rayon O'P' au point M'. En repetant cette construction 
sur les n points N on parvient a n points M = (3/', M ") de l'arc A B 
de la spirale; variant n on parviendra a autant de points que Ton 
voudra de cet arc. La courbe complete est formee par quatre arcs 
pareils. 

Menons la droite OM et determinons sa trace horizontale M x ; le 
lieu des points M x est le «nceud» (comp. n°. 3), projection de la courbe 

l) Ouvr. cite dans la note pröc, p 184. 
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z: 




faite du point 0 sur un plan ä Taxe de la figure; et si Ton considere 
le point M com nie place sur la correspondante generatrice du cylindre 

Arn, iv der Mathematik und Pbytik. 1U. Reihe. XIL 4 
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qui projette la courbe sur le premier plan, M pourra 1 ) se representer, 
par la methode de la projection centrale, par la notation M={M X ; M', 0'). 

ö. Nona allons nous proposer la recherche d'un procede pour 
construire les deax projections de la tangente dans im point quel- 
conque M de la spirale. Remarquons avant tout que les equations de 
la tangente a la spirale sont 

X-x Y—y z-Z 



(6) 



\{b cosöf — 8 co«8p- 4(ösin 6p — 3tin3p) — sin q 



oü X, Y f Z sont les coordonnees d un point quelconque de cette droite, 
tandis que les coordonnees x, y, z du point de contact sont donnees 
par les relations (2) ou (3). 

Remarquons ensuite que la projection de la tangente est la tan- 
gente de la projection; donc la projection horizontale de la tangente 
en M a la spirale est la tangente en M' ä la courbe (4). Or de cette 
equation on tire 

valeur de la sous-normale polaire; cette valeur prouve que si Ton mene 
le segment O'C tel que l'angle M'OC soit egal ä y dans le sens positif 

du mouvement et que M'C = R, et si Ton marque le point D tel que 

O'D — \ O'C, la droite DM' sera la normale en M ' de la projection 
horizontale; la tangente sera donc la perpendiculaire de M' ä DM'. 

Quant ä la projection verticale, on en connait deja un point (3f"); 
il suffira donc den trourer un autre; il est bon de prendre comme 
point auxiliaire celui, T, oü la tangente dont il s'agit perce le plan 
horizontal qui passe par le centre 0 de la sphere donnee. Les co- 
ordonnees de T se de'duisent des equations (6) en y faisant Z — 
les relations qui en resultent donnent: 



MT' % = X- x + r-y' = 7? a cot , p(co8 , (>+ 16 sin» p). 

Or pour construire cette valeur on peut s'y prendre de la maniere 
suivante. Prolongeons la droite HM " jusqu'au point I de maniere qu'on 

ait HI=4HN. Comme l'angle A'O'X est egal a p et 0"H = K cos q, 

J7/ = 4jRsinp, on aura 

O' I - R ]/cos 8 p + 16 sin'p ; 

1) Voir pour cette notation mes Vorlesungen über darstellende Geometrie, 
I. Bd. Leipzig 1907), p. 98. 
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construisons ä present le triangle 0"IJ rectangle en 0" et dont l'angle 
aigu 0"IJ soit egal a p; il viendra 

Wj - (Fl cot p = R cot p Vcos" p + 16sin» p - Jlf T'. 

Si donc oii porte ä partir du poLnt M' sur la direction positive 
de la tangente t' le segment M' T = 0"J, l'ordonnee qui passe par T' 
conpera en T" la droite 0"B ". M"T" sera la projection cherchee 
verticale (". 

6. On peut remarqaer que, lorsque le point M decrit la spirale, 
le point T determine sur le plan horizontal la courbe dont les equations 
sont (comme il est facile de voir) 

X = a — B - n ^ (cos 2p — cos 4p — cos 6p), 
Y — b — (sin 2p — sin 4p — sin 6p) . 

Cette courbe est la projection horizontale de la section de la 
dereloppable osculatrice de la spirale de Pappus sur le plan horizontal 
mene par 0; il s'ensuit que la tangente u' en T' ä cette courbe est 
la projection horizontale de la trace sur ce plan du plan osculateur 
en M ä la spirale; u" tombe evidemment sur 0"B". Or les droites 
t = (t' t t") et u = («', m") suffisent evidemment pour determiner le plan 
osculateur en M (point quelconque) de la spirale. Rien ne prouve, 
cependant, qu'on ne puisse pas trouver pour ce plan une construction 
plus simple; nous engageons les lecteurs a la chercher. 

Genes, 30 octobre 1906. 



Streuströme in der Rückleitung elektrischer Bahnen. • 

Von Carl Michalke in Charlottenburg. 

1. Elektrisch betriebenen Straßenbahnwagen wird am einfachsten 
und wirtschaftlichsten die erforderliche Energie zugeführt, wenn die 
Schienen zur Fortleitung des elektrischen Stromes benutzt werden. In 
der Regel wird der oberirdisch geführte Fahrdraht mit dem positiven, 
«las Gleis mit dem negativen Pol der Gleichstrommasehine verbunden. 
Die Verwendung der Schienen für die Rückleitung des Stromes gibt 
jedoch zu verschiedenen Störungen Veranlassung. Hauptsächlich stören 
die aus den Schienen in den Erdboden entweichenden Streuströme, die 
sogenannten vagabundierenden Ströme. Es ist nämlich im allgemeinen 
nicht möglich, die Schienen vollkommen von dem umgebenden Erd- 

4* 
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hoden zu isolieren. Die gut leitenden Schienen befinden sich in einem 
weniger gut leitenden nach einzelnen Richtungen hin unendlich aus- 
gedehnten Medium, in dem sich noch andere elektrisch gut leitende 
Körper, wie z. B. Gas- und Wasserrohre befinden. Durch das Abirren 
der Ströme aus den Gleisen in den Erdboden werden die Schienen 
zum Teil entlastet, der Spannungsverlust wird vermindert. 

Die aus den Gleisen entweichenden Streuströme durchdringen teil- 
weise auch die in dem Erdboden vorhandenen metallischen Leiter. Da 
der feuchte Erdboden im wesentlichen elektrolytisch leitet, so bringt 
der Strom an den Stellen, an denen er aus den Leitern, etwa den Gas- 
und Wasserrohren, austritt, chemische Zersetzungen hervor, durch die 
die Lebensdauer der Rohre vermindert wird. 

Die Streuströme in der Erde verändern auch die örtlichen Werte 
des Erdmagnetismus der Größe und Richtung nach, können daher 
physikalische Meßgeräte auf weite Entfernung hin stören. Die Streu- 
ströme können in Telephon-, Telegraphen- und Signalanlagen eindringen, 
wenn bei diesen die Erde zur Rückleitung benutzt wird, und können 
auch in diesen Störungen verursachen. 

Während alle diese letzteren Störungen der unmittelbaren Beobach- 
tung unterliegen, können Rohranfressungen ganz unbemerkt vor sieh 
gehen, sodaß größere Schäden erst nach einer längeren Reihe von 
Jahren bemerkt werden. Dies und der hohe Wert der ausgedehnten, 
gemeinnützigen Zwecken dienenden Rohrleitungen gab Veranlassung, 
daß sich die Techniker aller Länder auf das eingehendste mit den 
Fragen des Schutzes der Rohre gegen die Streuströme beschäftigten. 
Diese Fragen sind nach vielen Richtungen hin durch Rechnung und 
Beobachtungen verfolgt worden. Rein experimentelle Untersuchungen 
lassen meist bei der Schwierigkeit der Materie nur örtlich gültige 
Schlußfolgerungen zu. Bei der mathematischen Behandlung muß man 
sich mit Näherungswerten begnügen, da der stete Wechsel der Boden- 
beschafifenheit, die veränderliche Lage und Verschiedenartigkeit der im 
Erdboden befindlichen Metallmassen, die Begrenzung des Bodens durch 
Mauerwerk und dergl., der Grundwasserstand usw. die Verhältnisse 
örtlich und zeitlich ändern. Diese Diskontinuität in der Leitfähigkeit 
des Bodens beeinflußt stark den Verlauf der Streuströme in der Erde, 
sodaß sich genaue Funktionswerte nicht aufstellen lassen. Es muß 
jedoch die Rechnung der Beobachtung zu Hilfe kommen, wenn Regeln 
aufgestellt werden sollen, um schon beim Bau einer Bahn auf die Ge- 
fährdung der Rohrleitungen Rücksicht nehmen, den voraussichtlichen 
Verlauf der Streuströme in der Nähe der Rohrleitungen bestimmen 
und die zweckdienlichsten Schutzmaßnahmen treffen zu können. 
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Den Verlauf der Erdströme in größerer Entfernung, sowohl seit- 
lich von den Gleisen als auch in größerer Tiefe zu verfolgen, hat viele 
Vorteile; für die Frage der Gefährdung der Kohrleitungen kommt aber 
im wesentlichen Richtung und Dichte des Stromes in der Erde in 
Betracht, der von den Rohren zu den Gleisen verläuft. 

2. Gewöhnlich ist der positive Pol der Gleichstrommaschine mit der 
Oberleitung der elektrischen Bahn, dem Fuhrdraht, verbunden, während 
die Schienen an einem oder mehreren Punkten (Schienenspeisepunkten) 
mit dem negativen Pol der stromerzeugenden Maschine verbunden sind. 
Die Schienen bilden also die Rückleitung des Stromes. Die aus den 
Schienengleisen in den Erdboden austretenden Streuströme verbleiben 
zum Teil in der Erde, um an geeigneten Stellen wieder zu den Gleisen 
zurückzukehren, ein Teil, und dieser interessiert besonders, dringt in 

I 



nun ihm t i i i i iiiii 

Fig. t 

die Rohrleitungen ein. Parallel zu den Gleisen besteht also noch der 
Strom weg: Erde, Rohrleitung, Erde. Es sei im folgenden zunächst 
angenommen, daß der Strom im wesentlichen von den Gleisen nach 
Rohrleitungen fließe (Fig. 1), wie dies von Haber 1 ) bei nicht zu 
großer Rohrentfernung beobachtet wurde. 

Der von der Oberleitung durch die Wagenmotoren den Gleisen 
zufließende Strom sei vom Endpunkt der Strecke aus gerechnet I (ar). 
Der Wert hängt von der Entfernung und der Belastung der Wagen 
ab. Sind die Wagen in geringen Abständen gleichmäßig über die 
(un verzweigte) Strecke verteilt, so kann man setzen 

m - J i'. 

wenn x die Entfernung vom Endpunkt, L die Länge der ganzen Strecke 
(gewöhnlich freitragende Strecke genannt) und J 0 der gesamte Maschineu- 
etrom ist. 

1) Zeitschi, für Elektrochemie 1«J06, 12, 49. 
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Der Strom J in den Gleisen ist gleich dem zugeführten I ver- 
mindert um den in die Erde entwichenen Betrag i 

/-*/(*) — £ 

Ist der Widerstand des Gleises für die Streckeneinheit W tt so ist 
er für die Strecke dx gleich \Y t dx. Entsprechend sei der Rohrwider- 
stand für die Streckeneinheit W r , also für die Strecke dx gleich W r dx. 
Ist V t das Potential an einem Gleispunkt, V r das entsprechende am 
Rohr, so ist 

- d F, = J W,dx, -dV r = i W r dx. 

Ist w der Übergangswiderstand für die Längeneinheit vom Gleis nach 
dem Rohr, so ist der auf der Strecke dx übertretende Strom 



Daraus folgt 

Nun ist: 
folglich : 



d*J d*I(z) _ d>i 
dx>~ dx' "rfx" 



~ ' < W, + W a ) + l(x) W r - 2«fS = 0. 
Unter der Annahme, daß die Strecke gleichmäßig belastet ist (l(x) — jfj, 
wird -Jgr — 0, demnach 

Die Auflösung der Differentialgleichung ergibt, wenn a* «= ~ — 
gesetzt wird, 

Die Konstanten sind aus den Grenzwerten zu bestimmen. Es ist 

J = 0 für x - 0, 
<7 - t/o für a — L, 

demnach 

4+4-0, /, - -^fw t + q«*- + C f e-*- 



Dies ergibt 



4 ~ /T,r . w \tA.u ^Lä\ > C i = ~~ 
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demnach erhält man für den Gleisstrom: 

(1) J= J * w r* J.W .j f-t-** ) 

■ L(W r +w) (WV+1Tj(«*--e-*") 

unter der Voraussetzung, daß den Gleisen gleichmäßig Strom zugeführt 

wird (l(x) — -JrV Werden andere Voraussetzungen für I(x) gemacht, 

so ändert sich die Differentialgleichung. Befindet sich z. B. nur ein 
Wagen am Ende der Strecke, so ist I(x) =— J e — const. 

Der Streustrom i ergibt sich aus i =- / — J =- * x — J: 

FQr die praktischen Bedürfnisse geeigneter sind einfachere Gleichungen 
in Annäherung. Wenn man Zähler und Nenner des Exponential- 
ausdrucks von Gleichnng (2) in Reihen entwickelt, erhält man den 
Näherungswert 

Der Höchstwert von j wird erreicht für x = ^ 
Für diesen Wert wird 

(m : 0,385 / 0 i»jr. 

Am Anfang und am Ende der freitragenden Strecke ist der Streu- 
strom Null. 

Nun war d Jj -= — J W t oder 

Der Spannungsverlust längs der ganzen freitragenden Strecke L des 
Gleises ist 

W ' Tr r + W,L 2 + « e AB -*-*« J 

oder angenähert: 

W £ ' 2~-6r + LMT- + -|f V » 

für «• =- oo, d. h. wenn durch Isolierung der Schienen die Entwicke- 
lung von Streuströmen verhindert ist, wird E' t — 
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Wird der Wert für E t (Gleichung (3*)) in Gleichung (2 b) eingesetzt, 
so erhält man als Höchstwert für den Erdstrom 

(a \ 0,76 7./-;, 

Der Höchstwert des Erdstroms hängt demnach von dem Produkt <fer 
Länge L der freitragenden Strecke und der Spannung auf dieser 
Strecke ab. 

Durch das Entweichen von Strom aus den Gleisen wird das 
Spannungsgefälle in den Gleisen vermindert. Der Spannungsverlutt 
vermindert sich bei gleichmäßiger Schienenbelastung um 

J 1 1 W* 

JE " E * ~ E >= 12 * + Zv , w r + ' 

Obwohl die Verminderung der Spannung in den Gleisen durch 
Verminderung des Gleiswiderstandes (starkes Schienenprofil, gute Stoß- 
verbindung, geringe Belastung mit Strom) die Entwickelung von Erd- 
strömen vermindert, gibt geringer Spannungsverlust in den Gleisen 
noch nicht Sicherheit gegen großes Stromentweichen, da E t auch bei 
kleinem w und kleinem W r klein wird. 

d V 

Die Spannung im Rohr längs der Gleise ist (/x r = — iW r dx, woraus 

Die Spannung im Rohr auf der ganzen Strecke L ist demnach: 

I £\ F isEi 5i ( L _ e tg + e" Au - l\ 

angenähert: 

W E r - 12 <r + 2 L ,- (W -+ W) = 4*"w t 

Die höchste Spannung in den Rohren ist proportional der in den 
Gleisen. Es ist: 

E ' - 1 

T W r L* 

Das Spannungsgefälle nähert sich demnach umsomehr dem der Gleise, 
je größer der Rohrwiderstand W r , je länger die freitragende Strecke L 
und je kleiner der Übergangswiderstand W ist. 

Ist der Erdboden bei zu großer Entfernung von den Gleisen gleich- 
leitend, befinden sieh also keine Rohrleitungen in der Nähe, so 
verzweigen sich die Ströme gesetzmäßig. Die Äquipotentialflächen für 
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einen solchen Fall zu bestimmen und so die Spannung zwischen Gleis 
und den einzelnen Punkten der Erde zu finden, hat meist nur theo- 
retisches Interesse, da hierbei die Erdströme nur an den Oleisen selbst 
Korrosionen veranlassen. Sind parallel zu den Gleisen in nicht zu 
weitem Abstände Rohrleitungen verlegt, so ist die Spannung zwischen 
Gleis und Rohr: 



Es treten die Höchstwerte für die Spannuugen zwischen Gleis und 
Rohr und demnach auch für Strömung zwischen Gleis und Rohr am 
Schienenspeisepunkt (x = L) und dem Endpunkt der freitragenden 
Strecke (x = 0) auf. Der Strom in den Rohren selbst ist an diesen 
Stellen Null. Sind mehrere Schienenspeisepunkte vorhanden, setzt 
sich also die Gleisstrecke zwischen zwei Speisepunkten aus zwei frei- 
tragenden Strecken zusammen, so wechselt an den Enden der frei- 
tragenden Strecke der Strom in den Rohren die Richtung. N 

In der Entfernung ^= vom Endpunkt der freien Strecke ist bei 

den Voraussetzungen, unter denen die Rechnung durchgeführt wurde, 
die Spannung zwischen Gleis und Rohr Null (neutraler Bereich); es 
findet demnach keine Strömung zwischen Gleis und Rohr statt, während 
der Rohrstrom (Gleichung 2 a) seinen Höchstwert erreicht. Ist der 
Fahrdraht mit dem positiven Pol des Generators verbunden, so ist 
nach dem Endpunkt der freitragenden Strecke hin der Erdstrom von 
den Gleisen nach dem Rohr gerichtet. Infolge der Wasserstoff- 
polarisation wird das Rohr geschützt (Schutzbereich), während nach 
dem Speisepunkt hin die Strom rieh tung umgekehrt ist. Im letzteren 
Bereich ( Gefahrbereich) werden die Rohre korrodiert, falls sich das 
Eisen nicht passiv (unangreifbar) verhält, was jedoch im Erdboden fast 
nie der Fall ist. 

Auch im Schutzbereich sind Korrosionen nicht völlig ausgeschlossen. 
Sind z. B. Rohrleitungen von verschiedenem Widerstande in ver- 
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e = 




oder angenähert: 




(z. B. auf eine Länge von 1 m) austretende Strom 

ii « 5 w ' ji,*- sx*) 
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schiedener Entfernung vom Gleise vorhanden oder Rohrleitungen und 
etwa nahezu widerstandslose Grundwasserleitung von großem Quer- 
schnitt, so sind, wenn die Übergangswiderstände w' und ir", die Leitungs- 
widerstände W r und W' r ' sind, die Spannungen zwischen Gleis und den 
Rohrleitungen (unter Vernachlässigung der Verschiebungen, die durch 
den Stromausgleich auftreten) angenähert: 

' a J » 55 ( Z.'-Sxy » = /, W t (L'-3x*)w" 

" L "*w t '+L t (w; + W,)' P ~ L ' 6w" + L*(W? + W,)' • 

Die zwischen den Rohrleitungen auftretende Spannung ist 

e'-e"-C(tf-3*»). 

C enthält die Schienen- und Rohrwiderstände, Übergangs widerstände 
und Länge der freitragenden Strecke. Im Schutzbezirk z. B. würden 
Ströme von den Gleisen zu den Rohrleitungen, außerdem Ströme von 

Rohrleitungen mit größerem ^ r ^ W * zu solchen mit kleinerem ™ r ~^~ IL » 

verlaufen. In den Straßen ist der Rohrwiderstand wegen des wechselnden 
Querschnitts und der vielen Abzweigungen nicht auf größere Länge 
konstant, weshalb eine genaue Berechnung schwierig, wenn nicht un- 
möglich ist. Würden die Widerstandswerte konstant sein, so würde 

im neutralen Bereich ^für oc — y^j keine Spannung zwischen den ein- 
zelnen Rohrleitungen bestehen. 

Verlaufen parallel zum Gleise mehrere Rohrleitungen voneinander 
isoliert oder metallisch verbunden, so ist in den entwickelten Gleichungen 

für die Leitfähigkeit des Rohrs ^7 die gesamte Leitfähigkeit ^\ ~r > 

für den Übergangs widerstand tc alsdann ein mittlerer Wert zu setzen. 
Für W r = 0 wäre dann der Höchstwert für die aus den Gleisen aus- 
tretenden Streuströme gegeben, in dem auch etwa durch Grundwasser- 
leitung abgefangene Erdströme enthalten sind. 

Da durch die Inhomogenität des Erdbodens und die Unstetig- 
keit der in Betracht kommenden Widerstands werte die Rechnungs- 
ergebnisse beeinflußt werden, so sind durch Rechnung allein voll- 
kommen zuverlässige Zahlen nicht zu gewinnen. Es unterstützen aber 
die entwickelten Gleichungen wesentlich die Beurteilung über die 
Größe und den Verlauf der Streuströme und geben wertvolle Anhalts- 
punkte für die Untersuchungen und die zu ergreifenden Schutzmaß- 



3. Der Messung unmittelbar zugänglich sind unter Anwendung 
geeigneter Maßnahmen die Spannungen zwischen Gleisen und Rohren, 
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zwischen verschiedenen Kohrleitungen, ferner die Spannungen längs 
der Gleise und der Rohre. Der Strom in einer unverzweigten Rohr- 
leitung kann aus Spannungsmessungen bestimmt werden, wenn der 
Widerstand der Rohre bekannt ist. 

Der Rohrwiderstand kann am vorteilhaftesten nach Betriebsschluß 
gemessen werden. Voraussetzung ist hierbei, daß längs der Meßstrecke 
keine wesentliche Stromentweichung nach der Erde stattfindet. Er- 
forderlich ist eine Starkstromquelie, die entsprechend Fig. 2 an die 
Rohrleitung an den Stellen A und B resp. A und C angeschlossen wird. 1 ) 
Der Strom J verzweigt sich in dem Rohrleitungsnetz. Ein Teil J 
fließt direkt zwischen den Anschlußpunkten, den aus den Gleisen in 
die Rohre gelangten Streustrom verstärkend oder schwächend. Wird 
gleichzeitig die Spannung e l an den Klemmen ab innerhalb AB und 



-0- 



■ßk 



3=i 



der Spannung e an den Klemmen cd gemessen, so ist, wenn e l und e i 
die bei Anschluß m AB gemessenen Spannungen, e[ e' t die Spannungen 
bei Anschluß AC sind, und J der Meßstrom ist: 



Dies sind in Ohm gemessene Widerstände. Der Widerstand pro 
Längeneinheit wird durch Division mit der Meßlänge gefunden. Ist 
der Rohrwiderstand der Meßstrecken bekannt, so kann nach Abschalten 
der Meßbatterie aus den Spannungsmessungen e x oder «, während des 

Betriebes der Rohrstrora i ermittelt werden: i = ^- = ^- Sind in 

den Meßstromkreisen Polarisationsspannungen z. B. in den Rohrmuffen 
vorhanden, so sind diese, falls sie gegenüber den gemessenen Spannungen 
in Betracht kommen, bei der Berechnung zu berücksichtigen. Solche 
Polarisationsspannungen lassen sich nur nach Betriebsschluß ermitteln, 
wenn keine Ströme von den Straßenbahngleisen oder anderen Strom- 
leitungen herrührend die Rohre durchfließen. 



1) Journ. für Gasbelenchtg. u. Wasaerrersorg. 1907, S. 226. 
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Ist in Fig. 3 der Strom J so geregelt, daß e x = 0, also J x =» 0 
wird, so ist J — J r 

Ist das Rohrnetz so ausgedehnt, daß die Stromverteilung im Rohr- 
netz durch das elektrische Abschalten der Strecke AB, auf der der 
Spannungsabfall auf den Wert Null gebracht ist, nicht wesentlich ge- 
ändert wird, wie dies meist zutreffen dürfte, so gibt J den Rohrstrom 
an. Bei dieser Meßanordnung würden nur bei A und B Meßdrähte 
anzuschließen sein; es würden daher die Rohre nur an zwei Stellen 
freizulegen sein, während bei der genaueren Anordnung mit Wider- 
standsbestimmung an drei Stellen die Rohre freigelegt werden müssen. 

Die Spannung in den Gleisen ist am vorteilhaftesten mittels 
Meßdrahte zu messen. Wesentlich ist die Kontrolle der Stoßverbindungen 
an den Stoßstellen der Schienen. Fehlerhafte Stoßverbindungen mit 
großem Widerstand können durch Schienenstoßprüfer ermittelt werden. 



Diese enthalten ein Differentialgalvanometer, das gestattet, den Wider- 
stand der Stoßverbindung mit dem Widerstand eines Schienenstücks zu 
vergleichen. 

Beim Messen der Spannung zwischen Gleis oder Rohr und dem 
Erdboden oder zwischen verschiedenen Stellen in der Erde ist auf die 
Polarisation an den Meßelektroden Rücksicht zu nehmen. Uni Polari- 
sationsfehler zu vermeiden, verwendet Haber 1 ) unpolarisierbare Tast- 
elektroden. Sie bestehen aus einem Glaszylinder, dessen Boden durch 
eine kleine poröse Tonzelle abgeschlossen ist. Das Glasrohr ist mit 
einer Paste von Zinksulfat gefüllt, in die ein Zinkstab mit oben an- 
gelötetem Meßdraht taucht. Die Spannung zwischen Eisen und der 
Tastelektrode, die genau bestimmt ist, wird bei den Messungen be- 
rücksichtigt. 

Die Erdstromdichte, von der die Stärke der Korrosion der Rohre 
abhängt, kann mit dem Haberschen unpolarisierbaren Stromdichte- 
messer ermittelt werden. Dieser besteht aus zwei aufeinander gelegten 
Silberplatten, die in einen Holzrahmen eingespannt werden. Die Platten 



1) Haber u. Goldschmidi Zeitschr. für Elektrochemie 1906, Bd. 12, S. 49. 
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werden auf den Außenseiten mit einer Paste von essigsaurem Silber über- 
strichen, die durch ein Pergamentblatt abgedeckt wird. Hierüber wird 
noch eine Schicht Erde gestrichen. So hergestellte Apparate werden 
an geeigneten Stellen eingegraben. Bietet der Apparat dem Durch- 
gang des Erdstroms den gleichen Widerstand, wie der verdrängte 
Erdboden, vordichtet er also weder durch gesteigerte Leitfähigkeit den 
Erdstrom, noch zerstreut er die Stromlinien durch zu hohen Wider 
stand, so durchdringt den Apparat ein Strom, der dem wirklichen 
Erdstrom entspricht. Aus der Gewichtszunahme der einen Platte durch 
galvanischen Niederschlag, oder der Gewichtsabnahme der anderen 
Platte durch chemische Zersetzung kann die Stromdichte berechnet 
werden. Ein ähnliches Verfahren wie in Fig. 8 für die Ermittelung 




Vig i. 



der Rohrströme verwandt wurde, kann auch für angenäherte Bestimmung 
der Erdstromdichte benutzt werden. Zwei Kupferplatten, isoliert auf- 
einander gelegt, werden in Holzrahmen eingespannt nach Haber scher 
Angabe mit Kupfersulfatpaste bestrichen und durch Pergamentblätter 
abgedeckt, ähnlich wie bei den Stromdichtemessern aus Silberplatten. 
Von den Kupfrrplatten werden Strom- und Spannungsdrähte heraus- 
geführt. Ist die Spannung an den Kupferplatten kompensiert (e — 0), 
so gibt J (Fig. 4) den Erdstrom für die Größe der Kupferplatte 
an, vorausgesetzt, daß die Kupferplatten senkrecht zur Strombahn sich 
befinden. Um den Erdstrom nach Größe und Richtung zu bestimmen, 
würden drei rechtwinklig zueinander stehende Stromdichtemesser an- 
zuordnen sein. 

An der Trennungsfläche zwischen Schienen oder Rohren und dem 
Erdboden kann ein Übergangswiderstand vorhanden sein, wenn die 
Berührung von Eisen und Erdboden nicht genügend innig ist. Je 
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feuchter der Boden ist, um so inniger ist die Berührung, um so ge- 
ringer ist der Übergangswiderstand an der Trennfläche, auch wenn die 
Rohre durch isolierenden Anstrich scheinbar geschützt sind, da die 
Feuchtigkeit in die feineren Risse der Isolierschicht eindringt. Nach 
den Messungen von Haber ist bei feuchtem Boden der Übergangs- 
widerstand an der Berührungsfläche von Rohr und Erdboden gegenüber 
dem Leitungswiderstand der Erde verschwindend klein. 

Der gesamte aus dem Rohr austretende Strom wirkt zersetzend, 
wenn das Eisen aktiv (angriffsfähig) ist und der Erdboden nur elektro- 
lytisch nicht auch gleichzeitig metallisch leitend ist. Mit passivem 
(unangreif barem) Zustand des Eisens im Erdboden dürfte in der Praxis 
nicht zu rechnen sein. Obwohl der Erdboden auch in völlig trockenem 
Zustande etwas leitend ist, also metallische Leitfähigkeit vorhanden 
ist, so ist sie doch gegenüber der elektrolytischen Leitfähigkeit des 
gewöhnlich feuchten Erdbodens verschwindend klein. 



£r 1 1 1 1 1 1 1 1 1 \ l 

cfcfc 1 t c c t — * 

Fig. 5. 

Sehr schwierig ist die Messung des Übergangswiderstands zwischen 
Gleis und Rohrleitung. Würde nach einer der üblichen Widerstands- 
meßanordnungen, etwa nach der Brückenmethode mit Telephon, der 
Widerstand bestimmt werden, indem die Meßleitungen einfach an einer 
Stelle an Rohr und Schienen angeschlossen würden, so würden un- 
zuverlässige Werte gewonnen werden, auch wenn eine Gleisstrecke und 
eine Rohrstrecke vom Gleis- resp. Rohrnetz getrennt würde. Unter 
bestimmten Voraussetzungen, wenn die Leitfähigkeit des Erdbodens 
außerhalb des Rohrs als homogen angenommen wird, die parallel zu 
den Gleisen verlegte Rohrleitung keine Abzweigungen besitzt, und 
Gleis und Rohr auf der ganzen Strecke gleichmäßig leitend sind, etwa 
bei eigens zu den Meßversuchen auf freier Landstraße verlegten Leitungs- 
strecken, könnte der Übergangs widerstand aus Messungen bestimmt 
werden. Wird am Anfang der Strecke L Gleis und Rohr unter 
Spannung gesetzt, so treten längs der ganzen Strecke Ströme zwischen 
Gleis und Rohr über. Unter den gemachten Voraussetzungen würde 
die Strömung normal zu der Gleisrichtung verlaufen, es würde also 
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für jede Entfernung der Rohrstrom gleich dem Gleisstrom sein. Die 
Meßstrecke L sei genügend lang, so daß die Wirkung der Enden ver- 
nachlässigt werden kann. 

Sind V $ und V r die Gleis- oder Rohrpotentiale, so ist unter Ver- 
wendung der früher gewählten Bezeichnungen (Fig. 5) 



dx"- dx dx 



dV, = JW,dx, dV, JW,dx 

Zur Bestimmung der Konstanten C\ und C, hat man die Grenz- 

fÜr x — 0: ^ — e * , für x — Li ~ — -* 1 , also 
dx w ' dx ttr 

- ia e, -e,e ta 



folglich 

J 5 (£I± £l!3 ~ «i(« ( *~* )a + * ( '~ /)u 
Der Strom am Ende der Leitung ist 

Am Anschlußpunkt der Meßbatterie ist der Strom 

Ist am Ende der Strecke kein Widerstand zwischengeschaltet, so 
daß nur durch die Erde Ströme vom Gleis zum Rohr fließen, so ist 
«/ x=0 -0. Dies ist der Fall, wenn 2e, — e^ie 1 " + e~ La ) =- 0, d.h. 

2 Jl = e La + e -La 

ist Wird dieser Wert in die Gleichung für J X=L eingesetzt, so wird 

Nach einigen Umformungen erhält man hieraus w = ^j^ t ferner 
e, e t X< *j 

(?) «, yüSE*_. 

j,i. g '- +v/ ' ; -' i 
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Es würde hiernach zur Bestimmung des Übergangswiderstandes 
das Messen der Spannung am Anfang und Ende der Strecke außer 
dem Meßstrom und der Länge der Meßstrecke erforderlich sein. Ist 
w gefunden, so kann nach Bestimmung von a auch W t -f- W r berechnet 
werden. 

(Die einzelnen durch Messung gefundenen oder angenommenen 
Widerstandswerte sind zusammengestellt in Michalke, „Die ragabun- 
dierenden Ströme elektrischer Bahnen", Braunschweig 1904.) 




Fig. 6. 



4. Die Strömung zwischen den Gleisen und der Rohrleitung kann 
auf Grund der bekannten Kirchhoff sehen Gesetze der Strom- 
verzweigung 1 ) verfolgt werden. 

Sind Q t und Q t (Fig. 6) zwei Quellpunkte, so sind die Strom- 
bahnen Bogen von exzentrischen Kreisen, deren Mittelpunkte auf der 
Geraden M liegen, die in der Mitte von Q t Q t auf dieser Verbindungs- 
linie senkrecht steht. Die Orte gleichen Potentials sind (Apollonische) 
Kreise. Für jeden Kreis ist das Verhältnis der Entfernung der Peri- 
pheriepunkte von Q t und Q t konstant. ÄBQ l Q i sind harmonische 



1) Pogg. Ann. 1845, 64, 497. 
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Punkte auf der Verbindungslinie Q t Q r Ist D der Abstand der Quell- 
punkte, AB - 2B, BO - x, so ist - ^ , 

Bei homogenem Rohrmaterial verlaufen die Rohrströme im wesent- 
lichen in der Längsrichtung des Rohres. Die äußere Peripherie des 
Rohrquerschnittes stellt daher einen Äquipotentialkreis dar, der (ex- 
-zentrisch) einen Quellpunkt umschließt. Die Strombahnen schneiden 
senkrecht den Äquipotentialkreis. Die Stromlinien treten senkrecht 
aus dem Rohr aus. 

Nach Kirchhoff ist für einen Peripheriepunkt P eines Äqui- 
potentialkreises die Spannnng gegen den Punkt Ö in der Mitte von Q x Q 9 

cJ , r, 

• 

wobei r t und r, die Entfernungen des Peripheriepunktes P von den 
Quellpunkten Q t und Q s sind, c der spezifische Widerstand des Erd- 
bodens, d eine (kurze) Rohrstrecke ist. J bedeutet den gesamten 
zwischen den Quellpunkten Q t und Q t fließenden Strom. 

Die Gleichung kann, wenn nur das Potentialgefälle längs der 
Oeraden Q x Q t betrachtet wird, geschrieben werden 

cJ . L — 2x 

Den Gleisquerschnitt kann man sich ersetzt denken durch eine 
äquivalente Kreisfläche, deren Peripherie ebenfalls ein Äquipotentialkreis 
darstellt Die Gleise befinden sich an der Grenzfläche von leitendem 
und nichtleitendem Medium. Für die Rechnung sei zunächst an- 
genommen, daß Rohr und Gleis allseitig vom homogenen Medien um- 
schlossen seien, wobei die gesamte Leitfähigkeit etwas zu hoch an- 
genommen wird. 

Bezeichnet man die Großen links von der Mittellinie M, die einen 
Äquipotentialkrei8 vom Radius oo darstellt, mit dem Index 1, die ent- 
sprechenden rechts mit dem Index 2, so ist 

Je , L — 2x. Je . L + ix. 

Die Spannung zwischen Gleis und Rohr ist dann 

Es ist 

Archiv der M.thfm.Hk und Physik III. R«ih«. XII. 5 
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Es sei ,r,-)-x»=5a; hieraus ist zu berechnen 

a{a + 2K t ) _ a \ a -f 2 /?, > 

X i ~ 2 . a + i<T+ Ä,' ' X * ~ 2 « +~J?~ + J? t j ' 

Werden die Werte in die Gleichung für e eingesetzt, so erhält man 
nach einigen Umrechnungen 



— loff Vv+iXi^+y*** + V« i*' +J* l + *R> 

2** 8 yra+lJ^Ka + lX) - Va> + 2Ä, 



— • 



Der Widerstand zwischen Kohr und Gleis ist für die Rohrlänge resp. 
Gleislänge d: 

(8) r loff V ,a + + + y«(«-f «j?7+Tb^ 

J 2*d y l(l _|_ 2Äi) , a - + 2Ä, | — } « <a -f 2 /f, + 2 Ä,) ' 

wobei sich die Werte unter den Wurzelzeichen nur durch den Sum- 
manden unterscheiden. 

Ist der Radius i? s unendlich groß, will man z. B. den Übergangs- 
widerstand vom Gleis zum Grundwasser bestimmen, so ist, wenn man 
bei nicht zu kleinem Abstand den Grundwasserspiegel als Äquipotential- 
fläche gelten läßt, für if, = c*c: 

w = - log + +X" . 

Die Oberfläche des Rohres für die Länge 6 ist 21^x6. Die mittlere 
Stromdichte am Rohr ist demnnch 

e - r 

Ist das Eisen aktiv und wird der Erdboden als nur elektrolytisch leitend 
angenommen, so wird, wenn / Betriebsstunden im Jahre der Strom J 
zwischen Rohr und Gleis fließt, durch den auf der Strecke <J aus- 
tretenden Strom «7/1,042 g Eisen im Jahre zersetzt. 

Der Widerstand des Erdbodens ist je nach der Menge der in ihm 
gelösten Salze sehr verschieden. Lehmiger Boden hat im allgemeinen 
einen geringen, Sandboden einen hohen spezifischen Widerstand. Die 
Widerstände für ein abgegrenztes Stück Erde, etwa im Holzkasten, 
lassen sich leicht mittels Telephonmeßbrücke messen. Im Mittel kann 
man annehmen, daß der Widerstand zwischen gegenüberliegenden 
Flächen eines Kubikmeters Erde etwa 300 Ohm beträgt. Unter Be- 
nutzung der entwickelten Gleichungen erhält man, wenn man für die 
Gleise, leichlich gerechnet, einen äquivalenten Kreisdurchmesser von 
20 cm und für das Rohr einen Durchmesser von 1 m annimmt, bei 
einem Rohrabstand von 1 m einen Uberleitungswiderstand von 0,183 Ohm 
für 1 km. Für dünnere Rohre wird der Widerstand bei gleichem Ab- 
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stand größer, steigt aber nicht in gleichem Verhältnis, als der Rohr- 
durchmesser abnimmt. Für Rohre von nur 10 cm Durchmesser ergibt 
sieb unter sonst gleichen Verhältnissen ein Überleitungswiderstand von 
0,265 Ohm für 1 km. 

Haben die Rohre, wie dies gewöhnlich der Fall ist, größeren Ab- 
stand von den Gleisen, so wächst der Übergangs widerstand, und zwar 
in bedeutend geringerem Verhältnis als der Abstand. Für ein Rohr 
von 50 cm Durchmesser würde bei einem Abstand von 50 cm von den 
Gleisen der Widerstand für 1 km Rohrlänge 0,155 Ohm, bei einem 
Abstand von 2 m 0,257 Ohm sein. 

Die Stromdichte ist nicht gleichmäßig über den Rohrumfang ver- 
teilt. Die mittlere Stromdichte ist unter den obigen Annahmen bei 
l m Abstand für ein Rohr von 1 m Durchmesser bei 1 Volt Spannung 
zwischen Rohr und Gleis 0,0174 Amp pro qdra, fflr ein Rohr von 
50 cm Durchmesser 0,0313 Amp qdm, für ein Rohr von 10 cm Durch- 
messer 0,120 Amp/qdm. Es sind demnach bei gleicher Spannung des 
Gleises gegen da-j Rohr und gleichem Abstand dünnere Rohre stärker 
gefährdet als Rohre von größerem Durchmesser. Durch den größeren 
Rohrwiderstand der dünneren Rohre in der Längsrichtung wird ent- 
sprechend den früher entwickelten Gleichungen eine geringere Spannung 
gegen die Gleise erzeugt, da die Spannung längs der Rohre sich um 
so mehr der der Gleise nähert, je größer der Rohrwiderstand ist. Sind 
jedoch dünnere Rohre in Verbindung mit stärkeren, z. B. bei Ab- 
zweigungen für Hausanschlüsse, so sind die dünneren Rohre stärker 
gefährdet als die dickeren. 

Die Stromdichte auf dem Rohr ist, da der benachbarte Äqui- 
potentialzylinder nicht mit der Rohrfläche konzentrisch ist, auf der den 
Gleisen zugewandten Seite größer als auf der entgegengesetzten. 

Ist C (Fig. 7) der Mittelpunkt eines Äquipotentialkreises mit dem 
Radius R, der von der Mittellinie M den Abstand x hat, C der 
Mittelpunkt eines Äquipotentialkreises in der Entfernung x', so ist 

L s ~ SItx + 4x s , V ~ HR'x' + Ax'\ 

Sind die Kreise unendlich nahe, so ist der Strom Übergang von einer 
Potentialfläche auf die benachbarte (also auch die Stromdichte) dem 
Abstand der Kreise umgekehrt proportional. Es wird R'—R = dR, 

x' — x = dx. Man erhält dx — — • Bezeichnet man den Abstand 

Ii -f-x 

der Kreise auf der abgewandten Seite mit dy, so ist dy + 27?' -f dx = 2R 
oder dy -f 2dR + dx = 0, woraus 

d!l _ + dx _ o 0<ler £ _ «±£ 

J X <( X X 
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Dies Verhältnis stellt das Verhältnis der Stromdichten auf der den 
Gleisen zugewandten und der abgewandten Seite des Rohres dar. Setzt 
man für x den für den Abstand des Rohres von der Mittellinie 31 
(S. 66) gefundenen Wert (x,) ein, so erhält man 



(9) 



dx l ^ a (o + SB,) 



Die Stromdichte auf dem Rohre kann auf folgende Weise be- 
rechnet werden. Es ist für eine Äquipotentialfläche (Rohroberfläche 
von geringer Länge ö) 

cJ . L — 2x 




Fig. 7. 

Die Spannung zwischen zwei unendlich nahen Äquipotentialflächen, die 
auf der den Gleisen zugewandten Seite die Entfernung dx haben, ist 

Der Widerstand für einen Rohrstreifen von der Länge d und der Breite ds 
ist bei einem Abstand dl (Fig. 7) 



cd* 
Sds' 



»dl- 



de 



ti 



J Ldx l da 
TR^x^dl 
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Die Stromdichte (Strom pro Flacheneinheit) ist demnach 

i JLdx l 
tdi ~ ~id» ~ Ä^nddl' 

Bezeichnet man die mittlere Stromdichte am Rohr mit J' t so ist 

j, J ., J Ldx x 

J = Üfri' * ~~ 2x,dl ' 

Setzt man für L und x l die gefundenen Werte ein, so ist 



■' r d J^ -|A» + 2Ä,'>(« + 2Ä, + 2Äi ) 
' = U dl V mla + tlÜ 

Für die Bestimmung von ~f hat man die Gleichungen (Fig. 7) 

R* - «« + (JT + + 2«(Ä' + <*0 cos 
# — * -f rfx oder rfx + <IR - - « - - ^f- 

Man erhält so 

dx x 



dl R -f- x — R cos qp 

Unter Berücksichtigung der Indizes für die eine Seite von der Mittel- 
linie aus 

dx v x l 
dl ' " R t -f- *i — Ri cos ff ' 

dx, «a + 2/?,) 



(10) 



d/ a(a + 27?,) + 2Ä, <a + J?, + Ä,) (1 — cos qp) 



Es ist dies das Verhältnis der Stromdichte an irgend einer Stelle 
des Rohrs zu der maximalen, den Gleisen zugewandten. Für qp — 180° 
ergibt sich das (S. 68) gefundene Verhältnis. 

Die Stromdichte t" ist 



u ., j. V(* + 2 J?, ) ä + 2 R,) (a + 2 Ä, + 2 «,) a 

«(a-f2/?,) + 2J^,(a + i^, + J^ t )(l-c08qp)(l-cosqp)• 

Der Höchstwert auf der den Gleisen zugewandten Seite (für 9 — 0) ist 

( - JL " — «(«+2«,) • 

Für qp — 180°, also auf der den Gleisen abgewandten Seite des Rohrs, 
erhält man als den Niedrigstwert 

/iiv, V I^S±rA)15 + 2 J? t ) (a + 2 J?, + 2Ä,) 

11 i. «(a + "2Ä,) + 4J?,(a-f " 
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Zur Berechnung des auf einer Sektorflüche zwischen <p t und qp, 
austretenden Stromes setzt man in obiger Gleichung 

Man erhält alsdann /, ( _ Vj) = 

_ vi 

jya a-{-2Ji,ya + 2 /?,)<a + 2Ä, + 21^) / djp 

2* J ä(o + 2j^) + 2'Ä 1 (a + Ä 1 + Ä t )(i-cw^ 

Vi 

'>-*L arttgy K j,/ 

wobei v = tg y Für (f l — (p s — 360° wird t\ — »7! 

Für ein Rohr von 10 cm Durchmesser in 1 m Entfernung von den 
Gleisen betragt bei 1 Volt Spannung unter den früher gemachten An- 
nahmen die mittlere Stromdichte am Rohr 0,120 Milliampere. Die 
höchste Stromdichte ist hierbei etwa 1,09 mal so groß, als die mittlere, 
also rund 0,131 Milliampere. Das Verhältnis der größten Stromdichte 

zur geringsten (^j ist 1,24. Für ein Rohr von 100 cm Durchmesser 

würden unter sonst gleichen Verhältnissen sich folgende Werte er- 
geben: Mittlere Stromdichte am Rohr 0,0174 Ampere, die höchste 
Stromdichte ist 1,915 mal so hoch wie die mittlere, also 0,0246 Am- 
pere pro qdm, das Verhältnis der höchsten zur geringsten Stromdichte 
ist 3,68. 

Für dünne Rohre ist demnach nicht bloß die mittlere, sondern 
auch die höchste Stromdichte größer als bei den dickeren Rohren. 

Die ermittelten Werte galten für den Fall der Einbettung von 
Gleis und Rohr in homogen leitenden allseitig unbegrenzten Boden. 
Für Straßenbahngleise trifft dies nicht zu. Die Gleise befinden sich an 
der Grenzschicht von einem Leiter (Erdboden) und einem Nichtleiter. 
Die nach den entwickelten Formeln berechneten Werte sind daher 
nur Grenzwerte, die etwas zu hohe Korrosionsströme ergeben. Die 
Äquipotentialflächen sind in diesem Falle nicht mehr Zylinderflächen 
von kreisförmigem Querschnitt. Angenähert könnte man den Betrag, 
um den sich der Stromübergang vermindert, berücksichtigen, wenn oben- 
stehende Gleichung benutzt wird. Es würde der Betrag des Stroms ab- 
zuziehen sein, der aus der freiliegenden Fläche austreten würde, wenn 
diese nicht von Luft, sondern von Erde begrenzt wäre. 

5. Korrosionen treten an Rohrleitungen nicht auf, wenn elektro- 
lytisch wirkender Stromaustritt aus den Rohren verhindert wird. 
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Um den Stromaustritt aus deu Rohren ungefährlich zu machen, 
ist schon wiederholt vorgeschlagen worden, die Rohre an deu Stellen, 
wo sie positiv gegen die Gleise sind, metallisch mit diesen zu verbinden. 
Ferner wurde versucht, durch Erdung der Rohre die Ströme ungefährlich 
abzuleiten. 

Die metallische Verbindung von Rohr und Gleis kann zwar an 
der Verbindungsstelle die Spannung zwischen Rohr und Gleis nahezu 
aufheben, durch eine solche Verbindung werden jedoch die Rohrströme 
erhöht. Sind die einzelnen Rohre im ganzen Netz metallisch gut 
leitend verbunden, so könnte wohl durch eine derartige Maßnahme die 
Rohrleitung geschützt werden; es werden aber gleichzeitig auch die 
Erdströme vermehrt, die in benachbarte metallisch nicht verbundene 
Metallmassen eindringen und an diesen Zerstörungen veranlassen 
können. 

Auch durch Erdung der Rohre an den gefährdeten Stellen kann 
die Stromüberleitung zwischen Rohr und Gleise begünstigt, die Rohr- 
ströme können verstärkt werden. Durch Verwendung von gewöhnlichen 
Erdplatten kann nicht viel erreicht werden, da der Stromübertritt vom 
Rohr zum Gleis nur in dem Maße vermindert wird, als die Spannung 
vermindert wird. Soll die Erdung wirksam sein, so muß, da die 
Äquipotentialflächen von niedrigerem Potential die Rohrleitungen ganz 
umschließen, auch die Erdung rings um das zu schützende Rohr er- 
folgen. Dies kann durch ein weiteres, mit dem zu schützenden Rohr 
metallisch verbundenes Rohr geschehen. Dieses Schutzrohr nimmt als- 
dann die Korrosionen auf. Eine solche Schutzmaßnahme kann praktisch 
nicht über den ganzen Gefahrbereich ausgedehnt werden, hat daher nur 
rein örtliche Bedeutung. Sie kann z. B. von Vorteil sein, wenn Rohr- 
leitungen nur an bestimmten Stellen, etwa an Kreuzungen gefährdet sind. 

Größere Bedeutimg haben die Maßnahmen, die eine Verminderung 
der Rohrströme bezwecken. Nach den entwickelten Gleichungen wird 
dies erreicht, wenn der Gleiswiderstand, ebenso der Gleisstrom, möglichst 
vermindeit, der Rohrwiderstand, ebenso der Übergangswiderstand von 
Gleis zur Erde oder Rohr, möglichst erhöht und die freitragende Strecke 
möglichst kurz gewählt wird. 

Der Gleiswiderstand kann durch Verwendung starker Schienen- 
profile und möglichst widerstandsloser, unter dauernder Kontrolle ge- 
haltener Stoß Verbindungen klein gehalten werden. Den Rohr widerstand 
etwa durch isolierende Stoßverbindungen zu vergrößern, macht tech- 
nische Schwierigkeiten, ist aber anscheinend mit Erfolg schon versucht» 
worden. Voraussetzung ist für eine derartige Maßuahrae, daß es ge- 
lingt, die Entwicklung von Erdströmen, die die erwähnten Rohr- 
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Carl Michalkr: 



leitungen durchsetzen können, in hohem Maße zu vermindern. Ebenso 
ist eine dauernd gut zu erhaltende Isolierung von Straßenbahngleisen 
schwierig. 

Um die Länge der freitragenden Strecke zu vermindern und die 
Gleise vom Strom teilweise zu entlasten, um so die Potentialunterschiede 
im Gleisnetz nach Möglichkeit zu vermindern, werden die Gleise an 
verschiedenen zweckmäßig ausgewählten Stellen gespeist. Um an den 
Schienenspeisepunkten die Potentiale nahezu gleich zu halten, werden 
in die Speiseleitungen gewöhnlich Widerstände geschaltet, die während 
des Betriebes den Betriebsverhältnissen entsprechend passend einreguliert 
werden. In die Leitungen zu den Gleisen in der Nähe der Zentral- 
station werden die größten, in die Leitungen für die entferntesten 
Anschlußpunkte werden keine Widerstände eingeschaltet. Die Verhält- 
nisse sind hierbei so zu wählen, daß entsprechend den entwickelten 




Yig 8. 

Gleichungen das Produkt von Spannung in den Gleisen und freitragender 
Strecke möglichst klein ist. Diese Anordnung ist wegen ihrer Einfach- 
heit viel im Gebrauch; sie hat aber den Nachteil, daß in den ein- 
geschalteten Widerständen viel Arbeit verbraucht wird, und daß bei 
Änderungen in der Stromverteilung im Schienennetz die Widerstände 
nachreguliert werden müssen. Änderungen der Stromverteilung können 
durch Änderung des Fahrplans oder Verlängerung der einzelnen Bahn- 
linien auftreten oder auch im Laufe des Tagesbetriebs, wenn z. B. die 
eine Bahnlinie völlig stromlos ist, während eine andere an die gleiche 
Zentrale angeschlossene Linie starken Betrieb hat. 

Vorteilhaft sind, besonders wenn es sich um lange Speiseleitungen 
handelt, die sog. Kappschen Saugdynamos, die in die Schienenspeise- 
leitungen eingeschaltet werden. Es sind dies durch den Oberleitungs- 
strora erregte Maschinen. In der Schaltung (Fig. 8) sei x vom End- 
punkt der Strecke gerechnet, die Belastung sei gleichmäßig auf der 
Strecke verteilt. Es gilt dann für die Strecke vom Endpunkt bis L, 
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J s — ~r m Die Spannung zwischen den Endpunkten dieser Strecke ist, 
wenn W der Widerstand für die Längeneinheit ist: 



J 



'j x Wdx = J * L 1. 



Ist J t der Strom der Saugdynamo, so ist auf der Strecke zwischen 
Z,, und L der Gleisstrom 

J. = 1; - ■/., 
die Spannung zwischen den Speisepunkten L x und L 



i. 



Soll an den Speisepunkten Potentialgleichheit herrschen, so muß 
J{L+ L x )=2J t L sein oder 

J » IL " 

Wörde man hiernach L x — - wählen, für welche Verhältnisse die 

o 

Spannung in den Gleisen den niedrigsten Wert annimmt, so würde die 
Länge der freitragenden Strecke, ebenso der Höchststrom in den Gleisen, 
auf den dritten Teil verringert werden. 

Stimmen die Speisepunkte für Oberleitung und Gleise örtlich über- 
ein, so stimmen, gleiche Stromverteilung in Oberleitung und Gleisen 
vorausgesetzt, auch die Speiseströme für Oberleitung und Gleise über- 
ein. Es gibt dies schon eine Kontrolle für richtig bemessene Schienen- 
speisung, falls nicht noch durch Messen der Spannung zwischen den 
Speisepunkten eine weitere Kontrolle vorgezogen wird. 

Die Spannung der Saugdynamo muß den Spannungsverlust der 
Saugleitung decken. Je mehr Saugleitungen und in je kürzerem Ab- 
stand diese vorhanden sind, um 60 mehr ähnelt die Anordnung einer 
Dreileiteranlage, in der die Schienen als Mittelleiter dadurch, daß ihnen 
Ströme von verschiedener Richtung von zwei Seiten zugeführt werden, 
von Strom entlastet werden. 

Ein Dreileiternetz in der Weise herzustellen, daß bei zweigleisigen 
Bahnen für das eine Gleis ein positiver, für das andere ein negativer 
Fahrdraht verwandt wird, während die Gleise den Nulleiter bilden, 
macht wegen der Isolation an Kreuzungen technische Schwierig- 
keiten. 
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Unter Verwendung von nur wenig Saugleitungen können dem 
Dreileitersystem ähnliche Verhältnisse geschaffen werden (Fig. 9). Es 
werde wieder gleichmäßige Verteilung der Streckenbelastung angenommen. 
Die Schienenspeiseleitung sei am Ende unmittelbar in einzelnen Ab- 
standen durch Widerstände mit dem Gleise verbunden. Die Abzweig- 
widerstände seien ir v ic 2 , • • •, die von Strömen i v t,, • • • durchflössen werden. 




Die Widerstände in den einzelnen Teilen der Speiseleitung seien r lf r t , • • 
die von den Strömen J x% J 3 , ••• durchflössen werden. Wenn an den An- 
schlußpunkten Potentialgleichheit herrsehen soll, muß sein: 

i> 2 + J s r 3 - i 3 u 3 =0 

• • i 

»,-i« B -i-r^r n - >>„ = 0, 

ferner: 

J x + i x = J 3 

J i + 'S - ^3 

« • 

J» + K - * 

Die Ströme »* müssen der Belastungsverteilung auf der Strecke ent- 
sprechen. Bei gleichmäßiger Streckenbelastung müssen die Absaug- 
ströme j gleich sein, i x — t a =- t 3 — • • = i n = J v 
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Hieraus ergeben sich für die Abzweigwiderstände die Werte: 



iv 3 - r, + 2r 2 

M' s - r, -f 2r s + 3r 3 



«•„ -r t + 2r, + 3r, H +nr„. 

Die Stromstärke in der Speiseleitung nimmt nach dem fende zu 
ab. Der Querschnitt kann demnach hinter jedem Abzweigpunkt kleiner 
gewählt werden. Würde man, wie dies bei Verwendung einfacher 
Speiseleitungen erforderlich ist, diese bis zum Ende gleich stark 
wählen, und würden die Anschlußwiderstünde in gleichen Abständen 
angeschlossen, so würde r, r t — • • — r n — r sein. Es ist dann 

W m = rin + 1)" • Der Spannungsverlust am ersten Abzweigwiderstand, 

um den die Maschinenspannung erhöht werden muß, um die verlangte 
Spanuung zwischen Gleis und Oberleitung zu erhalten, ist unter den 
gemachten Voraussetzungen 

/» + i\ ./ 

•-v%-v»{ 7-), 

also 

Jm 
e = 2 * 

nr ist der Widerstand des ganzen Kabels. Ist dieser Ii, so ist e — '-— • 

Gegenüber der Anordnung der Schienenspeisung mit nur einem 
Anschlußpunkt der Speiseleitung hat die zuletzt beschriebene An- 
ordnung den großen Vorteil, daß die Länge der freitragenden Strecke 
ohne Vermehrung der Speiseleitungen beliebig verringert und die 
Schienen in hohem Maße von Strom entlastet werden können. Dies 
geschieht für die ganze Gleisstrecke, wenn die Speiseleitung bis an 
das Ende der Strecke geführt wird. Bei verzweigten Bahnnetzen 
können die Abzweigwiderstände (w) durch Abzweigspeiseleitungen 
ersetzt werden. Dieses Speisesystem kann in einzelnen Fällen auch 
mit den vorher erwähnten Systemen mit einfachen Speiseleitungen 
unter Einschalten von Widerständen oder Saugdynamos verbunden 
werden. 

Es gibt noch eine Anzahl von Maßnahmen, die gegen die zer- 
störende Wirkung der Streuströme getroffen werden, die aber zum 
Teil nur örtliche Bedeutung haben. 
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Die Gleise ganz von der Stromfuhrung auszusehließen, ist au» 
technischen und wirtschaftlichen Gründen in vielen Fallen nicht an- 
gängig; werden aber die Gleise auch nur teilweise zur Stromführung be- 
nutzt, so ist eine vollkommene Beseitigung der Erdstrome nicht 
möglich. Es sind in diesen Fällen dann Maßnahmen zu treffen, 
um die Stromentweichung möglichst niedrig zu halten. Von Seiten 
der Beteiligten ist den Erdstromfragen dauernd die größte Beachtung 
geschenkt worden. Bei der Schwierigkeit des Stoffs sind umfangreiche. 
Untersuchungen erforderlich und Aufgaben physikalisch -chemischer 
Art zu losen, um die zweckdienlichsten Schutzmaßregeln aufzustellen,, 
ohne die Wirtschaftlichkeit einzelner Anlagen in Frage zu stellen. 
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Herzog, Josef, und Feldmann, Cl. Die Berechnung elektrischer 
Leitungsnetze in Theorie und Praxis. 2. Auflage. 2 Teile. Berlin 
1903, 1905, J. Springer. 

Als im Jahre 1893 die erste Auflage des Werkes erschien, war es 
noch möglich, die Grundlagen der Leitungsberechnung in einem mäßig starken 
Bande erschöpfend zu behandeln und dabei noch die wichtigsten Eigenschaften 
der Konsumapparate zu besprechen. 

Die jetzt vollständig vorliegende zweite Auflage, deren Vorwort 10 Jahre 
später datiert ist, umfaßt 2 starke Bände, wobei es sich noch als notwendig 
erwies, um den Umfang des Werkes nicht noch größer zu gestalten, die 
Besprechung der Konsumapparate fast vollständig zu unterlassen. 

Das Werk hat sich durch die zweite Auflage den ersten Platz, den ihrer 
Zeit die erste Auflage einnahm, wieder erobert; es dürfte weitaus das voll- 
ständigste Werk über das ganze mit dem Leitungsnetz zusammenhängende 
Gebiet der Elektrotechnik sein, und jeder Ingenieur, der auf diesem Gebiete 
auf der Höhe sein will, muß das Werk eingehend durchstudieren. Der 
Riesenstoff, der in den zwei Bänden zusammengetragen ist, spiegelt die 
rasche Entwicklung der Elektrotechnik getreulich wieder, das Suchen nach 
einer exakten Erforschung der Vorgänge, trotzdem gerade die theoretische 
Verfolgung der Netzberechnung insofern eine sehr undankbare Aufgabe 
ist, als bei ihrer Übertragung in die Praxis mit so viel angenommenen 
Faktoren (Konsum, Gleichzeitigkeitsfaktor) gearbeitet werden muß, daß eine 
Übereinstimmung von Rechnung und tatsächlichem Verhalten nie zu er- 
warten ist. 

Ks hat den Anschein, als ob durch die Fülle die Einteilung des Stoffes 
gelitten hat. Allerdings trägt hierzu wohl auch der Umstand bei, daß die 
zwei Bände nicht gleichzeitig erschienen sind, -sondern in einem Zwischen- 
raum von 1% Jahren. Dadurch sahen sich die Verfasser genötigt, jeden 
Band als abgeschlossenes Ganzes zu betrachten, und man kann den zweiten 
Band als erweiterte Auflage des ersten bezeichnen. Die von den Verfassern 
gewählte Zweiteilung „Strom- und Spannungsverteilung in Netzen" und 
„Dimensionierung der Leitungen" ist eine zu gekünstelte, die einerseits zu 
einer willkürlichen Zerreißung des Stoffes, anderseits zu Wiederholungen ge- 
führt hat. So linden sich z. B. im ersten Kapitel des ersten Bandes unter 
Stromarten einige Angaben über Zwei- und Dreiphasenstrom, weitere und 
zwar gerade Strom- und Spannungsverteilung im ersten Kapitel des zweiten 
Bandes. So finden sich die verschiedenen Netzberechnungen im ersten Band 
abgeleitet und an Beispielen erläutert, im zweiten Band an weiteren Bei- 
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spielen noch einmal ausführlich behandelt (Transfiguration , (Heichungs- 
methoden, Berechnung der Fernleitungen). Es wäre jedenfalls für das Ver- 
ständnis aller Ableitungen vorteilhafter, wenn gleich die ausführlichen 
Beispiele sich an diese anschließen würden. Die Dimensionierung der 
Leitungen ist eben keine selbständige Aufgabe, wie z. B. die Konstruktion 
einer Dynamo aus den Kechnungsdaten, sondern ergibt sich aus der Strom- 
und Spannungsverteilung ganz eindeutig durch das Ohm sehe Gesetz. 

Dieser Punkt ist aber auch der einzige Einwand, der sich gegen das 
Werk erheben läßt, abgesehen von einigen belanglosen Bemerkungen, die 
bei der nun folgenden Besprechung der einzelnen Kapitel zu machen wären. 

Dem ersten Kapitel des ersten Bandes schicken die Verfasser eine 
Einleitung voraus, welche zuerst eine Klassifikation der Anlagen bringt. 
Der Vollständigkeit halber wären dieser auch die verschiedenen Bahnsysteme 
einzureihen, sei es als Gruppe für sich, sei es als Unterabteilung der 
einzelnen Stromsysteme. In großen Zügen wird sodann die großartige Ent- 
wicklung der Starkstromtechnik und insbesondere der elektrischen Verteilungs- 
systeme besprochen. Den Schluß der Einleitung bilden Angaben über die 
Literatur, von den ersten Abhandlungen über Leitungsberechnungen bis zu 
den ausführlichen Werken der Jetztzeit. Unter diesen wäre auch die im 
zweiten Band erwähnte Abhandlung von Frick (Zeitschrift für Elektrotechnik 
1894) und das Buch .von Galluser und Hausmann der Vollständigkeit 
halber aufzunehmen. 

Im anschließenden Kapitel werden zunächst die Grundbegriffe über 
elektrische Energie und Strömung erläutert , sodann das Ohm sehe Gesetz, 
in seiner vereinfachten Form für Gleichstrom und seiner allgemeinen Form 
für Wechselströme besprochen. Diese Betrachtung führt dann zur Behand- 
lung der Richtungswiderstände, der Diagramme der Ströme und Spannungen, 
deren Anwendung an dem Beispiel der Ermittlung des Spannungsabfalles in 
induktiv belasteten Leitungen gezeigt wird. Bei der Ableitung der Formel 
für die Sekundärspannung ist auf S. 60 in dem Ausdruck für A l) x ein 
kleiner Druckfehler unterlaufen, insofern es nicht DF sondern DF X , ferner 
in der ersten Formel für K % nicht K x sondern E[ heißen muß. Sehr in- 
struktiv sind die Diagramme und Kurven für die Strom- und Spannungs- 
verhältnisse bei Variation der Belastung und der Phasenverschiebung für 
eine gegebene Fernleitung. 

Im zweiten Kapitel werden zunächst die einfachsten Leiterverbindungen 
und im Anschluß hieran die Verwendung von komplexen Größen zur Dar- 
stellung von Rieht ungsgrößen besprochen. Gerade bei der Berechnung langer 
Fernleitungen bietet diese Darstellungsweise große Vorteile und ist daher 
die Aufnahme der Rechenoperationen mit diesen Größen wohl berechtigt. 
Sehr prägnant ist die Definition des Begriffes „Richtungsgröße'' als „Strecke 
mit Inbegriff der Lage. 44 

Bei der anschließenden Behandlung der Parallelschaltung von Wider- 
ständen werden, neben den rechnerischen und trigonometrischen, auch die 
graphischen Methoden in erschöpfender Weise besprochen. 

Die Verfasser gehen dann zur Besprechung der Sekundärerscheinungen 
bei Fernleitungen über und geben die theoretischen Grundlagen zur Berechnung 
der gegenseitigen und eigenen Induktion. Im letzten Teil des zweiten 
Kapitels werden die Eigenschaften des allgemeinen Wechselstromtransformators 



Digitized by VjOOQlc 



Rezensionen. 



79 



und der Synchronmaschinen an Hand von Diagrammen erläutert, um hier- 
durch zu zeigen, daß diese Konsumapparate als Richtungswiderstände auf- 
gefaßt werden können, weiche unter sich oder mit Ohmschen Widerständen 
nach den hereits angeleiteten Prinzipien kombiniert werden dürfen. 

Das dritte Kapitel ist der Theorie der Leitungsnetze gewidmet. Als 
Einleitung werden die Hauptgesetze der Determinantenrechnung und der 
linearen Gleichungen aufgeführt; sodann wird gezeigt, wie sich ganz allgemein 
für jedes Netz ein Gleichungssystem aufstellen läßt, bei welchem die Knoten- 
punktspannungen die Unbekannten sind. Es folgt sodann die Besprechung 
des Satzes von der Superposition der Ströme und Spannung, ferner der 
Kirchhoffschen Regeln, und als Anwendung derselben wird in ausführlicher 
Weise die Maschenstrommethode, die Transfiguration der Netze und als 
Schluß des dritten Kapitels die Energieverteilung besprochen. 

War das dritte Kapitel theoretisch aufgebauten allgemeinen Netzen ge- 
widmet, so werden im vierten Kapitel praktische Netze zugrunde gelegt. 
Als erste hierfür geeignete Methode ist die Konvergenzmethode aufgeführt, 
sodann das Schwerpunktsprinzip und die Verlegung der Belastungen in die 
Knotenpunkte. Gerade das letztere Prinzip spielt bei den in der Praxis 
anwendbaren Berechnungsmethoden eine große Rolle und ist die Grundlage 
tür eine Reihe anderer Methoden. 

In dem anschließenden Beispiel wird die Anwendung dieses Prinzips 
an der Spannungsmethode gezeigt. Als Strommethode folgt die Schnitt- 
punktsmethode und schließlich wird die Transfiguration von Netzen an einigen 
Beispielen erläutert. Nachdem so die Grundzüge der verschiedenen Berech- 
nungsmethoden gegeben wurden, handelt der nächste Abschnitt von dem 
Kit. tiu Ii der veränderlichen Belastungen, wie sie den praktisch allein vor- 
kommenden Verhältnissen entsprechen. Den Schluß des vierten Kapitels 
bildet die Besprechung der graphischen Methoden, welche im allgemeinen 
in der Praxis keine große Bedeutung erlangt haben, ausgenommen bei der 
Berechnung langer Fernleitungen, auf welche die Verfasser im letzten Kapitel 
des ersten Bandes zu sprechen kommen. Dieses Kapitel behandelt in ein- 
gehender Weise die Ermittlung der Strom- und Spannungsverhältnisse an 
langen Fernleitungen, ferner die überaus wichtigen Erscheinungen beim Ein- 
und Ausschalten derselben. 

Der zweite Band wird durch einige Worte über die an praktische 
Netze zu stellenden Bedingungen eingeleitet. Mit Recht wird auf die 
Wichtigkeit der Frage der Erwärmungen von Leitungen hingewiesen, deren 
Erforschung bis in die neueste Zeit hineinreicht und zur Zeit auch die 
Sicherheitskommission des Verbandes beschäftigt, um maximale Stromstärken 
für die verschiedenen Kabeltypen und die verschiedenen Verlegungsarten 
festzulegen. 

Im ersten Kapitel werden die verschiedeneu Systeme der direkten 
Stromverteilung erläutert. Beim Seriensystem wäre ein Hinweis auf das 
Gleichstrom -Hochspannungssystem von Thury zu empfehlen. Bei den Er- 
satzwiderständen für Bogenlampen wären die Drosselspulen aufzuführen, 
welche die Spannungsregelung durch Veränderung der Phasenverschiebung 
erreichen und gegenüber den induktionsfreien Ersatzwinden den Vorteil eines 
sehr geringen Eigenverbrauches besitzen. Nach den Seriensystemen gehen 
die Verfasser zu den ungleich wichtigeren Parallelschaltungssystemen über, 
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deren einfachster Fall, die verzweigte Leitung an dem Beispiel einer Haus- 
installation erläutert wird. 

Den Schluß des ersten Kapitels bilden Angaben über das Drei- und 
Fünfleitersystem, ferner über die Mehrphasensysteme, Angaben, welche zweck- 
mäßiger im ersten Band Platz gefunden hätten. Das zweite Kapitel führt 
zunächst den Begriff der Löschbarkeit und den damit eng zusammenhängenden 
Begriff der Elastizität ein und bringt sodann die Bedingungen, welche ein 
Netz mit Rücksicht auf Motoren erfüllen muß. Bei Besprechung des Wechsel- 
strommotorenbetriebes ist auf S. 55 der Ausdruck normale und maximale 
Belastung des Motors gebraucht. Dieser Begriff hat sich leider sehr ein- 
gebürgert, obwohl er für Motoren und Generatoren leicht irreführend ist. 
Er stammt aus dem Dampfmaschinenbau, bei welchem er insofern berechtigt 
ist als unter Normalleistung die Leistung zu verstehen ist, bei welcher der 
Dampfverbrauch ein Minimum ist, während unter Maximalleistung die maxi- 
male Dauerleistung zu verstehen ist. Bei Generatoren und Motoren ist nur 
der letztere Begriff festlegbar, eine zwischen Leerlauf und dieser maximalen 
Dauerleistung durch irgend welche Sondereigenschaften besonders hervor- 
tretende Normalleistung gibt es nicht, und deshalb ist dieser Begriff zu 
verwerfen. 

Sodann folgen Abschnitte über das Wesen und die Berechnung von 
Speise- und Ausgleichsleitungen. Den Schluß des zweiten Kapitels bildet 
die Behandlung der asymmetrischen Belastung von Dreileiteranlagen und Mehr- 
phasensystemen. 

Das dritte Kapitel ist der wichtigen Frage der Erwärmung elektrischer 
Leitungen gewidmet, welche erst in den letzten Jahren insbesondere durch 
die angeführten Arbeiten von Dr. Apt. Wilkens eine bedeutende Klärung 
erfahren hat. Die Verfasser besprechen hierbei die Erwärmung bei blanken 
Drähten, bei isolierten Leitungen nach den verschiedenen Verlegungsarten 
und bringen auch die neuesten Belastungstabellen für Niederspannungskabel, 
wie sie vom Verbände aufgestellt wurden. 

Das folgende Kapitel behandelt die Dimensionierung der Leitungen 
vom wirtschaftlichen Standpunkt aus. Es wäre wünschenswert gewesen, 
wenn die Verfasser etwas ausführlicher auf den Gleichzeitigkeitsfaktor, d. h. 
das Verhältnis der maximal gleichzeitig auftretenden Stromentnahme zu 
dem installierten Werte, eingegangen wären, da dieser Faktor das grund- 
legende Moment aller Netzberechnung ist. Gerade bei diesem Kapitel wäre 
auch ein Hinweis auf die Statistik der Vereinigung der Elektrizitätswerke 
nützlich gewesen, da diese das einzig zuverlässige Material für wirtschaft- 
liche Daten ausgeführter Anlagen bildet und für Betriebskostenberechnungen, 
approximative Anschläge, Kontrollrechnungen von allergrößtem Nutzen ist. 

Ln fünften Kapitel werden die verschiedenen indirekten Strorasysteme 
behandelt und zwar zunächst die Verteilung mittels Akkumulatoren, wobei 
die Dimensionierungen der Zellenschalterleitungen in überaus ausführlicher 
Weise behandelt werden. Anschließend folgt ein Abschnitt über Verteilung 
mittels Transformatoren, Motorgeneratoren und rotierender Umformer. Den 
Schluß des Kapitels bildet ein Vergleich der verschiedenen Verteilungsarten 
in bezug auf die erforderliche Menge an Leitungsmetall. 

Das sechste Kapitel, das umfangreichste des zweiten Bandes, umfaßt 
die Berechnung geschlossener Leitungsnetze, wobei die Verfasser in der 
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Hauptsache die im ersten Bande angegebenen Verfahren durch größere Bei- 
spiele illustrieren. 

Auch das siebente Kapitel baut sich im wesentlichen auf die im ersten 
Band gegebenen Daten über Fernleitungen auf. 

Sehr interessant ist der Abschnitt über die Ursachen und Größe der 
Ableitung, welche bei der heute herrschenden Tendenz mit der Spannung 
immer höher zu gehen (auch in Deutschland sind z. Z. 2 Anlagen mit 
50 000 Volt im Bau) eine immer größere Rolle spielt. Eine ausführliche 
Abhandlung über diesen Punkt findet sich in den Transactions of the 
American Institute of Electrical Engineers (März 1904), in welcher von 
H. R. Ryan für die maximale Spannung bei einem gegebenen Querschnitt 

die Fonnel gegeben wird: i' mM • x 35 000 log ^ (r x 0,7). Alle 

Maße in inches, die Temperatur in Fahrenheit gemessen. 

An zwei Beispielen werden die verschiedenen Methoden erläutert, was 
gerade bei diesem Kapitel besonders dankenswert ist, da es sich um Rech- 
nungen handelt, welche noch nicht allgemein bekannt sind. 

Den Schluß des zweiten Bandes und damit des ganzen Werkes bildet 
das Kapitel über Leitungen für elektrische Bahnen. Ein ausführliches Bei- 
spiel über eine Gleichstromlinie zeigt die Aufstellung des graphischen Fahr- 
planes, die Ermittlung des Kraftbedarfes, die Berechnung der Speiseleitungeu 
und der Schienenrückleitung. Zum Schlüsse ist noch auf die Grundzüge 
zur Berechnung einer Wechselstrombahn hingewiesen. 

Die Ausstattung des Buches, der Druck und vor allem die große An- 
zahl der Zeichnungen sind erstklassig. Nur mit der Art der Literatur- 
angabe kann ich mich nicht befreunden. Will man eine Angabe nach- 
schlagen, so muß man sich erst überzeugen, wo das betreffende Kapitel zu 
Ende ist, da man sonst unfehlbar die Angabe des nächsten Kapitels aufschlägt. 
Es empfiehlt sich entweder alle Nachweise am Schlüsse jedes Bandes zu 
vereinigen oder aber, was für den Leser das bequemste ist, dieselben als 
Fußnote auf der betreffenden Seite anzubringen. 

Ulm. M. Neustätter. 



P. Appell, illöments d'analyse mathematique ä l'usage des ingö- 
nieurB et des physiciena. 2 m8 Ed. 690 p. 4°. Paris 1905. Gauthier- 
Villars. 

In 25 Kapiteln gibt Appell eine sehr reichhaltige Darstellung der 
Differential- und Integralrechnung, einschließlich ausgedehnter Anwendungen 
auch auf die Differentialgeometrie des Raumes, ferner die Integration einer 
Reihe von Differentialgleichungen, die Theorie der trigonometrischen Reihen, 
viele bestimmte Integrale, Annäherungsraethoden für die Integration (mecha- 
nische Quadratur) usw. 

Der deutsche Leser staunt, welche Kenntnisse in dem „elementaren" 
Buch als von der Schule her bekannt vorausgesetzt sind, z. B. die Diffe- 
rentiationsregeln und die Differentialquotienten der elementaren Funktionen, 
Exponentialfunktion usw. 

Der „elementare" Charakter andrerseits zeigt sich doch bei manchen 
Definitionen (stetige Funktion einer Veränderlichen = ligne ininterrompue 

Archiv der Mathematik und Physik. III. Reihe. XU 6 
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— p. 4; Vertauschbarkeit der Differentiation bei einer Funktion von zwei 
Veränderlichen — p. 11), während wieder in der Einzelausführung der 
Resultate, sobald es sich um physikalische oder geometrische Probleme 
handelt, sehr weit gegangen wird (genaue Berechnung der Schwingungs- 
dauer des Pendels mit Reihenentwickelung des elliptischen Integrals p. 193, 
vorher Bogenlänge der Ellipse p. 187). 

Auf die reiche Fülle kann hier unmöglich eingegangen werden (z. B. sind 
der Differentialgeometrie des Raumes allein fünf Kapitel gewidmet!). Auch 
Integrationsapparate werden ausführlich behandelt, wobei der harmonische 
Analysator vielleicht noch hatte berücksichtigt werden können. 

Was an Durchbildung und Vollendung die Werke von Picard und 
Jordan in der höchsten Analysis bieten, das gibt Appell für ein „ele- 
mentares" (man muß aber die Grenze, was die extensive Seite betrifft, sehr 
weit ziehen!) mehr der Anwendung gewidmetes, nicht auf funktionentheore- 
tische Feinheiten und komplizierte Funktionen sich erstreckendes Gebiet 

Leipzig. H. Lukbmann. 

R. < ' ans. Einführung in die Vektoranalysis mit Anwendungen auf 
die mathematische Physik. Mit 31 Figaren im Text. 98 Seiten. 4°. 
Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Der Verfasser ist ein eifriger Verfechter der Ansicht, daß die moderne 
Elektrodynamik als „natürliche Rechenmethode' 1 die Vektoranalysis fordert, 
und tritt sehr energisch dem zum Teil von hervorragenden Forschern gezeigten 
aktiven und passiven Widerstand entgegen. 

Inhaltlich zeigen die drei ersten Kapitel, welche in der Hauptsache 
der Algebra und Analysis der Vektoren gewidmet sind, natürlich enge Ver- 
wandtschaft mit den Darlegungen des (nach Vollendung des Manuskripts 
erschienenen) ersten Bandes von Abrahams Elektrizitätslehre. 

Was nun die Anwendungen betrifft, so bringen schon die drei ersten 
Kapitel mancherlei, z. B. das zweite (nicht erste!) Keplersche Gesetz (S. 15), 
die Schraubenbewegung eines elektrischen Punktes im Magnetfeld (S. 22) usw. — 
Die Zerlegung eines Vektorfeldes in ein lamellares und ein solenoldales (S. 59), 
die unter der Voraussetzung einer bestimmten Ordnung des Verschwindens 
im Unendlichen ausgeführt ist, hat Blumen thal inzwischen unter all- 
gemeineren Annahmen bewiesen (Math. Annalen 61, S. 235 ff.). 

Es folgen im vierten Kapitel Anwendungen auf Hydrodynamik (Helm- 
hol tz' Wirbeltheorie), elektrolytische Verschiebung und Elektrodynamik. 
Die Maxwellschen Gleichungen werden aus dem Biot-Savartschen Gesetz 
und dem Faraday sehen Induktionsgesetz erklärt, und zwar mit Hilfe des 
Stokesscben Satzes aus Vektorintegralen gewonnen. Besonders zeigt die 
damit verwandte, aber zuerst noch die Formel für die Strömung durch 
eine veränderliche Fläche (S. 50) erfordernde Ableitung der Hertzschen 
Gleichungen für bewegte Körper die Macht der Vektoranalysis. Es ergibt 
sich nämlich unmittelbar, daß die Gleichungen auch für ein bewegliches 
Koordinatensystem ihre Form behalten. 

Mit der Lorentzschen Elektronentheorie schließt das inhaltreiche und 
in seinem vierten Kapitel für Nichtphysiker etwas knapp gehaltene Buch. 

Leipzig. H. Liebmann. 
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C. Burali-Forti. Leaioni di Qeometria metrioo-proiettiva. 308 p, 4°. 

Torino 1904, Fratelli Bocca. 

Seit Cremona 1860 der kinematischen Erzeugung der Kurven dritter 
Ordnung von Grassmann gedacht hat und die „methode tres expeditive 
et tres curieuse", die Ausdehnungslehre, ins rechte Licht gesetzt hatte, 
pflegten italienische Mathematiker mit besonderer Vorliebe die so lange un- 
beachtete Schöpfung des deutschen Meisters auszubauen und anzuwenden. 

Das vorliegende Werk, welches eine systematische und didaktisch 
leichte (?) Einführung des zur Physik, Mechanik und darstellenden Geo- 
metrie Notwendigen geben soll, ist ein neuer Beweis dafür. 

Im ersten Teil werden, nachdem das Produkt von vier Punkten als 
mit Vorzeichen behafteter Tetraederinhalt definiert ist, durch die Forderung 
der assoziativen Multiplikation die Produkte von drei und zwei Punkten 
in ihrer geometrischen Bedeutung deduktiv gewonnen, ebenso spezielle 
Aggregate (z. B. die Vektoren als Differenz von zwei Punkten, der Schwer- 
punkt als Summe usw.). Sodann wird die Vektoranalysis in Grassmanns 
Form auf Kegelschnitte usw. angewendet. 

Der zweite Teil bringt die geometrische Deutung der allgemeinen 
Aggregate („Formationen"), z. B. die Deutung der allgemeinen F t im Raum 
als linearer Komplex und die Einführung der projektiven Geometrie, deren 
Ausbau mit Behandlung der Kegelschnitte (Pascal und Brianchon) der dritte 
Teil gewidmet ist 

Im vierten Teil gibt der Verfasser einen kurzen Abriß der Differential- 
geometrie, wo die Vektorenrechnung wieder die Hauptrolle spielt. Sogar die 
Klassifikation der singulären Punkte von Raumpunkten findet sich hier (S. 205). 

Es folgt im fünften Teil eine Darstellung der projektiven Raum- 
geometrie einschließlich der Flächen zweiten Grades. 

In einer Schlußnote werden noch kurz die Rotationsflachen konstanter 
Krümmung entwickelt. 

Leider fehlt ein Sachregister, auch sind die Rückverweise nicht sehr 
reichlich, sodaß schon aus diesem Grunde das oben vom Referenten ein- 
gefügte Fragezeichen wohl nicht ganz unberechtigt ist. 

Während die Vektoranalysis ja immer mehr an Verbreitung gewonnen 
hat, wird man doch sagen können, daß die viel mehr Abstraktion er- 
fordernde Punktrechnung kaum zum Allgemeingut und wohl noch weniger 
zum didaktischen Ausgangspunkt der Geometrie werden wird, ohne damit 
ihrer namentlich in der gewaltigen Konzentrationskraft liegenden Bedeutung 
nahe treten zu wollen, für die Burali-Fortis Werk ein sprechendes Zeugnis ist. 

Leipzig. H. Liebmann. 

H. Wieleitner. Bibliographie der höheren algebraischen Kurven 
für den Zeitabschnitt von 1890 — 1904. 58 S. Leipzig 1905, Göschen. 

Das Heft gibt eine systematische Übersicht von etwa 1400 Arbeiten 
des genanntes Gebietes, mit Benutzung von etwa 300 Zeitschriften. Den 
Schluß bilden die 500 Autorennamen, alphabetisch geordnet. — Eine wert- 
volle Ergänzung zu den Werken von Loria und Wie leitner selbst über 
algebraische Kurven! 

Leipzig. H. Liebmann. 

6* 
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V. Lebeall. Sur un nouveau curvigraphe. J. Neuberg. Sur les 
Hgnes tracees par le curvigraphe Victor Lebeau. 39 p., 14 p. Bru- 
xelles 1904. 

Der Apparat besteht im wesentlichen aus zwei beweglichen Dreiecken ABC 
und DEF, bei denen die Seiten A C und FE übrigens nur zur Versteifung 
der für jede Bewegung beliebig einstellbaren Winkel ABC=a> und FDE = l 
dienen. ABC hat einen Grad der Freiheit; es gleitet mit der Seite BC 
auf einem festen Lineal. Die Kurve wird von irgend einem mit dem zweiten 
Dreieck festverbundenen Punkte beschrieben. D liegt immer auf BA, FJJ 
geht durch einen mit dem Lineal, also mit der Zeichenebene fest verbundenen 
Punkt 0. Um die Bewegung des zweiten Dreiecks vollständig zu bestimmen, 
wird entweder die Länge der Strecke DH {H ist der Schnittpunkt von DE 
und BC) konstant gehalten („konchoidale Bewegung"), oder die Länge der 
Strecke BH („Bewegung mit konstanter Projektion" — die Projektion BH 
von DH, also die Projektion parallel zu AB auf BC oder die Linealkante 
ist konstant). 

Die konchoidale Bewegung gibt je nach Wahl der Konstante und Ein- 
setzung des Zeichenstiftes eine Reihe von Kurven dritter und vierter Ordnung 
(Ophiuride, Kissoide, Konchoide, Kappakurve usw.), die Bewegung „mit 
konstanter Projektion" Kegelschnitte. 

Herr Lebeau gibt kurz die Beschreibung des Apparats und die 
Resultate, Herr Neuberg, der über kinematische Erzeugung algebraischer 
Kurven viele Untersuchungen angestellt hat, die Theorie 

Leipzig. H. Liebmann. 

N. I. Lohnt schewsky. Pangeometrie ou pröeis de geomötrie fondeo 
sur une theone generale et rigoureuse des paralleles. (Reimpres- 
sion fac-simile conforme a ledition originale) 62 p. Paris 1905. 

Der — leider ohne Vorwort und Anmerkungen, ja ohne Angabe, wo 
und wann das Original erschienen, — gegebene Neudruck ist sehr will- 
kommen. In der Sammlung gelehrter Abhandlungen, verfaßt von Professoren 
der kaiserlichen Universität Kasan zur Erinnerung an deren fünfzigjähriges 
Bestehen (Kasan 1856) hat L. zuerst seine Pangeoraetrie in französischer 
Sprache veröffentlicht (S. 279 — 340). Prof. Engel charakterisiert in seiner 
Ausgabe und Übersetzung zweier geometrischen Abhandlungen L.'s Leipzig 
189'.)) das Werk dahin, laß es gegenüber den früheren Abhandlungen L.'s 
nicht viel Neues bietet. Der alternde L. will aber hier noch einmal seine 
neue Geometrie, die jetzt sogenannte „nichteuklidische Geometrie", eindring- 
lich in Erinnerung bringen, verweilt z. B auch bei der Frage, ob in unserem 
Räume die euklidische oder die „Pangeometrie" gilt. ■ — Referent hat bei 
seiner mit Paragrapheneinteiluug, Figuren und Anmerkungen versehenen 
Übersetzung der Pangeometrie (Ostwald's Klassikersammlung, Nr. 130) Ge- 
legenheit gehabt sich zu überzeugen, daß das Werk nur „an wenigen Stellen 
mit umständlichen Rechnungen belastet ist", und daß „der Verfasser der 
Pangeometrie sich noch im vollen Besitz seiner Geisteskräfte zeigt" (Engel). 
Im übrigen waren manche kleine Ungenauigkeiten zu verbessern, die aber 
hier nicht aufgezählt werden können. 

Leipzig. H. Liebmann. 
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H. C. E. MartllS. Astronomische Erdkunde. Ein Lehrbuch angewandter 
Mathematik. Große Ausgabe. 3. Aufl. Mit 100 Figg. XVI und 473 S. 
Dresden 1904, C. A. Koch. 

Dem durch Reichhaltigkeit des Inhalts und peinlichste Genauigkeit in 
der Ausführung bekannten Werke bei seinem Neu-Erscheinen einige Begleit- 
worte mit auf den Weg zu geben, ist eine dankbare Aufgabe. Das Buch 
zerfallt in zwei Abschnitte: I. Der Sternhimmel. II. Die Erde, u) Kugel- 
gestalt, ß) Größe, y) Bewegung, 6) ellipsoidische Gestalt. Ohne Übertreibung 
darf man sagen, daß aus jeder Zeile desselben ein reiches Wissen mit einer 
pädagogischen Einsicht gepaart spricht, wie man es selten in einem Buche 
findet. Darum möge es in keiner Lehrer-Bibliothek fehlen; es ist ein Rat- 
geber für jeden Lehrer, der in mathematischer Geographie unterrichtet. 
Vornehmlich aber sei es als Prämie oder Geschenk für die Primaner unserer 
höheren Lehranstalten empfohlen. 

Einer kleinen Einzelheit Erwähnung zu tun, möchte ich nicht unter- 
lassen. Auf S. 25 gibt Hr. Martus eine Erklärung des Wortes Theodolit, 
indem er unter Berufung auf Weigand und Hugo Bieling wahrscheinlich 
macht, daß das Wort durch Verschmelzung des englischen Artikels the mit 
dem ursprünglich arabischen alidade, das zu athelida bei englischen Autoren 
des 16. Jahrhunderts geworden, entstanden sei. Demgegenüber gibt neuer- 
dings (Preuß. Jahrbücher, 1904, 116, S. 362 — 364) Hr. Didolff eine recht 
plausible Erklärung aus Ofafojur«) schauen. 6d(6g) Weg, Bahn, und klttfog) 
Stein, Fels. Denkt man sich die Meßscheibe ursprünglich als Steinplatte, 
was viel Wahrscheinlichkeit für sich hat, so würde unser Wort soviel als 
„Wegschaustein", „Streckenmeßplatte", „Entfernungsmeßscheibe" bedeuten. 

E. Haextzschkl. 



BrnilO Schulze. Das militärische Aufnehmen unter besonderer Be- 
rücksichtigung der Arbeiten der Königlich Preußischen Landes- 
aufnahme nebst einigen Notizen über Photogrammetrie und über 
die topographischen Arbeiten Deutschland benachbarter Staaten. 

Nach den auf der Königlichen Kriegsakademie gehaltenen Vorträgen be- 
arbeitet. Mit 129 Abbildungen im Text. XIV und 305 S. Leipzig 1903, 
B. G. Teubner. 

Der leider inzwischen verstorbene Verfasser war Chef der topographischen 
Abteilung der Landesaufnahme. Sein Werk bedarf keiner Empfehlung, es 
hat sozusagen einen amtlichen Charakter, indem es die bei E. S. Mittler 
und Sohn zuletzt 1883 erschienene „Instruktion" für die Topographen der 
topographischen Abteilung der Königlich Preußischen Landesaufnahme wissen- 
schaftlich durchdringt und vertieft. Demgemäß ist das Arbeitsgebiet der 
Trigonometrisch) n Abteilung der Landesaufnahme, dem der Referent seine 
Monographie „Das EnUphäroid und seine AbbUtluntf 1 , Leipzig, B. G. Teubner, 
1903, gewidmet hat, nur sehr kurz, desgleichen das der Kartograph iscJien Ab- 
teilung" nur im Umriß geschildert. Die Reichhaltigkeit des Inhalts und der 
auf das Praktische gerichtete Sinn des Werkes möge durch die folgenden 
Angaben erläutert werden: 

Geschichtliche Entwicklung der Topographie, ganz besonders in Preußen 
S. 5 — 15. Organisation der preußischen Landesaufnahme. 



Digitized by Google 



86 



Rezensionen. 



L Teil. Die Vorarbeiten für die topographische Aufnahme; S. 18 — 54. 

II. Teil. Die topographische Aufnahme. A. — F. Instrumentenkunde, 
insbesondere G. Der Meßtisch und seine Hilfsinstrumente. S. 56 — 116. 
Anwendung des Meßtischapparates. Die praktische Ausführung der mit 
dem Meßtisch vorzunehmenden Arbeiten (Stationieren; Hdhenbestimmung). 

Die Darstellung von Grundriß und Bodenformen bei der Aufnahme 
S. 158 — 200 (Signaturen, Schriftproben, Schichtlinien). 

Die praktische Ausführung der Aufnahme eines Meßtischblattes. Die 
Tagesarbeit des Topographen im Zusammenhang. Fertigstellung der Auf- 
nahme im Winter. S. 201—237. 

HL Teil. Die kartographische Verwertung der Meßtischaufnahme. 
Notizen über die außerpreußischen Vermessungs- und Kartierungsarbeiten, 
und zwar in den deutschen Bundesstaaten und ferner in Österreich, Ruß- 
land, Frankreich, Italien, Schweiz, Belgien, Niederlande, Dänemark, Schweden, 
Norwegen. 

Referent möchte das Werk zum Studium allen Kollegen empfehlen, die 
Lust haben, ihren Unterricht in der Trigonometrie in Obersekunda und 
Prima mit Rücksicht auf die Praxis lebensvoll und anregend zu gestalten. 

E. Hakntzschel. 



H. Becker. Geometrisches Zeichnen. Neubearbeitet von I. Vonderlinn. 
3. Aufl. Mit 290 Fig. und 23 Tafeln im Text. 136 S. Leipzig 1903, 
Göschen. 

Das Buch hat eine Reichhaltigkeit des Inhalts, die bei seinem niedrigen 
Preise geradezu staunenswert ist. Indem daher der Verlagsbuchhandlung 
das höchste Lob zu spenden ist für ihr Bestreben, Kenntnisse in der Geo- 
metrie in immer weitere Kreise dringen zu lassen, möchte Referent nicht 
zurückhalten mit Wünschen, deren Erfüllung für die nächste Auflage er für 
ausführbar hält. 

Die erste Ausgabe des Werkchens (1896) durch H. Becker enthielt 
auf der Rückseite des Titels einen Hinweis auf Werke, aus denen Beispiele 
entnommen sind: Owen Jones, Grammatik der Ornamente; Fr. Sales 
Meyer, Handbuch der Ornamentik; Hoffstadt, Gotisches ABC; Eggers, 
Lehrbuch des Zirkelzeichnens. Eine solche Angabe ist wissenschaftlich und 
weist zugleich den Anfänger darauf hin, daß es auch noch Werke des be- 
treffenden Gebiets gibt, die umfassender sind als das vorliegende. Sie be- 
wahrt zugleich den Autor vor dem Vorwurf des Plagiats, als z. B. aus 
Eggers Büchlein Teile des Textes wörtlich übernommen sind. Da der 
Hinweis auf die oben genannten vier Werke jetzt fehlt, wünscht Referent 
denselben wiederhergestellt. 

Im einzelnen folgendes. S. 22, Aufgabe 10 und 11 fehlt bei der Rek- 
tifikation des Kreises die doch so notwendige Angabe, daß nur eine Kühe- 
nwgskonstrukti&n gegeben wird. S. 23 unten: Man macht (?) eine Strecke 
AB = 5 (m? cm? Ref.), beschreibt um A mit AC eiuen Kreisbogen und 
trägt auf ihm (?! doch wohl als Sehne! Ref.") CD — 3 (??) ab . . . Größere 
Sorgfalt im Ausdruck wäre hier wohl am Platze. S. 46 g) findet sich die 
Aufgabe 10 von S. 22 unnötigerweise und ohne Hinweis wiederholt. S. 56 u. ff. 
Ellipsenkonstruktionen: warum fehlt die bekannteste von allen, die Faden- 
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konstruktion ? S. 59, Fig. 131: „Ellipsenkonstruktion von Leonardo da 
Vinci" ist hinzuzusetzen! S. 128 u. ff. Erklärung und figürliche Erläuterung 
des Storclischnabehi könnte vielleicht in dem Abschnitt über das Verkleinern 
und Vergrößern von Figuren hinzugefügt werden. Referent steht nicht an, 
das Büchlein im ganzen als sehr empfehlenswert zu bezeichnen. 

E. HAENTZ8C1IEI^ 

K. Vater. Dampf und Dampfmaschine. — Neuere Fortschritte auf 
dem Gebiete der Wärmekraftmaschinen. Aus Natur und Geistes- 
welt Nr. 63 u. 86. Leipzig 1905, 1906, B. G. Teubner. 

Die Teubnersche Sammlung „Aus Natur und Geisteswelt" steht in 
der ersten Linie der buchhändlerischen Unternehmen, die einem weiteren 
Leserkreise gediegene, von wirklichen Fachleuten geschriebene Darstellungen 
l>egrenzter Gebiete zu sehr niedrigem Preise vermitteln wollen. Gegenüber 
den zahlreichen, mit vielen Bildern und meist sehr oberflächlichem Texte 
versehenen, weder ihrem Gehalte noch ihrem Preise nach als „populär" 
zu bezeichnenden Büchern, die mehr der flüchtigen Neugier, als wirklichem 
Interesse der Leser dienen können, verdienen solche Bestrebungen die Teil- 
nahme aller Fachkreise. Denn gut geschriebene, einfache Darstellungen 
können auch angehenden Fachleuten wesentliche Dienste leisten, da sie 
unter Vermeidung schulmäßiger feierlicher Form einen einführenden Über- 
blick gewähren und sehr anregend wirken können. 

Die beiden vorliegenden Bändchen entsprechen nach Anlage und 
Durchführung vollständig den Anforderungen, die sich aus dem Zwecke der 
Sammlung ergeben. Unter richtiger Auswahl des Stoffes bietet der Ver- 
fasser eine von klaren schematischen Skizzen begleitete Darstellung der 
Kolbendampfmaschine und der neueren Erscheinungen auf dem Gebiete der 
Wärmemotoren, in der Absicht, einen Einblick in die physikalischen Vor- 
gänge bei diesen Maschinen zu geben. In einfacher verständlicher Sprache, 
was hier besonders hervorzuheben ist, und mit nicht gewöhnlichem Lehr- 
geschick hat der Verfasser für jeden zum Nachdenken willigen Leser alle 
wesentlichen Gesichtspunkte entwickelt. 

In der Einleitung des ersten Bändchens sind zunächst einige elementare 
Grundbegriffe der Mechanik erläutert. Dieser leidigen Notwendigkeit können 
• sich Schriften für weitere Kreise immer noch nicht entziehen, da diese von 
dem bunten physikalischen Allerlei, das ihnen die Mittelschule bot, erfahrung- 
gemäß einigermaßen klare Vorstellungen der notwendigsten Grundbegriffe 
>m allgemeinen nicht mitbringen. Nicht durch ihre Schuld. Der Erfolg 
der dadurch veranlaßten propädeutischen Einleitungen kann leicht bezweifelt 
werden, eine sorgfältige, wie die vorliegende, wird aber mindestens den 
Wert einer selten ganz überflüssigen Auffrischung haben. Wie üblich, ist 
bei Entwicklung der Begriffe Kraft, Arbeit, Leistung in dieser Reihenfolge 
verfahren. Referent hat gelegentlich zugunsten möglichster Anschaulichkeit 
auch die umgekehrte Reihenfolge versucht, wie hier im Interesse gemein- 
verständlicher Darstellungen erwähnt sein mag. Dem Zwecke der Arbeit 
entsprechend, ist in den einleitenden Abschnitten auch das Wesen des 
Kolbenindikators erläutert, und mit Hilfe der daran gewonnenen An- 
schauungen die zunächst wichtigsten thermodynamischen Eigenschaften 
der <3ase. 
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Mit dein zweiten Abschnitte, dem Wasserdampfe und seiner Erzeugung 
gewidmet, tritt der Verfasser in sein eigentliches Thema ein und gibt zu- 
nächst einen sehr klaren und anschaulichen Überblick über die Physik des 
Dampfes, in der nur vielleicht, um Mißverständnisse zu vermeiden, mehrere 
Beispiele für die äußere Verdampfungswärme bei verschiedenen Drucken 
dienlich sein dürften. Leider gibt das beigegebene Diagramm der Dampf- 
wärmen wohl den Charakter der einzelnen Wärmekurven wieder, ihre Maß- 
stäbe stimmen aber nicht zu einander, und darunter leidet der Wert des 
Diagrammes für den vorliegenden Zweck überhaupt. Im Zusammenhang 
damit müßten auch mehrere Textstellen verändert werden. 

Bei Betrachtung der Dampfkessel ist von der Mitteilung von Wärme- 
durchgangskoeffizienten Abstand genommen, die im Kesselbau ja auch keine 
Verwendung finden. Immerhin würde aber eine kurze Erwähnung der die 
fraglichen Werte bedingenden Verhältnisse den Einblick in die Vorgänge 
erleichtern. Die Bemerkung auf Seite 50 über die Dicke der Kesselwand 
könnte leicht so mißverstanden werden, als ob die praktisch in Frage 
kommenden Wanddicken einen wesentlichen Einfluß auf den Wärmeübergang 
hätten, was tatsächlich doch nicht der Fall ist. Einige Andeutungen über 
die Feuerungen und die höchst verwickelten Vorgänge bei der Verbrennung 
würden nicht überflüssig sein. 

Die Betrachtung der eigentlichen Dampfmaschine geht von deren 
historischer Entwicklung aus. Dabei erscheinen aber die Verdienste Watts 
nicht vollkommen gewürdigt. Watt hat zwar durch Aufnahme der Schwung- 
radmaschine und sorgfältige Ausbildung ihrer Einzelheiten die spätere Au- 
wendung höheren Druckes ermöglicht, er selbst hat aber immer an der 
Kondensatormaschine mit ganz niedrigem Kesseldrucke festgehalten. Sein 
größtes, erst spät richtig erkanntes Verdienst um die Kolbendampfmaschine 
muß vielmehr in seiner klaren Anschauung von dem Wärmeaustausche 
zwischen der inneren Zylinderwand und dem eingeschlossenen Dampfe ge- 
sehen werden, der bahnbrechenden Erkenntnis, die bei Watt zunächst ihren 
Ausdruck fand in der Erfindung des vom Zylinder getrennten Kondensators. 
Daß dieser Kernpunkt der heutigen Dampfmaschinentheorie nicht greifbarer 
hervortritt, wenn auch einzelne Bemerkungen an verschiedenen Stellen dar- 
auf hindeuten, kann überhaupt als eigentlicher Mangel der vorliegenden 
Arbeit empfunden werden. Das Verhalten des Dampfes in nassem, trockenein 
und überhitztem Zustand/? an den inneren dampfberührten Metallflächen 
des Zylinders bei wechselnden Temperaturen, gegen dessen schädliche Folgen 
keine noch so wärmedichte Umhüllung des Zylinders schützt, vermag allein 
die tatsächliche theoretische Überlegenkeit der mehrstufigen Expansion (trotz 
größerer dampfberührter Flächen), den günstigen Einfluß des Dampfmantels 
(der auffallenderweise nicht erwähnt wird), beigemischter Luft, des Dampf- 
ölens, der Dampfüberhit zung (trotz größerer, die schädliche innere Konden- 
sation scheinbar begünstigender Temperaturdifferenzen) zu erklären. Gerade 
weil diese Erkenntnis, zu der Watt den Grund legte, erst in den letzten 
Jahrzehnten gebührend gewürdigt wurde, während man noch in den 70er 
Jahren den Fortschritt vornehmlich in der mechanischen Ausbildung der 
Dampfmaschine, besonders der Steuerung suchte, sollte sie in einem modernen 
Buche mit besonderem Nachdrucke hervorgehoben werden, auch in einem 
elementaren, was um so leichter geschehen kann, als die streng physikalische 
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Behandlung der fraglichen Erscheinungen ohnehin noch in weitem Felde 
steht. Damit würde sich auch der Nutzen des überhitzten Dampfes schärfer 
erläutern lassen, als dem Verfasser ohne vorhergehende zusammenfassende 
Betrachtung der Flächen Wirkung möglich war. 

Dagegen sind die kinetischen Verhältnisse der Kolbendampfmaschine 
so vollständig behandelt, wie der Umfang der Arbeit zuließ. Ihr praktischer 
Wert wird dadurch wesentlich erhöht, daß ähnliche Veröffentlichungen ge- 
wöhnlich garnichts darüber mitteilen. 

Den Schluß des Bändchens bildet sehr richtig eine allgemeine thermo- 
dynamische Betrachtung, die ein Urteil über den wirtschaftlichen Wert der 
Dampfmaschine ermöglicht, Es ist hier wohl zum ersten Male und zwar 
mit Glück in einer für weitere Kreise bestimmten Behandlung der Dampf- 
maschine von dem Entropiediagramme Gebrauch gemacht, das für mehrere 
bestimmte Beispiele durchgebildet ist. Das Verständnis dafür würde noch 
gefördert werden, wenn die mechanischen Bilder zur Versinnlichung der 
nicht leichten Begriffe noch weiter geführt und für die Entropie selbst ein 
naheliegendes mechanisches Analogon gegeben würde, schon um die hier 
unvermeidliche Lücke genauerer Begründung weniger fühlbar zu machen. 
Auch dürfte noch größere Vorsicht beim Vergleiche mit den mechanischen 
und elektrischen Größen geboten sein, da die zufällige Entwicklung gefügt 
hat, daß wir Wärmemengen, im Gegensatze zu Gewichten und Elektrizitäts- 
mengen, selbst schon in Energiemaß ausdrücken. 

Das zweite Bändchen beschäftigt sich mit den jetzt besonders lebhaften 
Bestrebungen, größere Gasmaschinen mit billig herzustellendem oder von 
den Hüttenwerken unmittelbar gebotenen Gasgemischen zu betreiben, mit 
der Dampfturbine und Gasturbine, endlich mit den in neuerer Zeit wieder 
versuchten sogenannten Abwärmemaschinen. Es handelt sich hier also um 
ganz junge Erscheinungen der Technik, die der Verfasser ersichtlich mit 
besonderem Interesse und bei aller räumlichen und sachlichen Beschränkung 
doch so vollständig behandelt hat, daß seine Arbeit als leicht und angenehm 
lesbare Übersicht nicht bloß weiteren Kreisen überhaupt, sondern auch 
weiteren Fachkreisen willkommen sein wird. 

Namentlich mit Rücksicht auf diese letzteren Kreise erscheint aber bei 
Beschreibung der Gaserzeuger eine genauere Darstellung der Bildung« weise 
der Gase am Platze. Die üblichen Ausdrücke „unvollkommene Verbrennung", 
^beschränkter Luftzutritt" usw. sind zu unbestimmt und werden entbehrlieh, 
sobald man als Bedingung für die möglichst vollständige Reduktion der 
immer zunächst gebildeten CO, zu CO genügend hohe, glühende Kohle- 
schicht bei entsprechend mäßiger Durchströmgeschwindigkeit angibt. Auch 
die „außerordentlich hohe" Temperatur des hier als „Luftgas" bezeichneten, 
wesentlich CO als brennbaren Bestandteil enthaltenden Gemisches beim 
Austritte aus dem Generator, ferner der praktische Einfluß der verschiedenen 
Diffusionsgeschwindigkeit der hier in Betracht kommenden Gase bei Bildung 
der Zylinderladung, endlich die niedrigere Temperatur bei der Verbrennung 
von H gegenüber von CO werden bezweifelt werden. Die Darstellung der 
Schwierigkeiten, die großen Gasmaschinen genügend zu kühlen, wirkt nicht 
recht überzeugend. 

Bei der Betrachtung der Dampfturbinen macht sich wieder der Übel- 
stand bemerkbar, mechanische Grundbegriffe verwenden zu müssen, die nicht 
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vorausgesetzt werden sollen. Es ist aber für den Einblick in die Arbeits- 
weise der Turbinen wenig forderlich, den hier wichtigsten Begriff der Be- 
wegungsenergie nur mitzuteilen, weil seine Ableitung zu weit fuhren würde, 
ohne ihn wenigstens dem Empfinden näher zu bringen. Das läßt sich un- 
schwer erreichen, wenn man etwa ausgeht von einer Tabelle der Fall- 
geschwindigkeiten und Fallhöhen, die auch der noch ganz Unbewanderte 
mit dem bloßen Begriffe der Beschleunigung aufstellen kann. Auf diesem 
Wege gelangt man sehr anschaulich zu der Schätzung der Bewegungsenergie 
in Arbeitsmaß und zu der zusammenfassenden Formel selbst, wie auch zu 
dem Begriffe der Masse, dem man eine Bemerkung über das terrestrische 
Maßsystem anhängen mag. Bei einer solchen, übrigens auch ganz kurzen 
Vorbereitung würde sich die Mühe, die der Verfasser dem Turbinenelement«' 
gewidmet hat, noch mehr bezahlt machen. Ähnliches ließe sich sagen von 
der günstigsten Umfangsgeschwindigkeit eines Turbinenrades, die sich etwa 
am Peltonrade leicht ermitteln läßt. Die sehr hübsche Übersicht über die 
jetzt wichtigsten Systeme von Dampfturbinen würden durch solche knappe 
Hinweise nur gewinnen. Eine besondere Betonung des thermischen Vor- 
zuges der Dampfturbine gegenüber der Kolbenmaschine, nämlich der gleich- 
bleibenden Temperatur des Dampfes an denselben Flächenelementen, erscheint 
nicht überflüssig. 

Das Wesen der bis jetzt, mangels eines brauchbaren Kompressors, noch 
nicht lebensfähigen Gasturbine konnte in Anlehnung an die Gasmaschine 
einerseits und die Dampfturbine andererseits sehr faßlich dargestellt werden, 
während der Bericht über die Abwärmemaschinen — zu denen man eigent- 
lich auch den besonders behandelten Rate au sehen Wärmespeicher zählen 
müßte — vornehmlich die neueren Versuche mit schwefliger Säure berück- 
sichtigt. 

Im ganzen verdienen die beiden Arbeiten in besonderem Maße die 
Bezeichnung „lehrreich", denn sie bewältigen umfangreiche Stoffe in wohl 
abgemessener Beschränkung mit den einfachsten Mitteln, deren Art und 
Verwendung auch für Lehrende von Interesse sein wird. 

Berlin. A. Rotth. 



Arwed Fuhrmann. Aufgaben aus der analytischen Mechanik. Dritte 
verbesserte und vermehrte Auflage. Erster Teil: Aufgaben aus der 
analytischen Statik fester Körper. Mit 34 Fig. XII und 206 S. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 3,60 JL 

Diese rühmlichst bekannte Aufgabensammlung hat in der neuen Auf- 
lage eine nicht unbeträchtliche Vermehrung des Umfangs erfahren; sie 
bietet auf immer noch verhältnismäßig kleinem Raum in ihren 165 Auf- 
gaben eine Fülle schöner Anwendungen der Differential- und Integralrechnung. 
Besonders willkommen werden vielen die sehr ausführlichen Literaturnach- 
weise am Schlüsse jedes Kapitels sein. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsatze. 

180. Die kubische Parabel 

y-a 0 + a l x + o,* 1 + «s** 

ist das Erzeugnis eines Strahlenbüschels und einer gleichseitig-hyperbolischen 
ParaHelstrahleuinvolution, welche den Schnitt einer gewöhnlichen Parabel 
und eines ParallelstrahlenbOschels projiziert Beide Strahlenbüschel sind 
projektiv und erzeugen eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten x — 1 
und y — 0 sind und deren Potenz — a 0 ist. Dieser geometrische Zusammen- 
hang ist aus der Kurvengleichung herzuleiten. 

Holzminden. Q. Kober. 



181. Gegeben eine Cassinische Kurve (in rechtwinkligen kartesischen 
Koordinaten): ^ + ^ _ ^ _ ^ _ f 4 _ fl4 

L Wenn a 1 > f besteht die Kurve aus 2 getrennten oval-ähnlichen 
Stücken, deren eines das Spiegelbild des andern (für die y-Achse als Spiegel) 
ist Unter allen Ellipsen, die mit dem einen Kurventeil einen Brennpunkt 1 ) 
gemeinsam haben, diejenige zu finden, die sich dem Cassinischen Ovale am 
besten anschließt Dazu ist der Abstand der Ellipse vom Oval, gemessen 
auf der Ovalnormalen, zu betrachten, dieser hat für jede der erwähnten 
Ellipsen irgendwo ein Maximum, und nun soll diejenige Ellipse gefunden 
werden, für die das Maximum seinen kleinstmöglichen Wert besitzt. 

IL Ist c* > a', so besteht die Kurve aus einem geschlossenen Zuge, 
der bei festem a und hinreichend großem c eine ellipsenähnliche Gestalt 
annimmt Es soll wieder die Ellipse bestimmt werden, deren Brennpunkte 
die der Cassinischen Kurve sind, und die sich dieser möglichst gut an- 
schließt Ebenso ist der Radius desjenigen Kreises um 0 als Mittelpunkt 
zu bestimmen, für den die größt« Abweichung zwischen den beiderseitigen 
Peripherien, gemessen auf der Normalen der Cassinischen Kurve, ein 
Minimum ist. 

Potsdam, 4. Februar 1906. Otto Meissner. 



1) Z. B. den, der die Koordinaten ar — a, y ■= 0 hat. 
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8. Lösungen. 

Zu 9 (Bd. I, S. 207) (St. J oll es). — „Es ist durch geometrische- 
Betrachtungen zu zeigen, daß die Differenz o> — sin a bei infinitesimalem a> 
von dritter Ordnung unendlich klein wird." — Es ist geometrisch evident, 
daß für jeden zwischen Null und n enthaltenen Winkel o> die Ungleichung 

2 sin " < a> < 2 tan | 
besteht, weil . am Einheitskrei.se den Bogen, 2 sin " die hierzugehörige 

Sehne und 2 tan die zur Sehne parallele Tangente, soweit sie zwischen 

die Schenkel von w fallt, bedeutet. Aus dieser Ungleichung folgt durch 
Subtraktion von sin w 

2 sin " — sin co < o) — sin n < 2 tan ™ — sin w. 

Nun ist aber: 

2sm 2 — sin cd = 2 sin 0 f 1 — cos A = 8 sm 3 4 cos 4 

2 tan " - sin w - 2 tan " (l - cos« |) = 2 sin» -j tan ^ ; 
also haben wir: 

8 sin* 4 cos 4 < 6) — sin es < 2 sm- „ tan g • 

Da man bekanntlich bei infinitesimalem Winkel den Sinus und die Tangente 
durch den Bogen und den Kosinus durch 1 ersetzen kann, so erhält man 
hieraus, wenn w infinitesimal ist, 

> s 0)* 



8 



< co — sin w < .- • 

4 



Die Differenz so — sin w ist also bei unendlich kleinem p infinitesimal von. 
der dritten Ordnung. 

Aussig (Böhmen). stud. raath. J. Krug. 

Zu 10 (Bd. I, S. 207) (St. Jolles). — „Es ist der Wert von 
^ 2* +1 sin 3 "cos f ° k zu bestimmen." 

I = 2 2 2 

Erste Lösung. — Setzt man in der identischen Gleichung 

yjm - - 1)] - zw - m 

die willkürliche Funktion 

f(k) = 2*-' sin 2 -j^j, 

so wird 

f (k)-f(k - I) - ■ p sin - J S in j^J 
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Da aber allgemein 

1 1 . , r x 

4 sin x — - sin 2x =- sin 3 ^ cos 2 , 

so ist 

f(k) - f(k - 1) - sin 3 * cos J, 
und die obige Identität lautet: 

u 

1 ... «09 CO Cd 

> 2* +1 sin' . cos = 2" _1 sin — — , sin tu. 

Laßt man » ins Unendliche wachsen, so wird daraus: 

I 

^2*+' sin 8 J cos ? sin t». 

Zweite Lösung. — Es ist durch eine einfache Betrachtung klar, daß 
die Glieder der Folge 

CO CD CO 

«, = co — sin co, 0, = oj — 2 sin ^ , o 3 = co — 3 sin ^, • • a„ — m — «sin ^ 

mit wachsendem n unbegrenzt abnehmen, sodaß also lim a n =- 0. Es gilt 

daher folgende identische Gleichung: 

«i - («1 ~ «,,) + K - «<,) + («h -«<,) + ••• in iaf., 

worin die Indices t n i,, ••• beliebige Zahlen der natürlichen Zahlenreihe 
sind, die nur der Bedingung 1 < i y < i, <*,<•• • genügen müssen. 

Wählen wir nun ij = 2, *• = 4, », — 8, • • •, allgemein i n — 2", so geht 
die angeführte Identität über in: 

a — «ina si » i! - 2 "~ ' »» .)" Ä J r " '( S ^ ? " Si " F ') 



Nun ist aber, wie man leicht findet: 

S 

Wir haben also: 



9 sin " - sin - 2> sin' cos " 
2 2 2 2 



a> - sin to = yi»*" sin 8 - w , cos — , • 
/ ' 2" + 1 2" + 

* = l 

Die Annahme ♦„ — 3" führt zu folgender Gleichung » 

co - sin co - J^3" sin £ - 8— sin ^ 



oder nach kurzer Umformung: 

co — sin co = 4 ^ 3"" 1 sin 3 — ■ 
Ä 3" 

Ganz ahnliche Überlegungen gelten bezüglich der Folge: 

*>! = tan co — co, 6, «— 2 tan ™ — co, ft 3 — 3 tan - — co, • • • , b n — n tan * — 00, 
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welche < * vorausgesetzt^ ebenfalls eine Reihe von unbegrenzt abn 
Größen bildet. Es ist wieder lim b m «= 0, daher die Identität: 



n 



- A - K) + (\ - \) + (K - V + • • ■ in inf ' 

worin wieder 1 < *, < < », < • • • eine unendliche Anzahl ganzer, posi- 
tiver Zahlen bilden. 

Ist hier z. B. •„ — 2", so erhält man folgende Formel: 

tan (o cd = JjV-i (tan ?- x - 2 tan ") - j^V" 1 tan " x tan» 

Andere Annahmen für liefern ähnliche Formeln. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Kruo. 



Zu 16 (Bd. I, S. 370) (E. N. Barisien). — Demontrer que 
in 

Vcoe'e — fe'ain'eiy cqb'0 + fc' Bin»» ) 

(a«coB'e + &« a in«e)« " W 

I« 

< fl + 6 y (a«nn'e+6W«9)> " (a« + »T 

Setzt man in dem ersten Integral 9, so wird es: 



in 

r- 



in 

r 



(a ^V^;W ^Woo.V) ^ Durch ümrechmuig de8 mien 



ergibt 

- [a'sinV + 0W9] • [(a» + o^'sinV -(a 4 8in f 9 + 6 4 008*9)]» 
woraus die beiden Integrale hervorgehen: 



in 



T - r«t • / V""'? + 6»c0 8'q p)gin'qpCQ8'y * 



0 
in 



/a'sin'qp -f i^cos 1 ? 
a 4 8 in' ? + J«coB«/ f 



Sir * in 



Zerlegt man das Integrationsintervall von /,: J—J+J und setzt i 
zweiten Summanden 2ji — 9 t^», so überzeugt man sich, daß 



, ,v /a*8in*9 -|- ft*co8*qc» 

8 *~ V aW9+~&«coe»y ? 
0 
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wird. Durch weitere Zerlegung: I — / + I erhält man 



2 



X Q 3t 

•/-/♦/ 

- / a'sin'qp -+■ b* coi*qp , 
«/ a 4 Hin*<]p -}- 6 4 coa'qp ^' 



Durch die Substitution tg 95 geht dieses Integral über in : J ^ a 4 ^ » _|_ ö*)(l -f- 1 ") 
Die Methode der Partialbruchzerlegung liefert: 

/* oV + ft» I / dt a«&* / * dt 

J (««t f + 6*Xl+ «V «» + 6«/ l + < f + a» + 6y a«t'+&*' 

Das erste Integral rechter Hand ist bekanntlich *; das zweite -J^, J. Mithin 

Das Integral J x geht durch dieselbe Teilung des Integrationsintervalls mit 
nachfolgender Substitution tgqp — t über in: 

f 

r A(»*-Lhr\t I («"«n , qp + 6 , coi , v)sin , v coi» v 



4<a + °M (1 _ fma «<. +6 . ) .<"- 



Durch Zerlegung in Partialbrüche zerfällt letzteres Integral in eine Summe von 
vier Integralen: 



wo die Konstanten B t die Werte haben: 



x> a«6«_ a»6« 

^ = (a> + &V(a« - 6«) ' 4 ~ (a» -f 6«)«(a» - &»/ 



Die vier Integrale ergeben: 



/* rft * P dt x 
a«t» + b* ~ o»6» ' 2 ' ,/ <a«l» + fc«)» " o»6« ' 4 
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Demnach nimmt das Integral «7, die Form an: 

r 26» 1 2a» 1 \ 

• y i =jr | ö «_V „»-V a «_&«-»\,«_fc*j 

oder 

Mithin wird das vorgelegte Integral: 

2* 4,it 2» 

A + </ 2 - - flS _j_ + fl , + ftt - fl , + y, ■ 

Es ist unmittelbar ersichtlich, daß, wenn das Integral J, vernachlässigt 
würde, der absolute Wert des ursprunglichen Integrals ungeändert bliebe. 
Das von Herrn Barisien angegebene Resultat ist hiermit zu berichtigen: 

Statt ff+iy muB es heißen: a*+b*- 

Berlin, den 18. November 1906. stud. math. Werner Gaedecke. 



Zu 149 (Bd. X, S. 327) (E. Lampe). — Erste Lösung: Zwei 
Oeraden einer Ebene schneiden sich in C unter dem Winkel y; im Punkte P 
der beliebigen Kurve K ist die Kurventaugente gezogen, die die Geraden 
in A und B schneidet; der Flächeninhalt des Dreiecks ABC ist J. Zu 
beweisen ist, daß J einen größten oder kleinsten Wert erreicht, 1) wenn 
die Tangente in P durch C geht, 2) wenn P ein Wendepunkt der Kurve 
K ist, 3) wenn P die» Mitte von AB ist. Bekanntlich wird bei einer 
Hyperbel der Tangentenabschnitt zwischen den beiden Asymptoten durch 
den Berührungspunkt gehälftet, und der Flächeninhalt des von den Asym- 
ptoten und diesem Tangentenabschnitt gebildeten Dreiecks ist konstant. 
Unter Benutzung dieses Satzes ergibt sich leicht, daß Dreiecke, gebildet 
von Kurventangenten, deren Berührungspunkt das Tangentensegment zwischen 
den beiden gegebenen Geraden hälftet, Maxima oder Minima sein müssen. 
In der Tat kann dann die Kurve in der Umgebung des Berührungspunktes 
durch einen berührenden Hyperbelbogen von infinitesimaler Ausdehnung (mit 
den beiden Geraden , als Asymptoten) ersetzt werden. Eine unendlich kleine 
Variation der Tangente ändert dann an dem Flächeninhalte des Dreieckes, das 
durch die Tangente und die beiden Geraden gebildet wird, nichts, woraus 
folgt, daß dieses in diesem Falle ein Maximum oder Minimum sein muß. — 
Ferner ist klar, daß das durch eine Wendetangente und die beiden Geraden 
gebildet« Dreieck ein Maximum oder Minimum ist, weil die durch die Wende- 
tangenten auf den beiden Geraden abgeschnittenen Strecken stets gleich- 
zeitig beide Maxima oder Minima sind und weil der Flächeninhalt des be- 
trachteten Dreieckes dem Produkte dieser Abschnitte proportional ist. 

Analytisch kann man so schließen: Die beiden gegebenen Geraden 
seien Achsen eines schiefwinkeligen Koordinatensystems. Die Gleichung der 
Kurve sei in sogenannten Plückerschen Linienkoordinaten gegeben: f\u. r) = 0. 

— 1 und — - sind die Abschnitte der Tangenten auf den Koordinaten- 

achsen, die miteinander den Winkel y einschließen. Der Flächeninhalt des von 
einer Tangente und den Koordinatenachsen eingeschlossenen Dreiecks ist 
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also A =• - Ä — Wenn wir von dem selbstverständlichen Extremum J = 0 

absehen, welches dann entsteht, wenn m und v unendlich sind, d. h., wenn 
die betreffende Tangente durch den Ursprung des Koordinatensystems hin- 
durchgeht, so wird J dann ein Maximum oder Minimum, wenn uv ein 
Minimum oder Maximum wird, also wenn udv -f vdu — 0 ist; d. h. die 
Kurve kann an der Berührungsstelle ersetzt werden durch einen Bogen der 
Hyperbel uv ™ const., deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind. 
Außerdem ist diese Differentialgleichung noch erfüllt, wenn du = 0 und 
gleichzeitig dv — 0 ist, welches die bekannten Bedingungsgleichungen für 
eine Wendetangente sind. 

Außig (Böhmen). stud. math. J. Karo. 

Zweite Lösung: In dem Koordinatensystem, dessen Achsen die Geraden 
CA und CB sind, sei . . 

9 — * W 

die Gleichung der Kurve J5T, und man setze 

d_y_dF(x) , d«y_<i'F\r)_ « 
dx rfx ^ y ' d.r* rfx« y • 

Die Tangente im Kurvenpunkte P schneidet von der Abszissenachse die 

Strecke CA — ^—^. " und von der Ordinatenachse die Strecke CB — y—y'x 

ab; mithin ist t 

woraus man durch Differentiation erhält 




Die größten oder kleinsten Werte von d treten also ein, wenn entweder 
y" — o oder y + y'x = 0 oder y — y' x = 0 

ist Die erste dieser Gleichungen liefert die Wendepunkte der Kurve K; 
aus der zweiten erhält man in Verbindung mit der Gleichung CB =- y — y'x 
ff «ü | CB, d. h. Punkt P ist die Mitte von AB\ aus der dritten Gleichung 
und der für CB ergibt sich CB = 0, d. h. Punkt P ist einer von den 
Punkten, deren Tangente durch C geht. 

Um zu entscheiden, welche von den ausgezeichneten Werten des 
Dreiecks ABC Maiima und welche Minima sind, bilde man den zweiten 
Differentialquotienten der Funktion ^, nämlich 

d>J 2y ' y ' (y - y'x) + y'y" (y + y'x) (y - y'x) -2y"V 1 
_ y , s r- • 2 siny. 

Hieraus ergibt sich 

1. für y" =■ 0: die Funktion wird ein Maxiraum oder ein Minimum, 
je nachdem y'" (y -f y'x) (y — y'x) negativ oder positiv ist; 

2. für y -f y'x — 0: die Funktion d wird ein Maximum oder ein 
Minimum, je nachdem y'*y" (y — y'x) — y"'y* und y' entgegengesetztes 
«der gleiches Vorzeichen haben: 

Archir dar M»them»tlk and Phytik. III. Reihe. XII 7 
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3. für y — y x — 0: die Funktion A wird ein Maximum oder ein 
Minimum, je nachdem y' positiv oder negativ ist. 

Zu beachten ist dabei, daß die Funktion A negativ werden kann, 
nämlich wenn die Strecken CA und CB als Abszisse und Ordinate ver- 
schiedene Vorzeichen haben, daß daher der Wert A — 0 nicht nur ein 
Minimum, sondern auch ein Maximum sein kann; ferner, daß der absolute 
Flacheninhalt des Dreiecks ABC für ein negatives A bei Eintritt des 
Maximums einen kleinsten Wert, bei Eintritt des Minimums aber einen 
größten Wert erreicht. 

Anwendung auf die Kurve y — x* — 6x* -f- IIa; — 6. Man kauu 
die Gleichung schreiben 

y-(*-l)(*-2)(*-3)i 

die durch sie dargestellte Kurve schneidet demnach die Abszissenachse in 
den Punkten x=l, x = 2, x = 3 und die Ordinatenachse in dem Punkte 
y = — 6. Man findet 

y ' _ 3x> - i2x + 11, y" = 6x— 12, y"'*=6, 
(2t 9 — ex' + e) 1 l . 

rf ^ (6g - 1«) (**' - 18** + 22a - 6) (2 x 9 - 6x« + 6) 1 . 

~dx ~ (8x* - 12x + 11)» * 2 8111 f* 

Ausgezeichnete Werte von A treten ein für 

(l)x=2, (2) 2x* — 9x* -f- 11 x — 3 = 0, (3) x* — 3x* + 3 — 0. 

Gleichung (l) liefert den einzigen Wendepunkt der Kurve (^ = 2, ^^O); 
das zugehörige y ' ist — 1 ; die Tangente schneidet von den Koordinaten- 
achsen die gleichen Strecken CA = CB = 2 ab, und A l = 2 sin y ist ein 
Maximum. Aus Gleichung (2) erhalt man die drei Punkte 

f s~ *' ~~ g » = 2 » — o ; — 2 » 

— 3—1/6 

* T - K — 

Dies sind die Punkte, die das Tangentensegment AB halbieren; die zuge- 
hörigen Werte von A sind 

A t — £ sin y, ein Minimum, 
=» — 2 sin y, ein Maximum, 

A i — — 2 siny, ein Minimum. 

Durch Gleichung (3) sind die Punkte bestimmt, deren Tangenten durch C 
gehen, für die also A — 0 ist. Ihre Abszissen sind 

_ = _ VL _ _ V» _ _ V* 

^ 2 cos 10°' 6 2 cos 60° ' 2 cos 70°' 

Da die Funktion y' positiv ist in dem Intervalle von x — — oo bis 

x - 2 — *Y3 und negativ in dem Intervalle von 2 - |]/3 bis 2 + {^3, 
da ferner x 6 und x 6 in dem ersten Intervalle liegen und x 7 im zweiten, so ist 

A b — 0 ein Maximum, 
=» 0 ein Maximum, 
A 7 = 0 ein Minimum. 
Prenzlau. W. Stegemann. 
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Zu 150—152 (Bd. X, S. 327) (G. Kober). — Erste Lösungen: 
Auf dem Kegelschnitt A = jr, : x, — x 8 :x 8 oder K = x l x i — j|«=0 seien die 
Punkte P x und P 8 durch 

a 0 A" + a t A + o, = 0 
bestimmt; ferner seien 7?j und iüj die Kegelschnittpunkte A = — — und 

A = - Die Gleichung des Strahls P,P, ist 

. OoXi + a,x, + a*x 8 - 0. 

Er ist der gemeinsame Strahl der beiden Strahlenbüschel, die als Grund- 
strablen 

(1) a 0 x, + «1«, — 0 und x 8 — 0 oder und ^-4 t , 

(2) x, — 0 und a x x 2 + a t x 3 — 0 oder -4 S ^, und 

haben. In dem besonderen Falle aj = 0 fallen beide Strahlenpaare mit 
dem Strahlenpaar A t A z und Ä t A l zusammen; es ist X x — — A,; A t P l P i 
ist eine Gerade, und die Punkte .4,, A s , P lf P 8 sind harmonische Punkte 
des Kegelschnitte. 

Es seien jetzt vier Punkte P l% P 8 , P 8 , P 4 des Kegelschnitts K — 0 
durch die Gleichung 

V 4 + V + + M + a< - 0 

gegeben. Setzt man hierin A* «= ^ und A = - = — , so erhält man die 
Gleichung eines Kegelschnitte 

H = a 0 x* + a l x i x % + «fXjXa + a^x, + a 4 xf — 0, 
der durch die vier Punkte P geht. Man kann diese Gleichung in den 
Formen x^Xj + c^x,) + ^(a,*, + «8*, + «4«») - 0, 

•»"»(«o*! + «i't + «**s) + ^aOs*» + «4*») - 0 

schreiben. Demnach gehört der Kegelschnitt H=0 erstens dem Kegelschnitt- 
bflschel an, das durch die Strahlenpaare x, = 0, « 0 x, + «iX, — 0 und 
x 3 = 0, OjXi + a s x, + «4*8 0 bestimmt wird, und zweitens demjenigen, 
das durch die Strahlenpaare x x 0, ff 0 x, + a,x 8 + a,x s =■ 0 und x, — 0, 
rijX, -f- a 4 x 8 — 0 bestimmt wird. Hierin sind die Strahlen x x = 0 und 
x 8 — 0 die Dreiecksseiten A^A t und ^j^ f ; der Strahl a 0 x x + a x x 8 «= 0 

verbindet die Punkte J 8 und A — — °' , der Strahl a,x 8 + «4X3 — 0 die 

Punkte A x und A = — —\ der Strahl a t x x a 8 x 8 -f* « 4 x 3 0 geht durch 

die beiden Punkte a,A* + a 8 A -f a 4 — 0 und der Strahl a 0 x x + ajX s -f OjX 8 — 0 
dnrch die Punkte a 0 A* + c^A + o, = 0. 

In dem besonderen Falle a 0 — 0 ist eine der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung vierten Grades, etwa A 4 , unendlich groß, und Punkt P 4 fällt mit 
dem Punkte A — oo, d. h. mit A x zusammen, so daß nur 3 Punkte übrig- 
bleiben: die Gleichung reduziert sich auf eine Gleichung „ dritten Grades. 

Es seien nun die drei Punkte P n P 8 , P 8 des Kegelschnitte K => Q 
durch die Gleichung ^ + flj A > + flj A + Ä 0 

V 
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gegeben; dann laßt sich zeigen, daß, wenn i — i 4 = 0 einer dieser Punkte 
ist, die beiden anderen jedesmal die Schnittpunkte derjenigen Sekante sind, 
die den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

^1 + l i X i ™ °» "1*1 + a i r * — 0 
mit dem Schnittpunkte der beiden Strahlen 

x, + A f x 3 = 0, a 0 x x + a,J 3 = 0 

verbindet. Es sei • — 1, also P t der Punkt l — 1, = 0. Die Gleichung 
des Strahls P,P, ist 

*t - Ol + + Vj - 0 
oder, weil - (A, + A 3 ) - Ä + |, und i,*, - - \ ist, 

«0 A 1 X 1 + *l( a i + a O l l) X i ~ a 3 X S = °- 

Addiert man hierzu die Gleichungen 

— («! + «o^i)^ + h x i) = 0 «i^i + o,x 3 — 0, 

so wird die linke Seite gleich Null. Die Gerade P 2 P 3 geht also durch den 
Schnittpunkt der beiden Strahlen x, + A,*, — 0 und OjXj + «s^s = 0. 
Addiert man ferner die Gleichungen 

Ai [00*1*1 + *i( a i + Mi)*» _ "s^al = °» 
(aji, + a,)(i, + ^x,) = 0, 

— i}(Oo*i + a«*a) = °> 
so wird die linke Seite ebenfalls gleich Null; denn es ist 

Die Gerade P,P 3 geht also auch durch den Schnittpunkt der beiden Strahlen 
x s + *i*3 ~ 0 und a o x i + o, x, => 0. 

Die hier in Betracht kommenden Strahlenpaare erhält man aus dem 
schon vorhandenen Punkte P x oder k = l x und aus den 3 Punkten P 4 oder 

a. 

1 = — folgendennaßen: Der Strahl A t P x treffe den Kegelschnit JT=0 

a <-i 

zum zweiten Male in P[\ dann ist P[ der Punkt l = — A t ; daher ist 
Xj -fAx, = 0 der Strahl ^P^ x 2 + A,x, — 0 der Strahl ^P,'. Ferner 
sind a x x x + o,Xj = 0, OjX, + a,x 3 = 0, a 0 x x + a,Xj — 0, a x x i -f a^x, — 0 
der Reihe nach die Strahlen A t Ii i , A X R S , -^a-^n ^i-^r ^ er Schnittpunkt 
8 der Strahlen -4 3 Pj und liegt auf dem Strahl a l x l — a 3 x 3 = 0 

oder A t S; demnach ist a l x l + a 3 x 3 = 0 oder ^4 S ^ der vierte harmonische 
Strahl des Büschels A 3 (A v A 9 ; S, Q x ). Der Schnittpunkt T der Strahlen 
A s JR i und A l Il t liegt auf dem Strahl a Q x l — a s x 3 — 0 oder ^4, P; demnach 
ist a 0 x x + a 2 x 3 = 0 oder -4 2 ^) 2 der vierte harmonische Strahl des Büschels 
A? (A v A z \ P, Q t ). Man findet also der Reihe nach die Punkte P[, S, T 
und die Strahlen A t Q v A t Q r Schneiden sich dann die Strahlen A 3 P[ und 
A t Q t in T, die Strahlen AJ>[ und A t Q t in F, so ist UV derjenige Strahl, 
der den Kegelschnitt A' = 0 in den Punkten P 8 und P 3 oder A =■ i, und 
A — A 3 trifft. 

Prenzlau. W. Steoemann. 



Digitized by Google 



Vernaschte Mitteilungen. 



101 



Zu 150 (Bd. X, 327) (G.Kober).— Die zwei Punkte a 0 X* + (^1 + a, = 0 
des Kegelschnittes l = x x : Xj = x f : x, sind die Schnittpunkte eines Strahles, 
den zwei Strahlenbüschel gemein haben. Welche Strahlen bestimmen beide 
Büschel? Welche Strahlen ergeben sich in dem besonderen Falle a x — 0? 

Zweite Lösung. — Die zwei Punkte, in denen die zwei Strahlen 
a 0 x* fjXjX, -f a, x\ — 0 den Kegelschnitt x x x s — x* zum zweiten Male 
schneiden, sind die Schnittpunkte des Strahles a Q x x -\- a x x t -\- a i x i = 0^ 
welcher sowohl den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

«o*i + «1*2 °~ 0» -r s = 0 

als auch den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

a x x t -f a s x s ="0, x x = 0 

enthält. In dem besonderen Falle a x — 0 sind beide Strahlen beide Mal 
x 1 x 3 = 0; der dritte Strahl beider Büschel ist dann a 0 x x + a,x 8 = 0. 

Holzminden. G. Kobkr. 

Zu 151 (Bd. X, 327) (G. Kober). — Die vier Punkte a^l' + a t l* 
+ a t X* + Oj,A -j- a 4 — 0 des Kegelschnittes A — x x : x, — x, : Xj sind die 
Schnittpnnkte eines zweiten Kegelschnittes, die zwei Kegelbüschel gemein 
haben. Welche Strahlenpaare bestimmen beide Büschel? Welche Besonder- 
heit ergibt sich in dem Falle a 0 =» 0? 

Zweite Lösung. — Die vier Punkte, in denen die vier Strahlen 
e^x* + a x x\x % + a i x\x\ + a 3 x,xf -f- — 0 den Kegelschnitt x x x $ =- xjj 
zum zweiten Male schneiden, sind die Schnittpunkte der Hyperbel 
a 0 xl + a^x, + «jXjX, + ffjXjX, + a 4 x* = 0, welche sowohl die Schnitt- 
punkte der Strahlenpaare 

(a 0 x, + + «i* s )*i - 0, (« 3 x, + ö***)*! - 0 

ab, auch die Schnittpunkte der Strahlenpaare 

(a 0 x, + a,«,)^! = 0, fox, + a,x, -f a 4 x,)x, = 0, 

mithin zweimal die drei Punkte 

(a 0 x, + a,x f )x, - 0, (a,x, + a^x, = 0, x,x, - ü 

wie außerdem die beiden Punkte 

(«0*1 + «i*i + «1*1) («1*2 + «4*l) = °» 

(«o*i + «1*1) («1*1 + «1*1 + «4*s) - 0 , 

enthält. Im Fundamentalpunkte x x x % — 0 wird dieser Kegelschnitt von 
a x x x + fl a x s — 0 berührt; seine Tangenten in den beiden andern Doppel- 
punkten sind: . . • 

(«o*i + «i*« + «i* 8 ) : «i*s ™ «o : «1 » 

«1*1 : («i*i + «s*2 + «4*3) = «» : «« 1 

mithin Strahlen desjenigen Punktes, in welchem sich die beiden Strahlen 

«1*« + «1*3 0 1 «1*1 + «s*i — 0 
schneiden. Im Falle a 0 =- 0 wird der gesuchte Kegelschnitt in x,x, = 0 
von OjXj + o t x s = 0 berührt. 

Holzminden. G. Kober. 
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Zu 152 (Bd. X, 327) (G. Kober). — Ist X - X, , — 0 einer von den 
drei Punkten a 0 X* + a x 1* -}- a t X -f a 3 = 0 des Kegelschnittes X — x, : x, — x, : x s , 
so sind die beiden anderen Punkte jedesmal die Schnittpunkte derjenigen 
Sekante , welche den Schnittpunkt der beiden Strahlen x x -f- X t x, — 0, 
a,x, -f a s x s = 0 mit dem Schnittpunkte der beiden Strahlen x, +• A,x, = 0, 
a 0 x t + a,x g ~ 0 verbindet. Wie folgen diese Strahlen aus dem vorhandenen 
Punkte X — X { — 0 und den gegebenen drei Punkten a i _ l X + a { — 0 des 
Kegelschnittes? 

Zweite Lösung: Die Entwicklung von f(X) — f{X t ):(X — X { ) = 0 gibt 
a,l f + (a 0 i,. + 4)1 + + «1*1 + «t) -0 

als Gleichung der gesuchten Punkte. In ihnen wird der Kegelschnitt 
A = x x : x, — x, : x, von der Geraden 

a 0 *i + (Mi + + M + + «*)*• - 0 

geschnitten, welche die beiden Strahlen 

(a 0 A 4 + a x ) («, + ^Xj) + (</ 0 x, + a,x s ) - 0 , 

(V< + «i) (*i + *<*s) — ( fl i x i + «s^s) - o 

deckt. Der hier benutzte Punkt A -f- A f = 0 des Kegelschnitts ist dem vor- 
handenen Punkte l — X t = 0 desselben konjugiert, d. h. der zweite Schnitt- 
punkt der durch diesen Punkt gehenden Sekante x, — A?x, — 0. Die beiden 
Punkte aber auf x, =- 0, die mit der gegenüberliegenden Fundamentalecke 
zu verbinden sind, sind die Schnittpunkte der beiden Strahlen 

o 0 x l + a x x % + o s x 8 »0, 

a l x l + o,x, + 03X5 - 0, 

welche die auf x s 0 und x x 0 geworfenen Projektionen der beiden 
ersten und der beiden letzten von den drei gegebenen Punkten verbinden. 

Holzminden. G. Kober. 



Zu 154 (Bd. X, S. 328) (H. Wieleitner). — Gegeben sind die Kreise 
K mit dem Durchmesser A B — 2 ü und K' mit dem Durchmesser A ' B = 2 r. 
Beide Kreise berühren sich in /;. Nimmt man A ' als Anfangspunkt und 
A ' B als positive x- Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so # ist 
die Gleichung des Kreises K 

[*-(2r^Ä)] t + y f - tf* 

und die des Kreises K' 

\x - r y + y s - r* 

Das obere oder untere Vorzeichen ist zu nehmen, je nachdem sich die 
Kreise von innen oder von außen berühren. Durch den Punkt A' lege 
man den beliebigen Strahl y — Ax, der den Kreis K in Q und den Kreis 
K' in Q' schneidet, und trage auf dem Strahl von A' aus die Strecke 
A'P=A'Q — A'Q' ab. Dann sind die Abscissen von Q und Q' 

2rj:R + VR* + *l>r(±Ii-r) ' Sr 

*i - Y+7» ~ f+T»' 
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mithin die Abscisse von P 

mmm *i-+ r+x» 

Setzt man hierin i — ~, so erhält man die Gleichung des Ortes von P, 
d. h. die Gleichung der als Kreis-Kissoide bezeichneten Kurve, nämlich 

(** + y'X*' + y* ± 2Rx) - 4r(± R - »V - 0. 
Für i? = oo wird hieraus 

*(x , -r-y , )-2ry» = 0, 

also die Kissoide des Diokles; für i? 2r, wenn sich die Kreise K und K r 
von innen berühren, 

(*> + y«)(x f + y 8 + 4rx) - 4rV - 0, 
d. i. die Kardioide. 

Hiernach läßt sich die Kardioide als Kreis-Kissoide konstruieren- Um 
zu zeigen, daß diese Erzeugungs weise der Kardioide der sonst üblichen 
äquivalent ist, zeichne man noch den Kreis K" mit dem Durchmesser 
AA' =- 2r. Der durch A' gelegte Strahl treffe K" in S. Nach dem ge- 
wöhnlichen (konchoidalen) Verfahren erhält man einen Kardioidenpunkt X, 
wenn man auf dem Strahl in der Richtung von S nach A' die Strecke 
SX=> 2r abträgt. Nun ist, weil die Kreise Ä" und K" kongruent sind 
und A' ihr innerer Ähnlickeitspunkt ist, SA' ■=• A'Q\ also A'X***SX 
— SA' - 2r - A'Q' - A'Q - A'Q' - A P; folglich fällt X mit P zu- 
sammen, was zu beweisen war. 

Prenzlau. W. Steoemann. 

Eine ähnliche Lösung von stud. math. A. Wieferich (Münster i. W.). 

Red. 

Zu 155 (Bd. X, 328) (H. Wielei tner). — Man zeige, daß die acht 
Berührungspunkte der gemeinsamen Tangenten zweier Kreise mit den 
Radien R und r, wenn der Mittelpunktsabstand a = V'S (/i* + r s ) ist, auf 
zwei zueinander senkrechten Geraden liegen, deren Schnittpunkt die Zentrale a 
im Verhältnis R' : r» teilt. 

Erste Lösung: Ich lege der Betrachtung ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system zugrunde, dessen Ursprung in dem Mittelpunkt des Kreises mit dem 
Radius R liegt, und dessen x- Achse mit der Richtung der Zentrale a zu- 
sammenfällt. * Sind (j^, y a ) und (ari, yi) die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes auf dem Kreise mit dem Radius R bezw. r, dann mögen die acht 
Berührungspunkte der gemeinsamen Tangenten bezeichnet werden mit 

4. = (*r>yr)> A' r = (x' r ,y' r ), (r-1,1.3,4) 

wobei sich die Indices 1 und 2 auf die äußeren, 3 und 4 auf die inneren 

Tangenten beziehen. Vermöge der Relation a =»V 2 ( R* + r*) ergeben sich 
die Längen der äußeren und inneren Tangenten gleich R -j- r bezw. R — r. 
Analytisch ausgedrückt, ist 

(1) (*« - <y + (Mm - y'J 1 - (* + i- - «. 

(2) (*„ - x'„y + (y„ - y' n y - (Ä - r)\ (-3 4) 
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Beachtet man noch, daß für die Punkte A r und A' r die Gleichungen 
(3) + hezw. (x;-a)» + y;» = r« 

gelten, so gehen die Gleiehungen (l) und (2) über in 

ax' n - {x m x m + y m y' m ) - R> + i?r + r», 

- + **) - R* - Rr + r» 

Nun folgt aber aus der Gleichung der Kreistangente 



also ist 
oder 



ax; - 22?* + + r», ax' n - 2Ä S -Är + r 1 
2J?» + Är + r» . 2Ä« — J?r + r f 



/«(*"'"+ r") 



Da sich ferner X * = — -— - und 



verhalten, so folgt 



R r R 

* 1/2 (Ä s + r») ' " ™ V2 (Ä* + r*j 
Aus der Kreisgleichung (3) ergeben sich die zugehörigen Werte von y: 



r(Ä-r) _ 
' ^V2(ü»-fr«) 



Sollen vier Berührungspunkte, z. B. A l% A' t , A' iy A 4 auf einer Geraden 
liegen, so muß die Gleichung 



*x 9i 1| 




.Vi 




*i * 1 




x t Vt i| + 




y't 






- 0 


* 8 !] 


*4 






*; + *4 yi + y 4 2 





identisch erfüllt sein. In der Tat ist 

*i + «4 y| + y 4 2 



Ä(Ä-r) Ä(Ä + r) 1 
~ ilÄ'Vr«) • 2 ü' -f J?r + r' - r (Ä + r) 1 

3]?» + ^ 2**-r* 2 



2(Ji« + r») 



7?(Ä-r) Ä(Ä + r) 1 
2 Ä s -f Är + r* — r (R + r) 1 
R(R-r) R(R + r) 1 



-0, 



weil in der letzten Determinante zwei Zeilen gleich sind. Es liegen also 
die genannten Punkte auf einer Geraden. Wegen der Symmetrie in bezug 
auf die Zentrale folgt unmittelbar, daß auch die Punkte A' l% J^, A i% A\ auf 
einer Geraden liegen. 
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Gleichungen der beiden Geraden lauten beziehungsweise 

2J?» 2Ä* 

y = — x 4- - und y — x — — . — — • 

Aus ihnen ist sofort ersichtlich, daß die Geraden aufeinander senkrecht 
hieben und sich in einem Punkte der Zentrale schneiden, der von dem 
Mittelpunkt des Kreises mit dem Radius R (dem Koordinatenanfangspunkt) 

den Abstand ^=_r^^r__= hat. Die Entfernung von dem Mittelpunkt des 

2 r 1 

andern Kreises betragt — — also teilt der Schnittpunkt der beiden 

6 Y% (R* + r*) 
Geraden die Zentrale im Verhältnis R % : r s . 

Berlin. stud. math. Alfred Baruch. 

Die gleiche Lösung ist noch von stud. matk W. Gaedecke eingelaufen. 

Red. 



Zweite Lösung: Es sind zwei Kreise gegeben, deren Radien R 

und r sind und deren Mittelpunktsabstand M x Jf, — a — Vs'p* +~r*) ist, 
und es soll bewiesen werden, daß die 8 Berührungspunkte der gemeinsamen 
Tangenten dieser Kreise auf zwei zueinander senkrechten Geraden liegen, 
deren Schnittpunkt die Zentrale a im Verhältnis R* : r 8 teilt. — Die Be- 
rührungspunkte der äußeren gemeinsamen Tangenten seien A x , B x und A 8 , B iy 
die der inneren A s , B 3 und A 4 , B 4 ; das durch die Diagonale M x M t be- 
stimmte Quadrat sei M x N^N r Dann ist, weil M X M, = 1/2(7?" + r») 

ist , M 1 K l = N X M S - M S N, = N S M X = + r * ; fol 8 lich ' wenn man 
von JV r , aus an die Kreise M x und Jüfj diejenigen Tangenten N x X und A\ Y 
zieht, die die Gerade M x N s außerhalb der Strecke M x M t treffen, N x X — r 
und JVj Y =■ 7?. Daraus ergibt sich die Kongruenz der Dreiecke M \ A*j X 
und ^Jfjy, woraus dann folgt: tf|J^| X + jtfgA^ T— 90°, und da 
auch Jf^lf, = 90° ist, so ist XN X Y eine gerade Linie, d.h. die 
Punkte -X, Y fallen mit A u B x zusammen, und die Gerade XN X Y ist die 
geineinsame äußere Tangente A X B X . Zieht man von N x aus an die Kreise 3I X 
und 3/ 2 die zweiten Tangenten, so liegen diese symmetrisch zu A X B X , in 
bezug auf N X M X bez. X X M 3 ; sie fallen also in eine Gerade zusammen, 
nämlich in die gemeinsame innere Tangente N x A 3 B r Aus der Symmetrie 
der Figur folgt die entsprechende Lage der gemeinsamen Tangenten A i N i B t 
und X i A l B i . Außerdem ergeben sich leicht folgende Beziehungen: die 
Tangenten A X B X und A i B l schneiden sich rechtwinklig im Punkte K v und 
es ist K X A X — R, K X B X — r; entsprechendes gilt von den Tangenten A^B S 
und A 3 B S und ihrem Schnittpunkt K t \ die Vierecke A X M X A A K X , A i M x A s K t> 
B x M i B 4 K x , B^M^BfKf sind Quadrate, die Vierecke M x N x B x A 4 , J/j 2V, J? 8 A,. 
M t N x A x B A , M 3 N t A t B s Parallelogramme; die Dreiecke M x K l 3f s und 
M l K i M i sind dem Dreieck M X A X N X ähnlich. Hiernach ist A x B i || M t N x 
und A i B i | M S N X ; es ist aber auch A x A i \\M i N x und B,B 4 fl M t N x ; 
mithin liegen die Punkte A x , A s , B 2 , B t in einer Geraden, die die Zentrale 
unter einem Winkel von 45° schneidet ; der Schnittpunkt sei 0. Ebenso liegen 
die Punkte A t , A 4 , B v B t in einer Geraden, die ebenfalls durch 0 geht und die 
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Gerade A x 0 rechtwinklig schneidet. Man hat weiter: A A x OB x ~ A M x A x X xr ' 
weil die Winkel gleich sind; mithin OA x : OB x *= A X M X : A X X X =- R : r. 
Da A X K X = R und B X K X = r, so ist OK x die Halbierungslinie des 
Winkels A x 0B x , steht also senkrecht auf M x M t und ist die Höhe des 
rechtwinkligen Dreiecks 3f x K x M s . Daraus ergibt sich: M x O:M s O 
-M X K\ : JfjA'f = /?»:r s . 

Prenzlau. - W. Steoemann. * 

Dritte Lösung: Folgender Satz ist bekannt (s. etwa Salmon- 
Fiedler, Kegelsdmitte Art 366 — 369): Der Ort aller Punkte P, von denen 
aus an zwei Kegelschnitte K x und K s zueinander harmonische Tangenten- 
paare gehen, ist ein zu K n Kj kovarianter Kegelschnitt F, der sämtliche 
acht Berührungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten von K, und K, 
enthält. 

Im vorliegenden Falle ist, unter Benutzung des in der Lösung von 
Herrn A. Baruch angewendeten Koordinatensystems 

K, = a-* + y s — Ä* =- 0 , 

K, = + y »_r 2 = 0. 

Hat P die Koordinaten |, t}, so erhält man für die beiden Tangentenpaare 
die Gleichungen 

T, (xl + yrj- R')' - (*■ + y* - i? 8 ) ($ 8 + t, 8 - Ä 8 ) - 0, 

T 8 = f> - a)({ - a) + y t, - r 8 ) 8 - ((* - «) 8 + y 8 - r 8 ) . ((£ - a) 8 + - r») - 0 

oder umgeformt 

T, = (x - 0" - r) + 2(x - |) 0 - q) u + Or- ^ (Ä 8 - $■) - 0, 

T s - (* - 1) 8 (r» - -fl + 2 (« - g) (jr - ,) Q - «) n + (jf - ,) V - (i - «)*) - o. 

Die Bedingung nun, daß Tj und T s harmonisch liegen, ist das Verschwinden 
der harmonischen Invariante, wobei J x und T, als quadratische Formen 
in (x — £), (y — y) aufgefaßt werden. Es ergibt sich (s. Salmon-Fiedler, 
Art. 15 und 340): 

F = (R* - |«) (r 1 - ifl - 2|^(| - a) + (Ä 8 - ,«) (r 8 - (| - a) 8 ) - 0. 

Dies ist für variable |, ? / die Gleichung des kovarianten Kegelschnitts. Man 
bringt dieselbe leicht in die Form 

F — ^§ — S r_jr r ,j - * ' " 2?» + r , - ~ (Ä i+ r y 0. 

Verschwindet hier die Konstante, so ergeben sich zwei senkrechte Gerade 

a i?* 

durch den Punkt | = ^, „ tj = 0. Dann ist aber 2 R* -r-2r 8 — a 8 — 0, 

d.h. a — V2(R* + ^r 8 ). Das Weitere wie oben. Das Linienp aar bildet die 
Grenze zwischen zwei in verschiedener Lage befindlichen Hyperbeln für 
a 1 > 2 (i? 8 + r 8 ) und i? 8 + r 8 < a 8 < 2(Ä 8 + r 8 ). Für a - 0? 8 +T 8 
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gibt sich ein Parallelenpaar, das für a < -f- r* in eine Ellipse über- 
geht, bis schließlich für a — 0 ein zwischen den beiden gegebenen Kreisen 
verlaufender Kreis resultiert. 

Speyer. H. Wielbitxeb. 

Ähnliche Lösungen noch von den Herren C. Ho ff mann (Schorndorf, 
Württemberg) und H. Egerer (Frankfurt a. M.). Red. 



Zu 156 (Bd. X, S. 328) (0. Meißner). Dem gegebenen Dreieck ABC 
mit dem Inhalt J ein ihm ähnliches vom Inhalte i (< J) einzubeschreibeu. 

Wann (bei welchem Verhältnis yj nat aie Aufgabe mehr als die drei 

evidenten Lösungen? — Nimmt mali der einfacheren Behandlung wegen 
die Punkte A'B'C so an, daß A' auf AB, B' auf BC und C auf AC 
liegt, und setzt man ferner die Seiten des gesuchten Dreiecks zu a\ //, c 
an und C'B'C=* A'C A — B'A B = <p, sowie AA' = z, BB' = x 
und CO' = y, so folgt 

xsinß — c'sinqp, y sin y = a' sin <p, r sin er = £>' sin qp. 

Liegen nun zuerst A\B\C' auf den Seiten von ABC selbst, und nicht 
auf deren Verlängerungen, so ergibt sich mit Benutzung der Inhalts- 
gleichungen: 

(ab — «V)siny = sin<p(c'(r — x) + a\a — x) -f b'(b — y)). 

Setzt man für x, r die aus den ersten Gleichungen berechneten Werte 
ein, so folgt 

(ab — a'b') sin er sin ß sin* y = sin tp(a' sin a sin y(a sin ß — c' sin <jp) 

-f- // sin er sin 0(6 sin y — a' sin qp) -f- c ' sin 0 sin y(c sin o — b' sin 9?)). 

Nimmt man sin/3 =» * sin er, siny = C sin er sowie J — tp, also 




so folgt nach einiger Umformung 

<y — sin>a — sin 91 sin a ■ T ? ftc(a'+ ft* + r 1 ) — sin s <p(a*& S + a»c* + 

Die Diskriminante dieser Gleichung ist mit Weglassung des von Null ver- 
schiedenen überflüssigen Faktors 6 8 c l sin* er : 

D =_ ^»((o» -f 6» -f c*)* — 4 aV + «V -f 6'c»)) + 4(a*&» + a*c* + ft J c*) 

Daraus folgt, daß für 9 entweder 2, 1 oder keine reelle Lösung vor- 
handen ist, je nachdem 

TJ < i&'c 1 — (a' — b* — ey sin 1 « "** ain'? »in* y ' 

Liegen nun A\B\ C auf den Verlängerungen der Seiten von ABC, 
so geht die Inhaltsgleichung über in 

{a'b' — ab) sin y = sin <jp(«'(a + x) -|- b\b -j- y) + c'(c + y)J 
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und durch Einsetzen der Werte wie oben folgt 

(1 — ij 2 )6 s c* sin 8 u — sin q> sin aijftc(a s + 6 2 + c 2 ) + 8ÜJ 2 tp(a s b* -f a 2 c* -f l>*c*). 

Wie ein Vergleich sofort zeigt, ist die Diskriminante in diesem Fall 
genau gleich dem obigen Werte, sodaß also allgemein folgt, daß sich mehr 
denn 3, nämlich 6 Lösungen geben lassen, wenn 

( J ) < - V + \* + • \ 
\ i/ sin*a 1 nn'ß 1 Bin*y 

Frankfurt a. H. H. 



Zu 164 (Bd XI, 8. 129) (L. Saal schütz). — Die Diskriminante der 

Funktion fix) = x" + A^' 1 + A^x*'* -\ h A n _ l x + A H ist definiert 

durch den Ausdruck: «fti-ij 

D = (-ir j fM YW- />„) 

(vgl. Weber, Algebra 2. Aufl. I, S. 169). 

Die Summe aller Zablenkoeffizienten der Diskriminante erhalten wir» 
wenn wir in f(x) alle Koeffizienten A x — A^ = • • — A n — 1 setzen und 
für diese Funktion die Diskriminante bilden. Ist also 

rt«) - ^ -f. af -* «f r * + l, 

so ist (x — l)f(x) =■= x" + 1 — 1. Daraus erhalt man durch Differentiation 
(x - l)f (*) + f(x) - (w + I)«". Ersetzt man hierin x durch die Wurzel 
«„dann ist (»+!).«? («+!)•«' 

nr^~- 

Mithin ergibt sich »fr-M 

(- 1) , ~" t "% + l)"(a 1 « t --- 
(l-aJU-«,).-.^-«,,) 

Da nun • o, •••«„ = (— l)" und (1 — o,)(l — a,) • • • (l — «„) 
= /"(l) — w-f 1, 80 «st weiter 

D-(-l) 2 •(« + l)-\ 

im Exponenten von (— 1 ) kann man die gerade Zahl n + «* weglassen ; also ist 

D-(_l) 2 •(n+l)"- 1 . 

Die Frage nach dem Koeffizienten von A m n ~ l erledigt sich durch die 
Berechnung der Diskriminante der Funktion 

f{x) - *■ + A„. 
In diesem Falle ist fix) = wx"- 1 und 

n(n-l) 

D — (- 1) 2 ~>(a, • • - «„)" - 1 

»(»-!) *(« -J) 

-(-1) 1 «".(-1)"<— , >-^;- l = (-l) 2 n».A:-\ 

weil (- 1)"<— ! >— + 1 ist. Hiernach ist ein Fehler iu Cesaro-Kowa- 
levski, Algebr. Analysis, S. 402, Z. 1 zu berichtigen. 

Aussig (Böhmen). stud. raath. J. Krug. 
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2. Anfragen und Antworten. 

(Vacat.) 



er 



3. Kleinere Notizen, 
über eine Aufgabe der Biomeehanlk. 

In Fig. 1 ist ein Teil des Samenstandes der Sonnenblume in schema- 
ticher Weise dargestellt, wobei die rautenförmigen Felder die einzelnen 
Samenkörner repräsentieren. Die Körner schmiegen sich nun nach 2 Rich- 
tungen besonders innig aneinander. Verfolgt man dieselben in diesen 
Richtungen, so bemerkt man, daß sie durch zwei entgegengesetzt laufende 
Scharen von polygonalen Zügen eingeschlossen werden: AB und AB'. 

Betrachtet man die Seiten 
eines Polygonalzuges als Tan- 
genten, so kann man nach 
der Kurve fragen, die von 
einem solchen Polygonzug um- 
hüllt wird, oder — mit an- 
deren Worten — „In welches 
Kurvensystem geht das dop 
>J3 pelte System polygonaler Züge 
über, wenn die einzelnen 
Körner immer kleiner und 
schließlich unendlich klein 




Flg. t 




[Fig. 2 enthält die Konstruktion der Rauten, wenn man etwa Radius 
wc und Rante (l) gemessen, oder passend gewählt hat. DiT || CD' etc.] 

Die Aufgabe dürfte ein doppeltes Interesse beanspruchen, da sie zeigt, 
wie eine interessante Kurve der höheren Geometrie in der Natur vorkommen 
kann. Die Kurven sind — wie leicht zu erkennen — isogonale Trajektorien 
der Radien, also logarithmische Spiralen. Die beiden Kurvensysteme sind 
auch welchelseitig isogonale Trajektorien. In einer biomechanischen Unter- 
suchung müßte nun gezeigt werden, wie diese Anordnung aus einem Prinzip 
mit Notwendigkeit gefolgert werden kann. 

Sulzbach-Saarbrücken. L. Blatter. 
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Erweiterung der Aufgabe 5 (Bd. I, S. 206) (E. Lampe). 

1. Nimmt man auf der Ellipse o'x'-f- aty*— a'o* — 0 einen beliebigen 
Punkt P mit den Koordinaten x — a cos qp, y — 6 sin 9? an, so genügen die 
drei Normalen N ly N t , A T 3 , die sich von diesem Punkte auf die Ellipse 
fallen lassen, der Gleichung: 

a^a' + O*) cos? .««-{- «'cos*? v> ( , _ 
— 5 L_ i — jy» [a* — 2 o*) cos <p = O. 

a>« - 2 6*) 2 (a t + ^ cos 9 4 ftl + e t cos » 9 _ tf» 

2. Zieht man von einem beliebigen Punkte 13) der Ebene an die 
Ellipse o'x'-l- o'y* — a*&' = 0 die vier Normalen iN r ,, A r 8 , 3T 4 , so be- 
steht die Gleichung: 

worin sich die Faktoren rechter Hand leicht geometrisch deuten lassen. 
Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 
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K. G. Volk: 

Die Elemente der neueren Geometrie. 

unter besonderer Berücksichtigung des geometrischen Bewegungsprinzips. 
Für die oberen Klaaeen höherer Lehranstalten and tum Selbststudium bearbeitet. 
Mit 98 tum großen Teil zweifarbigen Figuren im Text. 
[Vm u. 77 S.] gr. 8. 1907. Kart. JL «.— , in Leinwand geb. JL 2.20. 
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Encyklopädie 
der Elementar-^ 

Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 

Dr. Heinrich Weber und Dr. Joseph Wellstein, 

Prof ««euren an dar Ualveroltat Strasburg L KU 

In drei Bänden. 

I. Elementare Algebra und Analyst*. Bearbeitet von H. Weber. S. Auflage. Mit 

Textagnren. [XVTIT u. 619 8.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n >. 9.60. 

II. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber. J. Wellateia and W. Jacob*- 
thal. Mit S80 Textfiguren. [XU u. 604 8 ] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. .* 1" - 
[t. Auflage unter der Preise.] 

III. Angewandte Elementar- Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Welleteln 
und R. H. Weber (Heidelberg). Mit 868 Textfiguren. [ XIII n. 686 8.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. JC 14. — 

Da« Werk verfolgt das Ziel, den künftigen Lehrer auf einen wissen- 
schaftlichen Stundpunkt xu stellen, von dem aus er imstande ist, das, was er 
später xu lehren hat, tiefer su erkennen nnd zu erfassen und damit den Wert 
dieser Lehren für die allgemeine Geistesbildung xu erhohen. — Das Ziel dieser 
Arbeit irt nicht in der Vergrößerung des Umfange* der Elementar- Mnthcmatik 
an ersehen oder in der Einkleidung höherer Probleme in ein elementares 
Gewand, sondern in einer strengen Begründung und leicht faßlichen Darlegung 
der Elemente. Das Werk ist nicht sowohl fQr den Schiller selbst als für den 
Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben jenen fundamentalen Betrach- 
tungen auch eine fflr den praktischen Gebrauch nützliche, wohlgeordnete Zu- 
sammenstellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 

/.hpi Hornau bOnm hervorgehoben werden, die data Bncha daa Geprig» verleihe« 
De« alsa liegt darin, daS dl« grundlegenden Kragen dar Geometrie «loa eingehende Behendlna« 
erfahren. In «mem Umfange, wie er In zutammenfateendeu Werken tonet nicht an* u treffe« iat .. . 
Daa f weite Moment iat ia daa t'metande an erblicken, daJ die Verfe.ee er aa nicht darauf angelegt 
haben, «Ina pragmatlaobe Vurfahrnng daa üblichen Vorräte aa geometriachan Ratzen, Konetruk- 
Uonea and Kechnangen in geben, «Mindern daS aa Ihnen mehr darum an tan war, aa aus- 
gewähltem Material die wlaaenachaftllchea Methoden dar Geometrie aar Gellung *a bringen und 
aberall aaf dl« Grandfragen einzugehen ... 80 darf dar Inhalt das «weiten Ilaadaa der JKn- 
cyklopedi« der Klemautar- Mathematik" all «In eehr ratchhaltlger baaeichaat werden, der Saar die 
Orenaen deeaen, Wae aa dar Schule geboten «erden kann, erheblich hinauffahrt, der aber auch — 
and daa tat aoeh wichtiger und offenkundig der Hauptzweck dae Werke« — «ine Vertiefung daa 
geometriechen Wtieeui vermittelt Jüngere Lahrer der Mathematik werden daa Hoch gewiS oft 
and mit Kaisen aa Rata ziehen, namentlich wean eie Im Unterrichte an prinzipiell wichtigem 
Fragen kommen, am lieh Ober die leitenden Gedaakea aa orieaUera 

Klaae verdient noch heeondera hervorgehoben aa werden : daa iat dl« reiche AnaiUttnnf 
mit icliöuen, eehr inetrukUv gezeichneten Figuren Dar achwierigaa Voreteiloag dar verschiedenen 
Formeu «pherlecher Dreieck« kommen die aUraographiachen Bilder der Kuler' ecken, MOMut'acbaa 
nad study 'et hau Dreiecke aahr aa «Utten " (Zaltachrift für daa BeeUehulweeen. Sl . Jahrgang. .Nr b ) 

„ . . . DaS ata Hochaahallahrar von dar Bedeutung daa Verfaaeera die Elameutar-Matbe- 
maük von höherer Warte aoa behandelt nad mnatargütUg darateilt, Ut aelbatveraUndlloh Jeder 
Lahrer, Jeder Studierende muJ daa Werk, welche* nicht nur In methodiecher, eondara auch ta 
■yttamatiaehar Hinzieht von Bedeutung nad daher aiaa wichtige Erachelnang dar 
elementaren mathemetiachaa Literatur iat, beaitaen and irudleren." 

•Zeltechrlft ftlr lateiul«ee bfthere Schulen. 16. Jahrgaug. Jfr. aj 

«...Dia EncvkJopedla will kein Schulbuch im gewöhnlichen Sinne daa Worte« aetn, tat 
aber eur Vorberaitang auf dae Unterricht, namentlich ia daa o Sa reo KUeeea, den Lehrern da* 
Mathematik dringend zu empfehlen, welche die beiOgliehen Originalarbeiten nicht alle aalbat 
atudiart haben, eich aber doch orientieren wollen, wta vom Standpunkt« der modernen Wiaeen- 
echzft die Begriff« bll dangen , Methoden and Entwicklangen der Kiemen tar-MaLheaiatik n f*> 
•Ultcn aind." (0. rsrbar Im Archiv dar Mathematik nnd Phyaik. '.».Jahrgang. Sri) 
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Das Prinzip der speziellen Lage. 



Von Rudolf Stükm in Breslau. 

Das ist der Name, welchen Schubert zuerst in einer Veröffent- 
lichung in den Göttinger Nachrichten vom Jahre 1874 dem Prinzip 
gegeben hat, während es später von ihm Prinzip der Erhaltung der 
Anzahl genannt wurde. Ich ziehe den älteren Namen vor, und Schubert 
teilt mir mit, daß er es jetzt auch tue. 

In den ersten Paragraphen des „Kalküls der abzählenden Geometrie" 
(Leipzig 1879) erörtert Schubert den Begriff der Konstantenzahl eines 
geometrischen Gebildes oder, wie ich lieber sage, seinen Mannigfaltig- 
keitsgrad: z.B. neun für die Fläche zweiten Grades, zwölf für das Tetra- 
eder, ebenso für die kubische Raumkurve, acht für den Kegelschnitt 
im Räume, usw. 

Darauf wird besprochen, daß für ein Gebilde eine ihm auferlegte 
Bedingung eine bestimmte Vielfachheit hat. So ist die Bedingung, 
durch einen gegebenen Punkt zu gehen, für eine Fläche einfach, für 
eine Kurve zweifach, die Bedingung, eine gegebene Ebene zu berühren, 
für beide einfach, diejenige, eine gegebene Gerade zu tangieren, für 
eine Fläche einfach, für eine Kurve aber dreifach. 

Die mangelhafte Orientierung über diese Dinge hat früher vielfach 
zu Fehlern geführt. Ich erinnere an den Fehler über den Ort der Spitzen 
der Kegel zweiten Grades durch sechs gegebene Punkte, als welchen 
man die kubische Raumkurve durch diese Punkte annahm, während er 
doch eine Fläche sein muß; ferner an den unglücklichen durch mehrere 
Bücher fortgeschleppten Fehler über den Ort der Geraden, von denen 
nach vier gegebenen Punkten Ebenenbüschel von gegebenem Doppel- 
verhältnisse gehen, an den Irrtum über den Grad der Mannigfaltigkeit 
der Büschel-Grundkurven in einem Netze von Flächen, u. a. 

Schuberts Erörterungen haben in dieser Beziehung, nach meiner 
Erfahrung, fördernd und aufklärend gewirkt, und sein Buch sollte viel 
höher geschätzt werden, als es neuerdings geschieht. 

Nach diesen Feststellungen kommt dann Schubert in § 4 zum 
erwähnten Prinzip. Werden einem Gebiete T so viele Bedingungen 
auferlegt, daß deren Vielfachensumme gleich seinem Mannigfaltigkeits- 

Archlr der Mathematik nad Phyük. III. Reihe XII. 8 
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grade ist, so wird ihnen durch eine endliche Anzahl von F genügt. 
Diese Zahl N ist immer gleich, wie man auch die in den Bedingungen 
steckenden Gebilde in ihrer Lage verändert, eventuell auch in spezielle 
Lage bringt. Nur solche spezielle Lagen sind auszuschließen, bei denen 
nicht eine endliche Zahl von Lösungen sich ergibt, sondern unend- 
lich viele. 

Die Anzahl der Flachen zweiten Grades durch neun gegebene Punkte 
ist immer 1, wie auch diese Punkte gegeben sind, ob in ganz all- 
gemeiner Lage, oder z. B. drei in gerader Linie, die übrigen beliebig, 
vier oder fünf in einer Ebene, die übrigen beliebig, usw. 

Nur auf einer Kaumkurve vierter Ordnung erster Art dürfen sie 
nicht liegen, weil dann co l Flächen sich ergeben. 

Schubert sagt selbst, daß das Prinzip schon lange, bevor er es 
als solches formuliert, als Forschungsinstrument bei der Bestimmung 
geometrischer Anzahlen benutzt sei; vor allem geschah es durch 
Cremona. Auch ich selbst habe es getan. 

Dies Prinzip ist in der letzten Zeit vielfach angegriffen, als krank, 
unheilbar krank bezeichnet worden. Es ist vielleicht doch angezeigt, 
daß sich auch einmal einer äußert, der es angewandt und Erfahruni? 
in seiner Anwendung hat. 

Da möchte ich, an die Abhandlung von G. Kohn 1 ) anknüpfend, 
die dort angeführten Beispiele, welche gegen das Prinzip sprechen 
sollen, kritisieren. Ich kann nicht umhin, dieselben als ungeeignet zu 
bezeichnen; sie fallen sämtlich nicht in das Gebiet von Problemen, 
auf das alle die, welche das Prinzip verständig anzuwenden gewohnt 
sind, sich beschränkt haben, und entsprechen auch nicht dem, was 
Schubert in $ 4 gesagt hat. 

Wir ziehen das Prinzip nur dann heran, wenn es sich um die 
Bestimmung einer Anzahl handelt, welche zu Bedingungen gehört, 
deren Vielfachensumme gleich dem Maunigfaltigkeitsgrade ist; bei den 
meisten Kohnschen Beispielen ist sie größer. 

Das eine Beispiel behandelt die Frage: Wie viele Punkte hat eine 
beliebige Ebene mit drei denselben Kegelschnitt enthaltenden, aber 
sonst beliebigen Flächen zweiten Grades gemein? Das ist zunächst 
eine gekünstelte Form der Frage; im Grunde lautet sie doch: wie viele 
Punkte hat die Ebene mit dem Kegelschnitte gemeinsam? Aber bleiben 
wir bei jener Form der Frage. Da werden eben dem Punkte, dessen 
Mannigfaltigkeitsgrad 3 ist, die vier Bedingungen auferlegt: auf drei 
Flächen und einer Ebene zu liegen, also zu viele, und deshalb fällt die 

1) Archiv der Mathematik und PhjBik, 3. K«ihe, Bd. 4, S. 312. 
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Frage gar nicht in das Gebiet, in welchem das Prinzip anzuwenden 
ist Wenn nun den drei Flächen ein gemeinsamer Kegelschnitt gegeben 
wird, so werden günstigere Verhältnisse geschaffen; dann wird die 
unmögliche Aufgabe zu einer möglichen und hat zwei Lösungen und 
kann, wenn auch die Ebene noch eine günstige Lage bekommt, drei 
oder vier Lösungen haben. Ähnlich könnte man bei vier Flächen 
zweiten Grades verfahren, indem man die vierte durch eine beliebige 
Anzahl von den gemeinsamen Punkten der drei ersten führt. So er- 
halten wir, immer günstigere Annahmen machend, verschiedene Zahlen, 
was aber gar nicht gegen das Prinzip spricht; denn für solche An- 
zahlen, die nur bei günstigen Lagen sich ergeben, während im allgemeinen 
leine Lösung vorhanden ist, weil zu viel verlangt wird, ist- das Prinzip 
nicht anzuwenden und von uns niemals angewandt worden. 

Auch das zweite Beispiel Kohns, ihm von Study mitgeteilt, ist 
von dieser Art. Es lautet: Wie viele Projektivitäten transformieren ein 
Quadrupel von vier Punkten einer Geraden in sich selbst. Da handelt 
es sich wiederum um ein Problem, welches verallgemeinert Unmögliches 
verlangt und nur durch eine günstige Verhältnisse herstellende Speziali- 
sierung Lösungen erhält. Die Verallgemeinerung ist: Wie viele Pro- 
jektivitäten führen das Quadrupel ABCD auf einer Geraden in das 
Quadrupel A B' CD' auf einer anderen oder derselben Geraden über? 
Keine, weil zu viel verlangt wird. Liegt aber der günstige Umstand 
vor, daß die beiden Quadrupel dasselbe Doppelverhältnis haben, dann 
werden Projektivitäten möglich und zwar 4, und sie können noch zahl- 
reicher werden, z. B. wenn die Quadrupel harmonisch sind. Dieser 
günstige Umstand liegt in dem Study- Kohnschen Beispiele vor. 

Von anderer Art ist Kohns erstes Beispiel: Die Aufgabe, die 
Geraden zu konstruieren, welche vier gegebene Geraden in verschiedenen 
Punkten treffen, hat im allgemeinen zwei Lösungen, dagegen nur eine, 
wenn zwei von den vier Geraden sich schneiden. Hier wird nicht zu viel 
verlangt; aber der Zusatz ..in verschiedenen Punkten" bringt eine 
Modifikation in diese Anzahlbestimmung, durch welche sie wiederum 
dem Anwendungsgebiete des Prinzips entzogen wird. Das Prinzip ist 
nur für die Ermittelung der Gesamtzahl 2 der treffenden Geraden an- 
zuwenden; wie dies auch in § 1> des Schubertschen Buches geschehen 
ist Die Unterscheidung der treffenden Geraden in verschiedene Arten 
und die Abzahlung, wie viele zu jeder Art gehören, hat nichts mit 
dem Prinzip zu tun. Illustrativer ist vielleicht folgendes Problem: wie 
viele Geraden treffen vier gegebene kubische Kaumkurven V Nur die Frage 
nach der Gesamtzahl (2 • 3 4 = U>2i der Treffgeraden könnte mit Hilfe 
des Prinzips beantwortet werden. Wenn Begegnungspunkte zwischen 

8* 
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den Raumkurren vorhanden sind 1 ), so kann das Treffen in drei verschie- 
denen Weisen erfolgen: 1. alle vier Treffpunkte sind verschieden, 2. zwei 
vereinigen sich in einem Begegnungspunkte, 3. auch die beiden andern 
tun es. Die Bestimmung der Anzahlen der Treffgeraden, welche den 
drei Arten entsprechen, ist nicht eine Aufgabe, bei welcher mit dem 
Prinzip der speziellen Lage gearbeitet werden kann. In den ver- 
schiedenen möglichen Fällen wird man z. B. für die Treffgeraden der 
ersten Art die verschiedensten Zahlen erhalten, vielleicht alle bis 162. 
Ich habe mich mit solchen Fragen vielfach beschäftigt; es ist mir 
niemals eingefallen, daß ich es da mit dem Prinzip der speziellen Lage 
zu tun habe, oder vielmehr, daß da ein Widerspruch gegen das Prin- 
zip der Erhaltung der Anzahl vorliege. — 

Es gibt wichtige Sätze, welche man mit Hilfe des Prinzips der 
speziellen Lage beweist und bis jetzt nicht anders beweisen kann. 

Für den Satz, daß diejenigen Strahlen einer Kongruenz m 1 *' Ord- 
nung und » ter Klasse, welche eine gegebene Gerade / treffen, eine 
Regelfläche vom Grade m -f- n erzeugen, kenne ich keinen audereu 
Beweis als den, in welchem gezeigt wird, daß / eine wi-fache Leit- 
gerade ist, und jede Ebene durch / noch n Erzeugende enthält. Es 
wird also nur für die Geraden, welche l treffen, die Zahl der Schnitt- 
punkte oder nur für die Ebenen durch l die Ordnung der Schnitt- 
kurve ermittelt. 

Die Ordnung n — t der i m Polare eines Punktes in bezug auf 
eine Kurve oder Fläche »*' Ordnung wird — wenigstens synthetisch — 
nur auf den durch den Pol gehenden Geraden festgestellt. 

Vielfach schließt man, nachdem für eine Raumkurve festgestellt 
ist, daß sie einer gewissen Geraden in m (einfachen) Punkten begegnet 
und mit jeder Ebene durch sie noch n Punkte gemein hat, oder für 
eine auf der Trägerfläche zweier verbundener Regclscharen verlaufende 
Raumkurve, daß sie den Geraden der einen Regelschar in m, denen 
der andern in n Punkten begegnet, sofort auf die Ordnung tu + w. 

Ich bin auch von solchen Beweisen nicht befriedigt, möchte aber die 
Beschäftigung mit dem Prinzip der speziellen Lage in andere Wege lenken. 

Man möge in den obigen Beweisen für wichtige Sätze und in 
wertvollen Abzahlungen mit Hilfe des Prinzips, welche sich in der 
Literatur finden, den begangenen Fehler — wenn wirklich einer be- 
gangen ist — ordentlich nachweisen, aber auch erörtern, wie, wenn 

1) Zwei kubische Raumkurven können 0 bis 5 Begeguungspunkte haben ; 
danach scheinen 6 e Fälle vorzuliegen. Aber feie sind nicht alle möglich; z. B. sind 
nicht vier kubische Raumkurven möglich, von denen je zwei 5 Begegnungspunkte 
haben (welche immer bloß zweien gemeinsam sind). 
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die Anzahl des allgemeinen Falles wirklich verschieden ist von der 
im speziellen Falle erhaltenen, man durch Kontinuität von dem all- 
gemeinen zu dem speziellen Resultate gelangt. Ich bin auf eine solche 
Verschiedenheit noch nicht gestoßen und kann sie mir schwer vorstellen. 

Am meisten erwünscht aber ist es, solche „mangelhaften" Beweise 
durch bessere zu ersetzen; das wäre positive Arbeit, wertvoller als die 
negative Kritik, insbesondere, wenn sie sich künstlich konstruierter 
oder ungeeigneter Beispiele bedient. 

Vor allem empfehle ich die obigen Sätze, den Satz von der Regel- 
fläche (m + w) teu Grades bei der Kongruenz und den Polarensatz für 
diese Verbesserung. — 

Das Vorangehende war schon geschrieben, ehe Zeuthens Artikel: 
„Abzählende Methoden 4 ' und sein Abschnitt II: „Das Prinzip der Er- 
haltung der Anzahl * in der Enzyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften III 2, Heft 3 erschien. Ich bin jetzt in der Lage, auf diesen 
Artikel meines Freundes, welcher auf diesem Gebiete Autorität ist, zu 
verweisen, glaube aber, daß raeine Bemerkungen nicht überflüssig 
geworden sind. 



Die Versiera der Agnesi und verwandte Linien als 
Orthogonalprojektionen von Raumkurven dritter Ordnung. 

Von Eduard Janisch in Prag. 

1. Es seien zwei windschiefe Gerade (o), (b) gegeben, von denen 
(a) in der Aufrißebene liege und senkrecht zur Grundrißebene stehe, 
während t b) zur Kreuzrißebene parallel in der rückwärtigen Halbierungs- 
ebene verlaufen möge. Der Aufriß b fällt dann mit dem Grundrisse 
b' in eine zur Projektionsachse normale Geratie. Diese beiden Geraden 
wählen wir als Leitlinien eines orthogonalen hyperbolischen Paraboloides 
l P) mit der Grundrißebene als Richtebene. Es ergibt sich sofort, daß 
die Projektionsachse als eine Erzeugende e 0 , die (ü) in a Q und <b) in 
b 0 schneidet, der (P) angehört. Eine beliebige Erzeugende (c) von (P) 
hat eine Parallele e zur e 0 zum Aufriß. Wir finden den Grundriß 
c'= a 6', wo fi ' == Oq der Grundriß des Schnittpunktes («)«=» (c) x (o) 
ist, dessen Aufriß durch a = e x Q dargestellt wird, und b' den Grundriß 
vun ib) — (c) x (b) bedeutet, der mit dem Aufriß b = e X b zusammen- 
fallt, da (b) in der Koinzidenzebene liegend angenommen wurde. 
Bringen wir nun das Paraboloid (P) mit einem geraden Kreiszylinder 
yZ) zum Schnitte, der den Kreis (ft) der Grundrißebene, welchen wir 
über a 0 \ als Durchmesser beschreiben, zur Basis hat, so ist, da (P) 



Digitized by Google 



118 



Kor ard Janisch: 



und (Z) die Gerade (q) gemein haben, der Kestschnitt eine Haumkurve 
(R) dritter Ordnung, deren Aufriß, wie sich leicht zeigen läßt, durch 
die Kurve der Agnesi dargestellt wird. 1 ) 

*2. Es ergibt sich nämlich in ;>'=c'xÄ' der Grundriß des von 
(a) verschiedenen der (Jf) angehörenden Schnittpunktes (p) der (e) mit 
(Z), dessen Aufriß p mithin als Schnitt von c mit dem aus p' auf C 0 
gefällten Lote dargestellt wird. Wir konstruieren also beliebig viele 
Lagen von p, indem wir durch den Punkt « 0 auf Ä' Strahlen ziehen, 
durch deren Schnitte mit der Kreistangente in b 0 Parallelen zu c 0 
zeichnen und diese jeweils zum Schnitte bringen mit den Senkrechten 
auf c 0 , welche durch die zweiten Schnittpunkte von Si' mit den durch 
a geführten Strahlen gezogen weiden können. Der Ort aller Lagen 
von p ist demzufolge die Kurve der Agnesi mit der Achse c 0 , dem 
Scheitel b 0 und der Asymptote a. 5 ) 

Auf Grund dieser Darstellung der Versiera gelangt man leicht zu 
eleganten Tangenteilkonstruktionen. Die Tangente t in p ist der Auf- 
riß der Tangente (t) im Punkte (p) der (R\ welch letztere als Schnitt- 
linie der Tangentialebenen in (p) an (P) und (Z) gefunden wird. 
Nun ist die Tangentialebene (T) in i p) an (P) die Verbindungsebene 
der beiden durch (/>) gehenden Erzeugenden (c) und (c). Der Aufriß 
C fällt mit dem Grundrisse c' in eine Parallele zu a, da die Richtebene 
der Leitschar von (P) die Kreuzrißebene ist. Die Grundrißspur 7' 1 der 
(T) geht also durch r 0 = c x e 0 und ist parallel e\ während die Aufriß- 
spur y 3 durch ac 0 dargestellt wird. Von der Zylindertangentialebene 
(X) längs der durch (p) gehenden Mautellinie (f) benötigen wir bloß 
die Grundrißspur X 1 , welche als Tangente an in c' -3 p zu ziehen 
ist. Den Grundrißspurpunkt tc der (t) erhalten wir mithin als den 
Grundriß x' in X'x T 1 und den Aufriß als Fußpunkt des auf Cq aus 
tc' gefällten Lotes. Die Ttp liefert alsdann bereits t, den Aufriß" von 
(t) oder die Tangente der Versiera in p. 

Man bemerkt leicht, daß ar' mit Umgehung von T l auch als 
Fußpunkt des Lotes aus b 0 auf X 1 erhalten werden kann. Denn 
(X\ b 0 c) — c' a 0 b 0 = <r: b 0 c' c 0 , und da r 0 ;r' (oder T') -Lc'b 0 , so 
ist das Dreieck %'cc n gleichschenkelig, und das Dreieck c' c 0 b 0 liegt in 
bezug auf c b 0 symmetrisch mit dem folglich bei ?r' rechtwinkligen 
Dreiecke c V b 0 . Die Grundrißspurkurve der abwickelbaren Tangenten- 
Häche der (P) ist dergestalt eine Kardioide, die Fußpunktslinie des 
Kreises (St) für b 0 als Pol. 

Ii Die Kurve (/»') selbst ist eia Horopter. VergL Fred. Schuh, Die 
Horoptertarre (Ztedbrift t*. Math. u. Pbys.. 47, 1902; S. 375 ff.). 

t) (iiuo Loria, Spei, algebr. u. transzend. Kurven. Seite 75 ff. 
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Noch einfacher wird die Tangentenkonstruktion mit Benutzung 
des in der rückwärtigen Halbierungsebene gelegenen Punktes jt 0 der ( t). 
Nachdem die Schnittlinie der Tangentialebene (T) mit der rückwärtigen 
Halbierungsebene im Aufriß und Grundriß durch die bc 0 dargestellt 
wird und der Grundriß der (t) in die X' fällt, so ist der mit dem 
Grundrisse zusammenfallende Aufriß ;r 0 von (:r) der Schnitt von br 0 
mit X,, und n 0 p ist dann die Tangente t. Der Ort von jr 0 wird durch 
einen Kegelschnitt dargestellt mit a„ und b 0 als Scheiteln, denn die 
rückwärtige Halbierungsebene ist die Schmiegungsebene der Kaumkurve 
(Ii) für den Punkt b 0 in e 0 . Die Spurkurve der Tangentenfläche einer 
Kaumkurve 3. Ordnung in einer ihrer Oskulationsebenen ist aber be- 
kanntlich ein Kegelschnitt. 

Eine andere Konstruktion der Tangente t beruht auf folgender 
Überlegung. Die Tangente (t) der (H) in (p) steht senkrecht auf der 
Normalebene (X) der (Ii) in (p). Die (X) ist aber bestimmt durch 
zwei Kurvennormalen, als welche sich sofort die Normalen in (p) an 
(P) und an (Z) ergeben. Die Aufrißspur X 1 der (jV) ist aber senkrecht 
auf der Tangente t, welche daher unmittelbar angebbar ist, sobald X* 
vorliegt. 

Um X* zeichnen zu können, benotigen wir die Vertikalspurpunkte 
r, v x der Normalen in (p) an (P) und (Z). Der Aufriß der Normalen 
in (p) an (P) ist die Senkrechte auf T* aus p y und der Grundriß als 
Lot auf T 1 aus p' fällt mit p'b 0 zusammen, so daß r' b 0 und v als 
Schnitt des Lotes aus /) auf T* mit b resultiert. Der Aufrißspurpunkt 
i\ der Zylindernormalen ist offenbar exj, wo j die Achse des Zy- 
linders (Z) bedeutet. Die Senkrechte aus /> auf r r, =- X 1 ergibt 
alsdann die t. 

». Konstruieren wir die Schmiegungsebene (23) der Kaumkurve 
(/*) im Punkte (p), so schneidet diese das hyperbolische Paraboloid 
(P) nach einer die (/?) in (p) oskulierenden Hyperbel {H) } deren 
Aufriß H eine die Versiera in p oskulierende gleichseitige Hyperbel 
mit zu a und e 0 parallelen Asymptoten ist. Ermittelt man diese 
Asymptoten, so kann man in einfacher Weise den Krümmungskreis 
der Versiera im Punkte p auffinden. Nun hat die Schmiegungsebene 
(£) die Tangente in .i im die in Art. 3. erwähnte Kardioide zur 
Grundrißspur E l . (In der Figur erscheint zunächst die Normale der 
Kardioide in sr, konstruiert, welche bekanntlich durch den Fußpunkt 
des Lotes aus b 0 auf den Radius von Ä' im Punkte p geht.) Der 
Punkt 6 = e„ x Z 1 gehört dann der gleichseitigen Hyperbel H an, die 
demnach vollständig bestimmt ist. Von dem Diagonaldreiecke des 
vollständigen der H eingeschrieben Viereckes, dessen Ecken p, <s und 
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die unendlich fernen Punkte von e 0 und q sind, stellt c 0 eine Ecke 
dar; eine zweite Ecke ist der unendlich ferne Punkt von pö. Dem- 
zufolge liefert der Schnittpunkt der t mit der Parallelen zu p6 durch 
c 0 einen Punkt der zu e 0 parallelen Asymptote von H. Ein Punkt 
der nämlichen Asymptote ist auch der Schnittpunkt von b' mit der 



f» a ) rc' &d hb' 




Parallelen durch a 0 zur Z 1 . Denn diese Asymptote ist offenbar der 
Aufriß jener horizontalen Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloides 
iP), die zur Z 1 parallel läuft, deren Grundriß die angegebene Gerade 
durch a 0 repräsentiert. 

Wie man nunmehr die Ermittlung der zu Q parallelen Asymptote 
durchführt, braucht wohl kaum auseinandergesetzt zu werden. Hin- 
sichtlich der Konstruktion des oskulierenden Kreises für die H in 
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p sei etwa auf die Ausführungen in dem Lehrbuche der dar- 
stellenden Geometrie von Röhn und Papperitz verwiesen (1. Bd. 
1. Aufl. S. 283). Die angegebenen Konstruktionen konnten für den 
gewählten Punkt p in der Figur nicht ersichtlich gemacht werden. 

6. Bezeichnen wir mit q die Mitte von p'b', so ist der Ort von 
q die von Herrn Peano mit dem Namen Visiera der Agnesi belegte 
Kurve. 1 ) Wir betrachten q als Grundriß eines Punktes (q) auf dem 
hyperbolischen Paraboloide (P) und Huden dann den Aufriß q als 
Mitte von pb. Der Ort von q ergibt sich dergestalt als eine orthogonal 
Affine der Versiera für b als Affinitätsachse. Die Visiera tritt also 
auch als Normalprojektion einer Kaumkurve 3. Ordnung (J^) auf, 
welche dem Paraboloide (P) aufgeschrieben ist. 

Die Tangente in q an den Aufriß li l der (Äj geht durch r 0 =»txb, 
und mithin ergibt ein Punkt v' der Tangente in q an l?i — die 
Visiera — als Fußpunkt des Lotes auf e 0 aus v = ad Q x qv 0 . Denn 
r ist der Aufrißspurpunkt der Tangente in (q) an die (ü*), weil ad 0 
die Vertikalspur der Tangentialebene in (q) an das hyperbolische 
Paraboloid (P) darstellt. Die Tangentenkonstruktion gestaltet sich 
wiederum einfacher, wenn der Schnittpunkt (jr,) der Tangente in (q) 
der mit der rückwärtigen Halbierungsebene verwendet wird. Der 
Punkt x lt mit welchem die beiden Projektionen von (srj zusammen- 
fallen, liegt offenbar in d 0 b f dem Aufrisse imd Grundrisse der Schnitt- 
linie der rückwärtigen Halbierungsebene mit der Tangentialebene in 
(q) an (P), und zwar ist ;r 0 % x || e 0 , wo jr 0 derselbe Punkt ist, der zum 
Schlüsse des Art. 3 benützt wurde. Zum Beweise dessen bemerken 
wir vorerst, daß x t = bd 0 x v 0 q ist, und denken uns nun q und d 0 auf 
bezw. e und c 0 kongruente gleichstimmige Punktreihen besehrieben. 
Projizieren wir die Reihe \q\ aus v 0 und die Reihe [rf 0 ] aus b, so 
ergeben sich zwei Perspektive Strahlenbüschel, deren Erzeugnis offenbar 
eine zu e 0 parallele Gerade ist, auf der -t 0 und jr, liegen müssen, denn 
gelangt q nach />, so fällt d 0 nach r 0 , und v 0 pxbc 0 ist ja jt 0 . Da 
die Orter von M s und ?r 0 othogonal affin sind ( Affinitätsachse b), so 
wird auch der Ort von ar, durch eine Ellipse dargestellt werden. 
Seheitel dieser Ellipse bilden die Punkte r'j und b Q . 

7. Die vorliegende Visiera können wir übrigens auch auffassen 
als Grundriß eines Horizontalschnittes der windschiefen Fläche 3. Grades 
{F) f welche zu Leitlinien besitzt: den Kreis (&) in der Grundrißebene, 
die Gerade a in der Aufrißebene und eine horizontale Gerade (b), 
deren Grundriß mit der b' der Figur zusammenfällt. Die c' stellt uns 

1) Gino Loria, L c. 
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dann auch den Grundriß einer Erzeugenden der (F) vor, und man 
bemerkt, daß q der Grundriß jenes Punktes q dieser Erzeugenden ist, 
der in der horizontalen Ebene (C) liegt, welche den Abstand der 
Grundrißebene von der Horizontalebene (93) durch (b) hälft et. Die 
Tangenten an (F) in den Punkten jeder Erzeugenden bilden aber ein 
hyperbolisches Paraboloid, dessen scheinbarer Umriß für die Horizontal- 
projektion eine Parabel ißt. Im vorliegenden Falle berührt diese Parabel 
die e' in a', sie hat ferner die % l und die b' zu Tangenten. Wir 
können daher leicht in mannigfacher Weise ihre durch q' gehende 
Tangente, welche zugleich Tangente der Visiera in q' ist, konstruieren. 
Betrachten wir die Parabel etwa als Erzeugnis der Punktreihe (a 'v'h'q ■ ■ ■) 
und der projektiven auf der unendlich fernen Geraden durch die Parabel- 
tangenten ausgeschnittenen Reihe, so erhalten wir die Direktionsachse 
beider Reihen als Verbindungslinie von n' mit dem Schnittpunkte der 
c' und der Parallelen zu %' durch b'. Der Schnittpunkt der Direktions- 
achse mit der b' gibt alsdann, mit V verbunden, eine Parallele zur 
Tangente in q. 

Konstruieren wir mit a 0 als Spitze den Richtkegel der (F), so 
ist dessen Schnitt mit der Ebene (93) eine gemeine Kissoide, denn 
bestimmen wir r' auf e' so, daß öjjr' = c'h' ist, so stellt uns r' den 
Grundriß eines Punktes der Spurkurve in der (33) des Richtkegels der 
(F) dar. Betrachten wir jetzt r' gleichzeitig als Grundriß eines Punktes 
auf dem hyperbolischen Paraboloide (P), so liegt der Aufriß r sym- 
metrisch zu p iu bezug auf J als Symmetrieachse. Der Aufriß der 
Raumkurve, die (r) beschreibt, ist also eine Versiera, so daß jetzt die 
Möglichkeit besteht, vermittels der Tangentialebene in (r) an (P) und 
der Tangente an die Kissoide im Punkte r' die Tangente der Versiera 
in r in analoger Weise zu finden, wie dies in Art. 6 für den Punkt 
q' der Visiera geschehen. 

8. Von Interesse ist noch der Kreuzriß der Raumkurve (7?) (Art. 1). 
Wir legen die Kreuzrißebene direkt durch Q und finden den Kreuzriß 
p" des Punktes (p) der (R), welcher auf der Erzeugenden (c) von (P) 
liegt, als jenen Punkt von e, der von n einen Abstand gleich cp 0 ' 
besitzt. Bezeichnen wir p" zugleich mit p^ % und nehmen wir an, p+ 
sei Aufriß eines Punktes (p%) der (c), so ist sofort zu ersehen, daß 
der Grundriß p' 9 auf einem Kreise Si '^. liegt, der kongruent mit ft' ist 
und in a 0 die e 0 berührt, denn das rechtwinkelige Dreieck, von dem 
n^p* eine Kathete ist und dessen Hypotenuse in die a fällt, ist kon- 
gruent mit dem Dreiecke fl 0 ;>'?v Der Kreuzriß der (Ii) ist mithin 
identisch mit dem Aufrisse einer Raumkurve 3. Ordnung (R m ) auf 
(7'), welche durch den mit dem Rotationszylinder (Z) kongruenten 
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Zylinder (Z^j ausgeschnitten wird. Nach einem bekannten Satze des 
Herrn Mannheim über gerade Konoide sind die beiden Kurven (Ii) 
und selbst kongruent. Die vorliegende Projektionskurve ist aber 

nichts anderes als eine New ton sehe Serpentins. 1 ) Ihre Wendetangente 
in a 0 als Kreuzriß der (b) ist unter 45° gegen die Asymptote Q 
geneigt. 

Die Erörterungen in den Art. 3 — 5, welche zu Tangenten- bezw. 
Krümmungsmittelpunktskonstruktionen für die Versiera geführt haben, 
können wörtlich gleichlautend für die Serpentine angestellt werden. 
In der Figur sind die betreffenden Puukte und Linien, die denen für 
die Versiera entsprechen, durchwegs mit denselben Buchstaben be- 
zeichnet, denen rechts unten ein * beigesetzt wurde. Es ist ferner 
ohne weiteres klar, daß auch die Art. G und 7, welche sich mit der 
Versiera beschäftigen, analoge Auseinandersetzungen gestatten für den 
Ort der Mitten q' 9 der Strecken b' p'+. Der Ort der Punkte r' # ist 
natürlich nicht mehr eine gemeine Kissoide, sondern eine solche all- 
gemeinerer Art, für welche übrigens auch recht einfache Tangenten- 
konstruktionen bekannt sind. 8 ) 

9. Mit geringfügigen Modifikationen können die oben durchge- 
führten Schlußfolgerungen auch dann noch Verwendung finden, wenn 
an Stelle des Kreises &' irgend ein durch a 0 gehender Kreis der 
Grundrißebene als Basis eines Rotationszylinders tritt, der mit dem 
Paraboloide (P) zum Durchschnitte gebracht wird. Es ergeben sich 
untereinander orthogonal affine Kurven 3. Ordnung für die Aufrisse 
einerseits und für die Kreuzrisse andererseits für alle Durchdringungs- 
kurven von (P) mit Rotationszylindern, welche längs o von derselben 
Ebene berührt werden. 

Fassen wir speziell jenen Rotationszylinder ins Auge, dessen Basis 
der um b 0 mit dem Radius h 0 a Q beschriebene Kreis ist, so ist der 
Aufriß der Durchdringungskurve mit (P) die von Herrn Loria 
Fseiuhversiera genannte Kurve, die oft mit der Versiera verwechselt 
wurde. 3 ) 

Prag, 25. Juli 1904. 

1) Gino Loria, 1. c. 

2) Vergl. G. Stiner, Metrische Eigenschaften der Kurve 3. Ordnung mit 
einem Doppelpunkte, Mathem. Monatshefte 4, Jahrgang 18'jS, S. 9'J— 114. 

8) So noch in Herrn E. Pasc als Kepertorium der höheren Mathematik II 
(S. 527 ff.) trotz der Bezugnahme auf Loria. Die daselbst angegebene Taugenten- 
konstruktion ist wesentlich umständlicher als irgend eine der nach den obigen 
Prinzipien zu gewinnende. 
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Über eine Klasse unendlicher Reihen. 1 ) 

Von 0. Spiess in Basel. 

Jede reelle Zahl kann auf unendlich viele Arten als Summe von 
Stammbrüchen dargestellt werden. Dies folgt direkt aus der Divergenz 

Iii * 

der Reihe - -f _ + — +••• Unter allen Reihen von Stammbrüchen, 

2 3 4 

die eine gegebene Zahl z darstellen, muß es eine geben, die dadurch 
ausgezeichnet ist, daß sie stärker konvergiert als jede andere, die sich 
daher zur Auswertung am besten eignet. Um diesen Begriff der 
stärksten Konvergenz scharf zu formulieren, denken wir uns alle mög- 
lichen Darstellungen von z als Summe (positiver oder negativer) 
Stammbrüche aufgestellt 

l l . l.l, 

und bilden zu jeder solchen Reihe die sukzessiven Restglieder 

A »-a* - + + (»-1,2,3...). 



1) Die Aufgabe, eine Zahl durch eine Summe von Stammbrüchen darzustellen, 
bat bekanntlich schon im alten Ägypten ihre Behandlung gefunden. Die ziemlich 
regellosen Entwicklungen sind indes durch keine Rücksicht auf möglichst rasche 
Konvergenz geleitet. Vgl. hierüber: Cantor, Geschichte der Math. Bd. I, und 
speziell Loria, Giornale di Matematicho T. XXXII. In der Neuzeit haben be- 
sonders die Dezimalbrüche die Aufmerksamkeit der Mathematiker gefesselt: es sind 
dies Maximalrcihen bei vorgeschriebenen Nennern. Lambert (Acta helvctiea, 
T. IU 1768, Acta eruditorum 1769) betrachtet Reihen vom Typus der hypergeome- 
trischen und sucht durch Umformungen ihre Konvergenz zu vergrößern. Lagrange 
(Journal de l'Ecole Polyt. T. II) entwickelt allgemein rationale Brüche in Reihen 
vom Typus 

— - - « . • 

und macht auf die starke Konvergenz dieser Entwicklungen aufmerksam. Eine 
solche Reihe ist aber für rationale "Werte der dargestellten Größe niemals Maxi- 
malreibe in unserem Sinn, nur im Eall einer quadratischen Irrationalität von der 
Form « — y<t~ — 1 tritt, wie wir sahen, dieser besondere Fall ein. Da meines 
Wissens unsere Starnmbruchreihen maximaler Konvergenz noch keine systematische, 
tiefer eindringende Behandlung erfahren haben, wie dies doch für die nahe ver- 
wandten Kottenbrüche geschehen ist, so schien es mir nicht überflüssig, die Auf- 
merksamkeit auf einige Punkte dieser Theorie zu lenken. 
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Es gibt dann ( von einem unwichtigen Spezialfall abgesehen) eine be- 
stimmte Reihe 

g _ }. JL L J n — , - 1 - 4. _[ 

x i x t x « + 1 x » + s 

für welche der absolute Betrag von jedem der Reste 22,, jft Ä , . . . 
kleiner oder wenigstens nieht größer ist als der mit gleichem Index ver- 
sehene (absolut genommene) Rest jeder andern der obigen Reihen. 
Von dieser so definierten Reihe sagen wir, sie habe unter allen Reihen 
der betrachteten Art die stärkste Konvergenz und nennen sie kurz die 
Maximalreihe von z. 

Es ist offenbar, daß der Begriff der stärksten Konvergenz, der 
sich auch auf Reihen anderer Art erweitern läßt, ein relativer ist und 
sich nach den Verfügungen richtet, die über die Form der Reihen- 
glieder getroffen worden sind. Wenn wir z. B. bei den obigen Reihen 
noch verlangen, daß die Glieder alle positiv, oder abwechselnd positiv 
und negativ sind, oder daß die Nenner bestimmte Primzahlen enthalten, 
so erhalten wir jedesmal eine wesentlich andere Maximalreihe als wenn 
wir von solchen Einschränkungen absehen. 

Wir begnügen uns hier auf den Fall näher einzugehen, wo die 
Glieder der Reihe alle positiv sind. W'ir verstehen demnach, wo nichts 
anderes bemerkt wird, unter j kt y k , e k lauter reelle positive Zahlen. Ist 
eine Zahl z zur Entwicklung vorgelegt, so trennen wir die größte in 

/ enthaltene ganze Zahl davon ab und bezeichnen den Rest mit wo 
also // > 1 ist. 

Setzen wir dann sukzessive 

(\\ 1 1 1 1 1 I 1 1 JL 

W „ y ( + y n ^ + f(| + a ' 

so erhalten wir 

(2) i--- 1 .+! + .. + - 

y * *i + ! 

x, x lr x t , . . . sollen ganze Zahlen bedeuten. Um unsere Reihe 
größter Konvergenz zu erhalten, haben wir x,x it x if ... so zu wählen, 

daß die einzelnen Reste — , — , ... mögliehst klein ausfallen. Dies 

tritt offenbar ein, wenn wir allgemein für x k die nächste auf y k folgende 
ganze Zahl nehmen. Nur wenn zufällig y k selbst ganz ist, müssen wir 
x h — y k setzen. In allen Fällen haben wir also zu setzen 

Sfc - ** - f * wo 0 £ t k < 1 . 
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Durch Einführung der Größen f- gewinnen wir aus (1) das folgende 
gleichbedeutende Gleich ungssystem 



(8) 



j 

■ ■ 



7 



l n-l 



!/«=-- :f 
f .-i - 1 • • • * 

x x , . . . .r 



Eliminieren wir »/ aus den beiden zuletzt angeschriebenen Glei- 
chungen, so erhalten wir 



(4) 



+ 1 • 



Bezeichnen wir allgemein mit [z] die nächste auf « folgende ganze 
Zahl, und beachten, daß £ n + 1 ein echter Bruch ist, so «können wir aus 
(4) schließen, daß 



(5) 



ran ->r *■ 



mit Ausnahme nur wieder des Falles, daß zufällig e M+l -» 0 und 

gau/e Zahl ist. Die Hekursionsformeln (5) dienen zur sukzessiven Be- 
rechnung der Teilnenner x H . 

Da ß u die Eins zur oberen Grenze hat, so ergibt sich aus den 
ersten Formeln (5) 

(6) 

Die Nenner der Stammbrüche wachsen also etwa wie x*. Brechen 
wir die Reihe nach dem Glied ab, so ist der Rest 

TT* 



1 

y<t +1 



< 



also kleiner oder nur wenig größer als das Quadrat des letzten Gliedes. 

Um eine Zahl z == — etwa bis auf die 1000. Dezimalstelle genau zu 

kennen, braucht man nur wenige Glieder unserer Entwicklung zu be- 
sitzen, nämlich für den kleinsten Wert ./• = 2 höchstens 13, sonst sieher 
weniger. 



Digitized by Google 



Tber eine Klast>»> unendlicher Reihen. 



127 



Die Formeln (5) bedurften einer Modifikation in dem Fall, daß 
eine der Größen f. — 0 wird. Ein Blick auf das System (IV) lehrt, 

daß dann die Reihe der Stammbrüche mit 1 abbricht und »/ eine 

rationah- Zahl ist. Umgekehrt, wenn // rational ist, so ist die Minimal 
reihe endlich, also wird ein gewisses s H — 0. In der Tat, falls etwa 

y — - gesetzt wird, ist das System (3) dem Wesen nach identisch 

mit dem folgenden 

b = xa — a if n x < a f 

xb = x l a l — fij, a 2 < a lf 

x x xb — ar,« s — « 3 , a 3 < 



(?) 



Da hierin <*, « t , « s , ... eine Reihe monoton abnehmender ganzer 
Zahlen sind, muß a n = 0 werden für einen Index 11 <^ a. 
Beispielsweise ist 

61 4 ^ 17 T 37» ^ 166795 T 4(Ht742t»65S0 

Ist also z irrational, so kann die Reihe der x nicht abbrechen. Aber 

auch jedes rationale z = 1 kann natürlich durch unendliche Reihen 

von Stammbrüchen dargestellt werden, und mau darf nach derjenigen 
unter ihnen fragen, welche stärker konvergiert als alle übrigen. Es 

ist klar, daß diese unendliche Maximalreihe für— mit der oben definierten 

' y 

endliehen Maximalreihe von (n) Gliedern in den (« — 1) ersten Gliedern 
übereinstimmen muß, da sich sonst eine andere Reihe angeben ließe, 
die stärker konvergiert. Man erhält also die unendliche Maximalreihe 
einer rationalen Zahl, indem man das letzte Glied der endlichen Maxi- 
malreihe - — ersetzt durch die entsprechende unendliche Entwicklung 

X n - 1 

stärkster Konvergenz. Die Aufgabe ist also zurückgeführt auf die Frage 
nach der Maximalreihe eines Stammbruches. 

Nehmen wir aber in den Gleichungen (Ü) y als ganze Zahl an, 
so erkennt mau, daß f und t u f 8 , t 3 , usw. alle gleich Eins sein müssen, 
da f n — 0 ausgeschlossen wurde. Tragen wir diese Werte in die 
Rekursionsformel (5) ein, die auch für diesen Fall gilt, so finden wir 
für jeden Index n 

iß) *iM.!-«i-^ + l. 
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Die Teilneuner der Maximalreihe eines Stammbruchs entstehen also 
durch sukzessive Iteration einer quadratischen Funktion, d. h. es gilt 
die Entwicklung 

W z-l + \ + 4 + ' ' ' x n + x^] - 1 

-*»-**+!)• 

Diese Gleichung gilt natürlich für beliebige Werte von x, nur verliert 
die rechte Seite für nicht ganzzahliges x den Charakter der Maximal- 
reihe. Man beweist sie am einfachsten, indem man der Rekursions- 
formel für x k die Form gibt 

l 1 l 

X — 1 X — 1 X ' 

woraus das Bestehen der Gleichung (9) in die Augen springt. 

Die Frage, wann die Reihenentwicklung (9) ins Unendliche fort- 
gesetzt werden darf, ist offenbar identisch mit der, alle Punkte x der 
komplexen Ebene zu bestimmen, für welche x n und n über alle Grenzen 
wächst. Es würde indes hier zu weit führen, auf die interessanten 
Verhältnisse (wie sie in ähnlicher Weise bei allen Reihen auftreten, 
deren Glieder durch Iteration einer Funktion entstehen) näher einzu- 
gehen. Ich begnüge mich daher folgenden Satz zu beweisen: 

Zieht man mit dem Punkt x — -J- als Zentrum zwei Kreise }>ez. 

mit den Radien + ]/y umi ? ' so f iir a ^ e ^ u,l ^ ie die außer- 
halb des größeren Kreises liegen, 

X 

lim x n = oo und £ — konvergiert, 

für alle Punkte im Inneren des kleineren Kreises aber ist 

lim x„ =» 1 und ^ 1 divergiert. 

Beweis: Die Funktion = x* — x + 1 bildet jeden Kreis mit dem 
Mittelpunkt z = - ■ auf einen Kreis mit dem Zentrum j; = -|- ab. In 
der Tat setzt man x = £ + i r h x t = ; x -f t ' \ t , so gilt 

uo) (6.-T)-(«-i) , -"' + T- v>- 2 {t-lf)i> 

woraus 

(8,-4)'+^-((6-;r+^r-^ 
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Kig t 

1 für alle Punkte x des 



Insbesondere wird das Innere des Kreises {t — + >; s = ~ auf das 

Innere des Kreises — ~V -f- = ~ abgebildet, der im Inneren des 

ersteren liegt und ihn im Punkt £ = 1 

berührt. Zieht man durch £ — * einen 

Durchmesser des größeren Kreises, so 
entsprechen seine beiden Endpunkte 
seinem zweiten Schnittpunkt mit dem 
kleineren Kreis. Man schließt dann 
leicht, daß die Bilder des kleineren 
Kreises wiederum auf einer Kurve 
liegen, die von ihm eingeschlossen ist 
und nur den Punkt 5=1 mit ihm 
gemein hat. Und da dieser Schluß 
fortgesetzt gilt, so ergibt sich, daß lim x t 

Kreises vom Radius -- wird. W. z. b. w. 
Aus (10) zieht man ferner die Formel 

Bestimmen wir einen Radius r, so daß 

('»-t) = ("-t)'-v. 

so erkennt man leicht, daß die Bilder aller Punkte auf einem Kreise 
vom Radius 1< > r, für die also 

(l - y) 9 + * " * > T + Vt - C 1 ' 2071 ) 8 ' 

auf das Äußere eines konzentrischen Kreises von größerem Radius 
fallen, daß also für alle Punkte außerhalb des Kreises vom Radius 
1,2071 ... lim x n = oo sein muß. 

Für reelle Werte von x leuchtet übrigens ein, daß die betrachtete 
Reihe konvergiert für alle Punkte außerhalb des Intervalles von 0 bis 1, 
divergiert für alle Punkte innerhalb und auf der Grenze desselben Intervalles. 

Aus der einen Darstellung von — als Summe rationaler Funk- 
tionen kann durch folgenden Prozeß eine Menge anderer gefunden 
werden. Schreiben wir nämlich in 

l l 



_1 1 + - 

X — 1 X X* — X+ 1 



+ 



Archir der 



x* — 2x s -f 2x* — x + 1 

1 

x « _ 4 X i + 8x 8 - 10x 5 -f 9x« — 6*» + 3x* — x + 1 
tttt und Phy.ik. III. Reihe. XII. 9 



+ 
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— x für x, und addieren die neue Gleichung zur alten, so hängt das 
Resultat nach Vereinigung der entsprechenden Glieder nur noch von 
x s ab. Schreiben wir dafür wieder x f so kommt 

JL _ * + 1 x (* + 

x- 1 ~ x« + x + 1 x« + 2x* 4- 3x + 1 

(g+ l) (x'+7x» + 8x + 1) 

x" + 2x« + 2x 6 + ~8x« + 14x a + 15x* + 6x~+ 1 '" 

Diesen Prozeß können wir beliebig oft wiederholen, wobei der Nenner 
des ersten Gliedes sich stets reproduziert, während die übrigen Nenner 
ihre Gestalt wechseln. 

Nachdem wir die Maximalreihen der rationalen Brüche besprochen 
haben, wäre die nächste Frage die nach der entsprechenden Entwick- 
lung einer quadratischen Irrationalität y =- a -f 6 Hier treten aber 
bereits beträchtliche Schwierigkeiten auf, die noch zu überwinden sind. 
Nur in einem bemerkenswerten Fall können die Glieder der gesuchten 
Reihe angegeben werden, nämlich dann, wenn der zu entwickelnde 

echte Bruch die Form hat — = a — hYD, wo a, b ganze Zahlen sind, 

die der Gleichung a» — &» • D = 1 genügen. 

Wenden wir nämlich die Rekursionsformeln (5) an, so haben wir 
zu setzen 

♦ + _ 

x- [a + bYI)] - [a + >V - 1] - 2a, s = a-V^l 

^ - [j] - X - [4a 3 + 4a 8 ]/« ! - 1 J - 2a 

- Ua» + ]/(4a 3 - 2a? - 4a*] - 2a. 

Da 4a» < 2 (4a 8 - 2a) - 1, so muß ^(4«*- 2a)' - 4a*] - 4a 3 - 2a 
sein, und wir haben 

x t = 2a ■ 2a, , e, - 2a (a, - yä\ — l), 

wo wir a 1 — 2 a* — 1 gesetzt haben. Fährt man so fort, und bestimmt 
die Größen a,, a 3 , ... a k nach der Rekursionsformel a k+1 = 2ai — 1, 
so findet man 

X 9 - 2a . 2a, . . . 2a„ - 2a. • *„_, , *„ = *„_, (a n - |/aj - Q- 

Wir nehmen dies für den Index « als bewiesen an und folgern 

+ + 
*.+! - g - *.] - [*» (2a» - 1) + (2a. y aj" T)] 

-[af.(a. +1 +VaJ +1 -l)J. 
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Nun folgt aus a n+1 - 2a\ - 1 leicht (a* +l - 1) - (2a,) 1 (ajj - 1) und 
somit 

(a ! , + i - l)-(2a. • 2a, +I . . . 2a)*(a s - 1)- *»(a» - 1). 
Da a ^> 2 sein muß, so ist also immer 



a„ + x > x\ und Va* + 1 — 1 > (x n a n+l - 1), 
d. h. es wird 

x n+l x n • 2a -+I , = ^(a^+x — — i), q. e. d. 

Wir haben so den Satz erhalten: 

Sind a, b positive ganze Zahlen, welclie der Peitschen Gleichung 

a* -b*D=l genügen, so gilt für die IrrationalzaJU a - bVD die 
Reihenentwicklung 

a - hVD - £ + ^ 2fl - + 2fl . , * 2öj + • • - ad. inf. 

(2a, +1 ) = (2« t /-2, 

und zwar konvergiert die Reihe rascher als jede andere Darstellung der- 
selben Zahl als Summe positiver Stammbrüche. 

Die Rsihe (10) hat zur numerischen Auswertung die denkbar 
günstigste Form und kann gelegentlich zur Berechnung einer Quadrat- 
wurzel dienen, falls zufällig eine Lösung der zugehörigen Pellschen 
Gleichung bekannt ist, indem meist schon die beiden ersten Glieder 
eine größere Genauigkeit geben, als mit den gewöhnlichen Logarithmen- 
tafeln zu erreichen ist. So ist z. ß. 

V« 3 - 8 - (f, + 16 l iü + ■••) - 7,93725393 . . . 

Die Gültigkeit der Gleichung (10) hört im allgemeinen nicht auf, 
wenn wir dem a irgend welchen komplexen Wert geben, nur ist dann 
der Wert der Quadratwurzel jedesmal zu bestimmen. Die Reihe ist 
auch noch dadurch interessant, daß die samtlichen Punkte, für welche 
sie nicht mehr konvergiert, ein endliches, nicht geschlossenes Linien- 
stück stetig erfüllen. Es gilt nämlich der Satz: 

Die Reihe 

(«>») L+£ + k + ---> " 

wo Xt+i «■ 2x$ — 1 ist, konvergiert in der ganzen Ebene mit Ausnahme 
der Punkte der reellen Acfise zwischen — 1 und -f 1 und stellt den- 



jenigen Wert des zweideutigen Ausdrucks x ±Vx* — 1 dar, dessen ab- 
soluter Betrag kleiner ah Eins ist. 
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Beweis. 

Betrachten wir die ganze algebraische Funktion z von x, die durch 
die Gleichung gegeben ist 

(11) *»-2**+l-0. 

Es leuchtet ein, daß die Potenzen von z wieder Gleichungen derselben 
Form genügen müssen. Setzt man insbesondere 

z* =- £, , z* =• z t , . . ., z* = z if . . 
2x* — 1 = X\ t . . ., 2x\ — l = Xk+i, ■ ■ , 

so gilt 

(12) z\ - 2xiz, + 1=0, . . ., 4- + 1-0, 
welche Relationen wir auch in der Form schreiben können 

(13) 2x =» z + \, . . ., 2x k = / + z-> 1 . 



Nun folgt aus den Gleichungen (11), (12) die Formel 



also 



•ix" 1 " 2x 2x" r 2x 2i T 2x.2i 1 T 2x-2r 1 ' 



(14) 3 = _l_i_ _ 1 _j 1 ( l_ i __ 1 ! . 

v ' 2i T 2i -2« 1 T !!j:-2i 1 2x 1 ' -'x • 2x t . . . 2x„ T 2x 2x, . . . 2 x„ 

Es bleibt noch übrig, das Restglied der Reihe rechts zu unter- 
suchen. Ziehen wir in der Ebene den Einheitskreis um den Nullpunkt 
und betrachten die Punktzuordnung, die durch die Gleichung (11) ver- 
mittelt wird. 

Zu jedem x gehören zwei verschiedene Wurzeln dieser Gleichung 
(ausgenommen für x = ± 1, wo z = x wird). Da ihr Produkt = 1 
ist, so liegt die eine im allgemeinen innerhalb des Einheitskreises, die 
andere außerhalb. Wir bezeichnen die erstere mit z, die andere mit 

z' so daß also immer z < 1 ist. Eine Unbestimmtheit tritt 

nur ein, wenn der absolute Betrag beider Wurzeln gleich Eins ist. 
Suchen wir die Werte von x, für welche dies eintritt, und setzen dazu 
z = e^f. Nach (18) wird dann 

x = cos <p, . . ., x„ — cos (2"{p) . 

Also: Für alle, reellen Werte von x zwischen — 1 und + 1 und 
nur für diese wird \z \ — 1. Zugleich bleibt ' x H \ bei wachsendem n end- 
licti und < 1, und die Reilw (10 a) divergiert. 

Umgibt man also die gerade Strecke von — 1 bis + 1 durch ein 
beliebig schmales Rechteck, so bleibt für das ganze äußere Gebiet 
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z < 1 und |j'J>1. Für alle diese Werte wächst aber nach (13) 
z m mit n über alle Grenzen, so daß also die Reihe (10a) gleichmäßig 
konvergiert und diejenige eindeutige Funktion von x, die wir mit z 
bezeichnet haben, vollständig darstellt. 

Um den Zusammenhang zwischen z und x noch etwas zu verdeut- 
lichen, denken wir uns irgend einen Punkt z im Einheitskreis. Indem 
wir ihn erst an der reellen Achse und dann am Einheitskreis spiegeln, 

gelangen wir zum »Punkt z' — 1 • Der Mittelpunkt auf der Geraden 

(z, z' ) ist dann das zugehörige X. Man sieht hieraus, daß zusammen- 
gehörige Werte von x und z stets auf der gleichen Seite der Ordinaten- 
achse, aber auf entgegengesetzten Seiten der Abszissenachse liegen. 



Fig. 2. 



Beeilen Werten von x außerhalb des Intervalles (—1, +1) entsprechen 
reelle z, z'. Einem reellen Wert x 0 zwischen — 1 und + 1 entsprechen 
zwei Punkte r 0 , z 0 des Einheitskreises, die man erhält, wenn man in x 0 
die Ordinaten bis zum Kreis zieht. Läßt man x sich von der negativen 
Seite her diesem Punkte nähern, so wandert das positive z zum Punkt 
z 0 hinauf. Kommt aber x von der positiven Seite an x 0 heran, so 
nähert sich z dem Punkte z 0 . Also hat z an beiden Rändern des 
Verzweigungsschnittes (— 1, -f 1) konjugiert komplexe Werte. 

Wir haben im Vorhergehenden nur die Stammbruchreihen mit 
lauter positiven Gliedern behandelt. Das Verfahren bleibt aber im 
wesentlichen dasselbe, wenn über das Vorzeichen der Glieder andere 
Bestimmungen getroffen werden. Um z. B. die Reihen mit alternierend 
positiven und negativen Gliedern zu erhalten, haben wir in den Gleichungen 
(3) rechts den Größen f das positive Vorzeichen zu geben. Die Re- 
kursionsformel der Teilnenner wird jetzt 
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und als unendliche Maximalreihe eines Starambruchs finden wir 

V ' X -f 1 X X, 1 x i x s ' 

worin 

X k +i — Xk + x k — 1 

ist. 

Indessen gibt es für quadratische Irrationalitäten keine Maximal- 
reihe von so einfachem Gesetz wie Reihe (10). Man kann zwar für 
die Zahl y'a 1 + 1 — a in analoger Weise wie S. 132 aus der Gleichung 
e* + 2az — 1— 0 eine alternierende Stammbruchreihe herleiten, die- 
selbe besitzt aber nicht den Charakter der Maximalreihe. 

Basel, 20. Sept. 1903. 



Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduln. 

Von Paul Epstein in Straßburg i. E. 

Die elementare Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduln 
ist — wenn man von Dirichlets Verallgemeinerung der Indizesdarstellung 
absieht — nicht wesentlich über den Stand in Gauß' Disquisitiones 
hinausgekommen. Sie findet eine natürliche Schranke in dem Satze, 
daß für zusammengesetzte Moduln im allgemeinen keine primitiven 
Wurzeln existieren. In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch ge- 
macht, diese Schranke zu beseitigen, indem für jeden Modul primitive 
Wurzeln definiert werden, die natürlich für die Moduln, für welche 
bisher primitive Wurzeln existierten, mit diesen zusammenfallen müssen. 
Die Bestimmung der Anzahl dieser primitiven Wurzeln und ihre Ein- 
teilung bildet den Hauptgegenstand der Untersuchung. Dabei werden, 
um die Arbeit in methodischer Beziehung möglichst einheitlich zu ge- 
stalten, als wichtigstes Hilfsmittel geeignet gewählte zahlentheoretische 
Funktionen benutzt. Unter diesem Gesichtspunkt ist in den folgenden 
Entwicklungen auch eine neue Darstellung der bisherigen Theorie der 
Potenzreste enthalten. 

1. Bedeutet m irgend eine ganze Zahl, so wird nach dem ver- 
allgemeinerten Fenn at sehen Lehrsätze die Kongruenz 

jffW = 1 mod m 

durch jede zu m relativ prime Zahl erfüllt. Im allgemeinen ist dies 
aber nicht die Kongruenz niedrigsten Grades von der angegebenen 
Eigenschaft, sondern nur dann, wenn m Potenz einer ungeraden Prhn- 
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xahl oder das Doppelte einer Bolchen Potenz ist. Sei in Primfaktoren 
zerlegt 

(1) m - r-pi'p? . . . p' % >, 

a irgend eine zu m relativ pritne Zahl, so bestehen die Kongruenzen 

a*W') = 1 mod^', a^'t) = 1 mod,£', . . ., a»W") m 1 mod»;,'«, 
und dazu kommen 

für u 0 = 0, 1 a = 1 mod 2"°, 

a 0 =2, 3 a*~ 1 mod 2«-, 

a 0 >3 a ,O0_, = 1 mod 2"». 

Wir bezeichnen das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen a, 
b, c, . . . mit 

[«, b, c, . . .] 

und bilden 1 ) 

jfür «o- 0, 1, 2, 3 *(») - qp(K'), . . ., • 

|für * 0 > 3 *(»») - [2-" J ; . ., 

Dann ist nicht nur für jede zu m relativ prime Zahl a: 

a w(«»> = i mo d m , 

sondern 

x ip(m) _- 1 m0( l w 

ist die Kongruenz niedrigsten Grades, die alle Zahlen eines reduzierten 
Restesystems mod m zu Wurzeln hat. 

Die so definierte zahlentheoretische Funktion tlf(m) möge „Haupt- 
exponent zum Modul m" heißen. 8 ) Sie ist immer ein Teiler von (p(m) 
und nur für m =» p" und m~2p a ist sie mit <p(m) identisch. Für 
jede zu m relativ prime Zahl a gibt es einen kleinsten Exponenten e, 
so daß 

a* ^ 1 mod m 

ist; diese Zahl e ist immer ein Teiler von V( w 0 und soll „Minimal- 
exponent von a für den Modul m" heißen. Der Hauptexponent i>(m) 
ist der größte für den Modul m mögliche Minimalexponent. 

Eine Zahl, die dm Haupteiponenten tum Minimalexponenten besitzt, 
heiß primitive Wund von m. 



1) Vgl. Lucas, Theorie des nombres, S. 429. 

2) Merkwürdigerweise wird dieselbe deutsche Bezeichnung „Hauptexponent' 4 , 
— aber in anderer Bedeutung — , in einer Arbeit von Cunningham, Maas, of 
Math. Bd. 33, S. 145 gebraucht. 
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Wir stellen uns die Aufgabe, für einen Modul m die Anzahl der 
Zahlen mit gegebenem Minimalexponenten und insbesondere die Anzahl 
der primitiven Wurzeln von m zu bestimmen. 

2. Es bedeute 

l(m, u) die Anzahl der inkongruenten Lösungen der Kongruenz 

(1) xf = 1 mod m, 

6(m, u) die Anzahl der Zahlen mit dem Minimalexponenten ft. 

In diesen Funktionen kann ft beliebige ganzzahlige Werte annehmen; 
ist ft relativ prim zu 1>{m) f so ist jr(m, ft) = l, und wenn ft nicht 
Teiler von ist, so ist jedenfalls 0(m, ft) =» 0. 

Wo kein Mißverständnis bezüglich des Moduls möglich ist, kann 
man das Argument m weglassen. 

Ist ft = so ist 0(m, ft) die Anzahl der primitiven Wurzdn 

von m, und wir schreiben dann 

(2) für ft = ty(m): 6(m, u) = o(m). 

Jede Lösung der Kongruenz (1) hat entweder ft oder einen Teiler von 
ft zum Minimalexponenten, und umgekehrt ist jede Zahl mit einem 
solchen Minimalexponenten eine Lösung der Kongruenz. Also besteht 
zwischen den Funktionen % un ^ 0 der Zusammenhang 

(3) x(m, ft) =^0(w, <$), 6 alle Teiler von ft. 

In der Summe auf der rechten Seite sind nur diejenigen Funktionen 0 
von Null verschieden, bei denen d zugleich Teiler von tf>(m) ist; es 
braucht also d nur die Gesamtheit der Teiler des größten gemeinsamen 
Divisors von ft und il>(m) zu durchlaufen. Bezeichnen wir diesen mit 
d, so haben wir folglich den Satz: 

Es ist stets 

Oder anders ausgedrückt: Die Kongruenz x" = 1 mod m Juit dieselbe 
Anzahl JJisungen, wie die Kongruenz x 4 = 1 modm. 

Es sei nun 

1. m ungerade: m = p a *pf . . . p" H . 

Die Lösungen von x* = 1 mod m sind die simultanen Lösungen der 
Kongruenzen 

a/* = 1 mod/,' 1 , x" = 1 modf£* } modj£\ 
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Diese haben der Reihe nach d lf d t , . . d n Lösungen, wobei 
(5) d i der größte gemeinsame Teiler von p und qp(j>"') 

ist. 1 ) Durch Kombination der Lösungen der einzelnen Kongruenzen 
miteinander erhält man sämtliche Lösungen von = 1 mod m also ist 

l{m,p) — a\d i ...d m . 

Ist aber 

2. m gerade: m =- 2 a °p[ l . . . p"*, 

so kommt zu den obigen Kongruenzen noch 

& = 1 mod2°« 

hinzu. Diese besitzt 

für u 0 = 1 : eine Lösung 

für « 0 > 1 und u ungerade: eine Lösung, 

H gerade: 2 d 0 Lösungen, wobei 

(5 a) d 0 der größte gemeinsame Teiler von p und 2"°-* 

ist. 

Fassen wir alles zusammen, so können wir also sagen: Wenn m 
durch 4 teilbar und jx gerade ist, so ist 

(6a) %(m, u) «= 2 d 0 d i . . . d n . 

In allen übrigen Fällen ist 

(6b) x{m, u) = d x d t . . . d n . 

Nimmt man beispielsweise (i = $(m), so ist es jedenfalls eine gerade Zahl 
und rf, = <p(i>"'j (t = 1, 2, . . ., n). Weiter ist, sobald a 0 ^ 2 ist 
cf 0 =2" o ~ s , also 2 d 0 = <p(2 a ° ), folglich erhält man, wie es sein muß: 

r(m, *(*>)) - <p (2'") 9 (j»;») . . . <p = *(«). 

Aus den Formeln (6) erkennt man, daß für zwei relativ jyrime Zahlen 
u, fi' stets 

(?) zK^') = z(»',f»)z('«^') 

ist. 

3. Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Funktion 0(m, j/) und 
bedienen uns dabei des folgenden Satzes 2 ): 

1) Oauß, Disquisitiones arithm. Art. 85. 

2) Dieser einfache Satz, der bisher noch nicht ausdrücklich formuliert zu sein 
scheint, laßt sich auch aus einem kleinen Aufsatz von Liouville, Joum. de 
Math. 1857, S. 110 ablesen. Er bildet die Quelle für zahlreiche Relationen zwischen 
zahlentheoretischen Funktionen. 
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Sind zwei zahlentheoretische Funktionen % und 0 für jedes Argument 
u durch die Relation 

(1) 2OO =^°\A)> d sllle Teiler von /*; 

d ... 

verbunden, ist 2(1) = 1 un <1 ß r irgend zwei relativ prime p, \l 

(2) z0*jO = zl/0 zOO, 

so ist audi 

(3) 0(^0 = '00 '0O, 
«w/ wen*, in Primfaktoren zerlegt: 

u — p a q?r r . . . 

ist , so ist 

(4) 00) = (2 V") ~ X P a ~ l j) (Z - Z(ff*" 1 )) • • • 
Beweis. Ist p Potenz einer Primzahl: 

so folgt aus (1): 

Ö(2> a ) = 2(^)-Z^ a - 1 )- 
Ist ff Potenz einer zweiten Primzahl, so ist 

Darin durchläuft d' alle Teiler von mit Ausnahme von p a gf selbst. 
Diese kann man so erhalten, daß man sämtliche Teiler von p n q?~ x , 
ferner von p"- l q? nimmt; dabei erhält man die Teiler von p'- 1 q i ~ 1 
zweimal, man hat sie also einmal wieder wegzunehmen; daraus folgt 

zOV) - + zOV- 1 ) + zu>"- V) - zO"- 1 ?'*" 1 ), 

also nach (2): 

0(FqO = (Z(m - zCr" 1 )) (Z(^) - Z (ff*" 1 )) 

oder auch 

In entsprechender Weise weiterschließend gelangt man unmittelbar zu 
dem obigen Satze. 

Fügen wir in Formel (4) sämtlichen Funktionen ein erstes Argu- 
ment m hinzu, so haben wir die Anzahl Q(tn, p) der Zahlen, die für 
den Modul m den Minimalexponenten p besitzen, durch die im vorigen 
Paragraphen bestimmte Funktion %{ m > fO ausgedrückt. Wir wollen die 



Digitized by VjOOQlc 



Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduln. 139 

Formel nur für den Fall p = #(m) weiter ausführen 1 ) und erhalten 
dadurch die Anzahl der primitiven Wurzeln von m. Es sei in Prim- 
faktoren zerlegt: 

(5) 9 (m) = 2'°ql> jj- . . . *(») - 2*£ £ . . . 

Dann ist nach (4), wenn wir für p — #(m) anstelle von 6(u) die 
Bezeichnung w(m) wählen und bei den z~ Funktionen wieder das erste 
Argument m weglassen, die Anzahl der primitiven Wurzeln: 

(«)•(«.)-[, (2-) - t (2- - ■)] [z («;■)- 1 («;' "')]■•• [« )-«(*.'"")]■ 

Wir bestimmen zunächst für irgend eine der ungeraden Primzahlen # 
die Werte von z(q r ) und JtCg* -1 )- 

Es seien die höchsten Potenzen von q, die der Reihe nach in den 

Funktionen <p(p° l ), <p (p?), ■ ■ •» <P (K") enthalten sind, 

j» q Y \ . . ., q Y \ 

Dann ist q in der Funktion qp(»i) mit dem Exponenten 

* = + H + 7n 

enthalten; dagegen ist der Exponent v von q in i'(m) nach der De- 
finition dieser Funktion die größte der ZaJden 'y u . . . y„. Folglich ist 
nach (6) des vorigen Paragraphen: 

(8a) Z(q)-i r '* n * + '"-4*. 

Um aber z(q'~ l ) zu bestimmen, bezeichnen wir mit 

(7) £ die Anzahl der durch q* teilbaren Funktionen <p (;>"'), . . y(pl*) 

und finden durch eine leichte Überlegung 

(8b) z(«*"*)-«" +M " +>-„-m,m,- 1 ) = ^-. ) 

also ist 

(8c) ' 0(q') = - z(tf- v ) - l). 

Eine entsprechende Formel findet man für die Differenz Jf(2*) — z(ß r °~ l ), 
nämlich 

(9) 0(2*) = |(2'*) - x(2*- l ) = »»(2*- - 1), 

nur muß man dabei die Zahl £ 0 in geeigneter Weise definieren. Ist 
1. m nicht durch 4 teilbar, so ist 

* 0 die Anzahl der durch 2'° teilbaren Funktionen 
1) Der allgemeine Fall wird in Nr. 5 behandelt. 
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2. Ist m durch 4 teilbar und i' 0 > 1, so ist 
£ 0 die Anzahl der durch 2 r * teilbaren Funktionen 

(7b) i 9 (ip), *(*?■),.., »(*;•)• 

3. Ist aber t' 0 = 1, was immer eintritt, wenn m keinen Primfaktor 
von der Form 4 h + 1 enthält und durch keine höhere Potenz von 2 
als 8 teilbar ist, so ist 

(7c) *o=V 

Aus (8) und (9) findet man nunmehr, wenn man die nach (7) zu be- 
stimmenden Zahlen £ durch Indizes entsprechend den Primfaktoren q]' 
von #(w) unterscheidet, die Anzahl der primitiven Wurzeln von m: 

(10) »(*>) = 2 l °~ '"(2'» - 1) gj*- (gj - l) . . . g, a «-- fc* - l) • 

Führt man aber eine zahlentheoretisehe Funktion 

(11) r / (m) = 2'°- 1 ^- 1 ...e- 1 

ein und bezeichnet mit S(u) die Summe der Teiler von u, so kann 
man, wie man leicht sieht, schließlich folgenden Satz aussprechen: 

Um die AnzaJrf der primitiven Wurzeln einer Zahl 

in - 2 . . p n * 

zu bestimmen, berechnet man die Funktionen <p(2 a °), ^(pj*), • • , v(pl m ) » 
/errwr 

9>(m) - 2^ . . . gj- 
imd möcA Formel (2) w JVr. i rfen Hauptexponenten 

*(») = . . . 2 ;-. 

Ermittelt man dann nach (7) rfie Zahlen « 0 , 6j, ... f x «nrf entsprecJiend der 
Formel (11) die Funktion i)(m), so ist die Anzahl der primitiven 
Wurzeln von m: 

(12) »W-wW-JJ- 

Ist »i = /) a oder 2j>", so ist y(m) = 1, und man hat die aus den 
Elementen bekannte Anzahl der primitiven Wurzeln: ©(»») = qup (p a ). 

4. Ist a primitive Wurzel von m, und bildet man die Reste der 
Potenzen von a nach dem Modul m, so ist a,^a<"modm dann und 
nur dann ebenfalls primitive Wurzel, sobald u relativ prim zu 4>(m) ist. 
Umgekehrt ist dann auch a = oj* mod m, wobei u A die zu /i assoziierte 



Digitized by Google 



Theorie der Potenzreste für zusammengeaetzte Moduln. 141 

Zahl, d.h. ßftjsl mod^i/») ist. Solche primitiven Wurzeln, von denen 
jede einer Potenz der anderen mod m kongruent ist, sollen miteinander 
verwandt heißen. Dagegen möge eine Zahl b, welche keiner Potenz von 
a kongruent ist, fremd zu a genaunt werden. Ist b auch primitive 
Wurzel, so sind sämtliche mit // verwandten Wurzeln fremd zu sämt- 
lichen mit a verwandten und umgekehrt. Hieraus folgt der Satz: 

Sämtliche primitiven Wurzeln von m lassen sich in „Familien" 
von je <p(n> m)) miteinander verwandten Wurzeln einteilen. Jede Familie 

n (in) 

ist fremd zu jeder anderen. Die Anzahl der Familien ist — ^ ,~- 

Die Einteilung läßt sich aber weiter treiben. Sei a primitive 
Wurzel und r eine zu a fremde Zahl vom Minimaleajxmentm 2, also 
eine Lösung der Kongruenz 

(1) x* = 1 mod »/, 
so ist 

(2) b = ra mod m 

ebenfalls primitive Wurzel und fremd zu a. Denn wäre der Minimal- 
exponent ß von b ungerade, so wäre W = ra? = 1 mod m, also 
rsaVW-j'j was unmöglich ist, da r fremd zu a sein soll. Für einen 
geraden Minimalexponenten ß ist aber b* = «<* ~ 1 mod m , also kann 
nur ß — 1> (m) sein. Wäre nun b mit a verwandt, so könnte wieder r 
nicht fremd zu a sein. 

Aus (2) folgt aber, wenn fi relativ prim zu «•(»»), also jedenfalls 
ungerade ist: 

(3) b" ~ ra" mod m, 

es geht also auf diese Weise die ganze Familie primitiver Wurzeln, 
zu der a gehört, in eine neue Familie über. Macht man denselben 
Übergang mit Hilfe von sämtlichen zu a fremden Lösungen der Kon- 
gruenz (1), so kann es vorkommen, daß man dieselbe neue Familie 
mehrmals erhält. Es müßte dann, wenn r eine zweite zu « fremde 
Lösung von (1) ist: 

(4) r'a ra" mod m (/* relativ prim zu tl>(m)) 

sein, also wenn man beiderseits zum Quadrat erhebt: 

a Hft—i) = i m0( j m 

Hieraus würde aber, da jedenfalls u < 4>(m) ist, 

m = *?■ + 1 
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folgen, und dies ist nur dann relativ prim zu tf'(in), wenn il>(m) durch 
4 teilltar ist. In diesem Falle besteht dann für die Lösungen r, r* die 
Beziehung 

rr' = a 2 mod m. 

Hiennit haben wir den Satz: 

Jede zu a fremde Lösung der Kongruenz jc* = 1 mod im erzeugt eine 
zur Familie von a fremde- Familie primitiver Wurzeln b" = ra/' modw; 

sobald aber i>(m) durch 4 teiWar ist, liefern je zwei durch die Kongruenz 

■/'(») 

rr' — a s mod im verbundene iÄisungen r, r' die gleiche Familie. 

Wir wollen die Gesamtheit der in dieser Weise aus einer Familie 
entspringenden neuen Familien mit Einrechnung der ersten einen 
Stamm von Familien nennen. Da aus b = ra mod im auch 

a = rb mod m 

folgt, so kann man einen Stamm aus jeder ihm zugehörigen Familie 
erzeugen. Dagegen erzeugt jede Familie, die dem Stamme nicht zu- 
gehört, einen neuen Stamm. 

Nun sind von den Lösungen der Kongruenz x* = 1 mod m mit 

Ausnahme der Lösungen r == 1 mod im und r = a^' ( ' mod im alle 
Lösungen fremd zu a. Die Anzahl aller Lösungen ist nach der bis* 
herigen Bezeichnung x(m y 2), und es ist 1 ) nach (6) in Nr. 2., wenn wieder 
m = 2»;* . . . ist: 

für « 0 =0,1 jr(»i,2)-2- 
« 0 =2 x(m,2)-2" + \ 
« 0 >2 z (im,2) = 2'< + *. 

Es ergibt sich also schließlich der Satz: 

Die primitiven Wurzeln zerfallen in Stämme. Jeder Stamm hat, 

A) wenn #(m) nieht durch 4 teilbar ist, x(m,*2) — 1, 

B) wenn tl'(m) durch 4 teilbar ist, , z(m, 2) 
Familien von je <p(#{tn)) primitiven Wurzeln. 

5. Wir wollen noch die Frage behandeln, ob unter den Resten der 
Potenzen aller primitiven Wurzeln von im sämtliche zu im relativ primen 
Zahlen auftreten; wir werden finden, daß dies im allgemeinen nicht der 
Fall ist. 



1) Vgl. Bachmann, Niedere Zahlentheorie, S. 172. 
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Es seien a und b primitive Wurzeln, und es möge für einen Ex- 
ponenten ft die Kongruenz 

(1) a" = b" mod m 

bestehen. Bedeutet d den grüßten gemeinsamen Teiler von p und H>(m), 
30 daß 11 = </>', *(m) - du,' 

und n' relativ prim zu t' ist, so läßt sich eine Zahl fi, derart be- 
stimmen, daß tt'fti 3 1 mod ist. Erhebt man also die Kongruenz (1) 
zur fi 1 ton Potenz, so folgt 

(2) a rf = ¥ mod m. 

Bezeichnet nun g(m, u) die Anzahl aller inkongruenten Werte, die a" 

annimmt, wenn a sämtliche primitiven Wurzeln von m durchläuft, so 
wird offenbar 

(3) g(m,u)=g(m,d) 

sein. Andererseits ist aber nur dünn 

g(m, 11) = g(m, v), 

wenn fi und v denselben größten gemeinsamen Teiler mit #(»w) besitzen; 
denn nur unter dieser Bedingung kann fUr zwei primitive Wurzeln die 
Kongruenz ^ = b > mod m 

bestehen. Da also hiernach die Funktionen g(m } u) nur für den Fall 
zu betrachten sind, daß das zweite Argument ein Teiler von V( m ) ' Bt > 
so können wir mit einer leichten Änderung der Bezeichnung an ihrer 
Stelle die Funktionen 

(4) f(m,d)-,(m, !>£"-) 

einfuhren, und wir stellen uns die Aufgabe, den Wert von f(m, d) für 
einen gegebenen Teiler d von H>(m) zu ermitteln. 

Es bedeutet also f(m, d) die Anzahl aller inkongruenten Werte 

von o d . Die Kongruenz 

(5) x 4 = a J mod m 

hat % ( m > tTj Lösungen. Durchläuft a alle primitiven Wurzeln, so 

erhalt man f(m, d) Kongruenzen, deren Lösungen sämtlich inkongruent 
sind, also haben alle Kongruenzen zusammen 

(6) f(m, i) X (m, "••,;) 
verschiedene Lösungen. 



Digitized by Google 



144 Paul Epstein: 

Diese Anzahl kann man auch auf andere Weise bestimmen. Jede 

Lösung x der Kongruenz (5) hat einen Minimalexponenten , und 

es muß 5 relativ prim zu d sein; denn hätten § und d einen von 1 
verschiedenen gemeinsamen Teiler D, so daß £ — und d = J)d' 

•/•(m) t/»(m) 

wäre, so wäre J = lmodm, also auch x n = 1 raod w; ferner 

'l(m) »•(.») >/■ (m) iMwO 

wäre ^ a modw, folglich z " 5 a /J == 1 mod m, und dies 

ist unmöglich, da a primitive Wurzel sein soll. Umgekehrt aber ist 

Tl? I HU ^ ■ • • 

jede Zahl x mit einem Minimalexponenten t > wobei £ relativ prim 
zu d ist, Lösung einer der /*(»», d) Kongruenzen (5), d. h. ist 

(7) x * =1 mod m ™'- Minimalexponent) , 

so gibt es stäs primitive Wurzeln a, so daß 

»(»■) 

x d = a rf mod m 

Beweis. Da und £ relativ prim sein sollen, so muß 

ii>(m) = d l - e 

sein. Sei nun x eine gegebene Zahl vom Minimalexponenten = d • r, 
so ist zu zeigen, daß unter den Lösungen der Kongruenz 

(8) r'-^'modw 

sich primitive Wurzeln befinden. 

Es sei r eine Zahl mit dem Minimalexponenten £r=* — — , so ist 

a = xr mod w 

eine Lösung von (8), und für keinen Exponenten e < £e besteht eine 
Kongruenz a' H^mod w. Da nun .r den Minimalexponenten de hat 
und d relativ prim zu £ ist, so hat a den Minimalexponenten rf£e = 
d. h. a ist primitive Wurzel, und die Kongruenz (8) hat mithin 

0(m, £e) — 0^w, ~jrH primitive Wurzeln zu Lösungen. 

Es stimmt also die durch Formel (6) bestimmte Anzahl sämtlicher 
Lösungen der /"(»», d) Kongruenzen (5) überein mit der Anzahl sämt- 
licher Zahlen x mit einem Minimalexponenten , in dem £ relativ 
prim zu d ist, d. h. es muß sein: 

(9) f(m,d) x ( m ,^')^^e( m ,if), 
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und hierin ist die Summe auf der rechten Seite über alle zu d relativ 
primen Teiler von $(m) zu erstrecken. 

Wir wollen nun allgemein einen Teiler / einer Zahl n, der zu 

seinem komplementären Teiler y relativ prim ist, einen Hauptteiler 

von n nennen. Es gehört dann zu irgend einem Teiler d ein ganz 
bestimmter Hauptteiler, der alle in d vorkommenden Primzahlen in den 
Potenzen enthält, in denen sie in ti außreten. Sei in unserem Falle 

(d) der zu d gehörige Hauptteiler von #(m), 

so durchläuft £ alle Teiler von ^~ , die wir mit d bezeichnen wollen, 
und es ist also 



und d relativ prim zu (d). Folglich ist 

« 

und wir erhalten 



1 (<0 



/•(;», J) = - 



Es ist aber 

*(m) (<i) *(m) 
und ^ relativ prim zu , folglich 



,1 J 



und daher schließlich 

(10) fun,d) = - -/r • 

Ist cT ein zu rf relativ primer Teiler von so sind auch die zu- 

gehörigen Hauptteiler (d) und (<T) relativ prim, und der zum Produkt 
dd' gehörige Hauptteiler (dd') ist gleich dem Produkt der einzelnen 
Huuptteiler; es ist also 

(11) f(m, dd') = f(m, d) f(m, d'). 

Die Entwicklungen in Nr. 3 machen es möglich, die Funktionen f(m, d) 
explicite durch die Primfaktoren von #(wj) darzustellen; wir benutzen 

ArchiT dar Mathematik und Phytik. III. Reihe. XII. 10 
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das, tun als wichtigste Eigenschaft dieser Funktionen den Satz zu be- 
weisen, daß immer 

f(m, d)£0(m t d) 

ist. 

Es sei, wie in Nr. 3 

m - 2*tf . . pl", 
*(») - SS/ 1 • . . ^, 
»(»)-S»f 

Es genügt, wenn wir m als nicht durch 4 teilbar annehmen. 
Irgend ein Teiler il von #(m) sei 

dann ist nach (11), wenn man das Argument m wegläßt: 

Arf)-rt2'-) /•(„;■)... /•(«:«). 

wir brauchen also nur den Wert von f(qi') für p = 0, 1, . . ., v zu be- 
rechnen, wobei q ifrgend einen der Primfaktoren von it>(m), auch 2 
bedeuten kann und v den Exponenten, mit dem q in 1>(m) auftritt. 
Nach (10) ist 

Die hier vorkommenden Funktionen % bestimmen wir nach (»>) in Nr. 2» 
Wir haben dann die Zahlen 

ins Auge zu fassen, und es bedeute unter ihnen 

«j die Anzahl der durch q teilbaren Zahlen, 

^2 » » n » 7* » » 



» » n '? 2"* » 



» n » n Q* » » 
Es ist also 7t ; gleichbedeutend mit f in Nr. 3, (7). Dann ist 

^ jt 2 > ;r 3 . . . ^> x t , 

und ferner ist 

71 \ ~ a t (ue Anzahl der nur durch g teilbaren Zahlen (13), 

q 

**3 » » W » ff Q" » ff 



*i ^4 » « » » w q" » 



3 
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Man erhält nun leicht nach (6) in Nr. 2: 

mm q*x~ mm + 

(^14) ^(g») mm 2*,-*, + 8 <»,-*,) + 3*. _ g* l + >h + * tf 

* 

Der Exponent mit dem q in <p(m) auftritt, ist offenbar 

X - jr, — + 2(ä,— ä s ) -f 3(« s - ?r 4 ) + H V *, 

= *1 + Ä l + ^3 + - * ' + ' T . ' 

also ist übereinstimmend mit (8) in Nr. 3: 
Nach (12) und (14) erhalten wir jetzt 

(iß) f{m, - - • v- 1). 

Vergleichen wir dies mit 

öO«,^) -$*>+*»+" 1), 

so ist 
folglich 

/•(»», ^) ^ 0( M , je) 
und daher auch für jeden Teiler d von 4<(m) 
(16) f(m t d) < 0{m, d). 

Wenden wir uns nun zu der im Anfang dieses Paragraphen gestellten 
Aufgabe, so bedeute g(m) die Anzahl der inkongruenten Werte, welche 
die Reste der Potenzen aller primitiven Wurzeln von m annehmen können. 
Man findet dann unmittelbar 

d *{m) 

oder auch 
(17) 

<l/*(m) 

Nach (16) ist also 

9(m) £^0(m f d), 

10* 
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aber nach Nr. 2: 
folglich ist 

(18) *(«)£»?(»), 

und man hat den Satz: 

Im allgemeinen ist es nicht möglich, jede zu m relativ primc Zahl 
als Best einer Potenz irgend einer primitiven Wurzel von m darzustellen, 
sondern es gibt qp(m) — g(m) Zahlen, welche leiner Potenz irgend einer 
primitiven Wurzel raod m kongruent sind. 

6. Zur Erläuterung der vorstehenden Entwicklungen mögen einige 
Beispiele dienen. 
Es sei 

1. m = 63 — 3» • 7. Dann ist 

<p(m) = 6 • 6 - 2* • 3*, i>(m) = 0 = 2-3. 
Die ä folgende Tabelle enthält die Reste aller Potenzen für den Modul 63. 



a 


a» 




a 4 


« 6 




2 


4 


8 


16 


32 




4 


16 


1 








5 


25 


62 


58 


38 




8 


1 










10 


37 


55 


46 


19 




11 


58 


8 


25 


23 




13 


43 


55 


22 


34 




16 


4 


1 








17 


37 


62 


46 


26 




19 


46 


55 


37 


10 




20 


22 


62 


43 


41 




22 


43 


1 








23 


25 


8 


58 


11 




25 


58 


1 








26 


46 


62 


37 


17 




29 


22 


8 


43 


50 




31 


16 


55 


4 


61 




32 


16 


8 


4 


2 




34 


22 


55 


43 


13 




37 


46 


1 








38 


58 


62 


25 


5 




40 


25 


55 


58 


52 




41 


43 


62 


22 


20 




43 


22 


1 








44 


46 


8 


37 


53 


1 
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1 1 
' 1 




** 




•* 




46 


37 


1 








47 


4 


62 


16 


59 


1 


50 


43 


8 


22 


29 


1 


52 


58 


55 


25 


40 


1 


53 


37 


8 


46 


44 


1 


55 


1 










5S 


25 


1 








59 


16 


62 


4 


47 


1 


61 


4 


55 


16 


31 


1 


62 


1. 











Es sind also 24 primitive Wurzeln, was mit Formel (12) in Nr. 3 über- 
einstimmt; denn es ist nach (7) und (7 a) dieses Paragraphen 

f 0 = 2, £, = 2, also r t (m) = 2-3, Sr t (m) = 12, 

ferner tpq>(m) =12, mithin 

»(«)- 12- '/=-24. 

Die primitiven Wurzeln zerfallen nach Nr. 4 in 12 Familien von je 
qp#(w) = 2 Wurzeln. Nach dem Schlußsatze dieses Paragraphen bilden 
je 2)— 1=3 Familien einen Stamm; mit Hilfe der Lösungen 

8, 55, 62 der Kongruenz x* =z 1 mod 63 findet man leicht die folgende 
Einteilung der primitiven Wurzeln: 



L 


n. 


III. 


IV. 


2,32 


5,38 


10,19 


13,34 


47,59 


40,52 


17,26 


41,20 


61,31 


23,11 


63,44 


60,29 



Die Entwicklungen der Nr. 5 zeigen, daß für alle Teiler d von ifr(m): 

f{m, d) = 0(m,d) 

ist, also ist 

g(m) - <p(m), 

d. h. in dieBem Falle treten unter den Resten der Potenzen der 
primitiven Wurzeln alle zu m relativ primen Zahlen auf. 

2. m — 35 — 5 • 7. 

<p(m) - 4 • 6 - 2 S • 3. *(»*) = 2 ■ 6 - 12 - 2 S - 3. 

Hier ist f 0 — 1, e 1 = 1, also r t (m) = 1 und 

a(m) = <pq(m) = 8. 
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Wir haben folgende Tabelle der Potenzreate: 



a 




« s 


a* 




a Ä 


a T 


a» 


a» 


a»° 




2 


4 


8 


16 


32 


29 


23 


11 


22 


9 


18 1 


3 


9 


27 


11 


o <*> 

33 


29 


17 


4 /"* 

16 


4 O 

13 


4 


4 4 

12 1 


4 


16 


29 


11 


9 


4j 

1 












b 


1 




















8 


29 


AA 

YS 


1 
















9 


11 


29 


16 


4 


1 












•4 4 

11 


16 


1 


















12 


4 


13 


16 


1 < 


29 


33 


11 


2< 


9 


3 1 


13 


IUI 

29 


27 


1 
















16 


4 4 

11 


1 


















4 FT 

17 


9 


13 


11 


4 £ * 

12 


29 


3 


Ii* 

16 


2< 


4 


33 1 


4- o 

18 


9 


22 


4 4 

11 


23 


Iii 

29 


32 


lb 


8 


4 


£t 4 

2 1 


19 


11 


34 


1() 


24 


1 












22 


29 


8 


4J 

1 
















23 


4 


vv 


4 /l 

lb 


18 


29 


2 


4 1 

II 


8 


9 


32 l 


24 


16 


34 


1 4 

11 


19 


1 












26 


11 


6 


16 


31 


1 












27 


29 


13 


1 
















29 


1 




















31 


16 


6 


11 


26 


1 












32 


9 


8 


11 


2 


29 


18 


16 


22 


4 


23 l 


33 


4 


27 


16 


3 


29 


12 


11 


13 


9 


17 1 


34 


l. 





















Hier ist qp^(w) = 4 und j(w, 2) =- 4, also bestehen die 8 primitiven 
Wurzeln aus 1 Stamm von j %(m, 2) — 2 Familien zu je 4 primitiven 
Wurzeln, nämlich: 

1. Familie: 2, 32, 23, 18. 

2. Familie: 3, 33, 17, 12. 

Schließlich ist 

««,!)-!, a>m) -2, 

also g(m) ~2f(*h rf) = 18, und es sind 9>(w) — g(m) = 6 Zahlen 
nicht durch Potenzen primitiver Wurzeln darstellbar, nämlich die Zahlen 
6, 34; 19, 24, 26, 31. 

Straßburg i. E., März 1905. 
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Zu der Abhandlung des Herrn Neuberg 
„über drei Sätze von Dr. P. Zeeman Gz". 1 ) 

Zweite Mitteilung. 

Von W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 

Versteht man unter der Höhenfläche eines Tetraeders die die 
Höhen des Tetraeders enthaltende Regelfläche zweiter Ordnung, so lautete 
der dritte der Zeeman sehen Sätze: „Liegt irgend einer von 5 Raum- 
punkten auf der Höhenfläche des von den 4 anderen gebildeten Tetraeders, 
so kommt die nämliche Eigenschaft auch jedem der 4 anderen Punkte zu." 

Der Satz gilt, wie im Folgenden gezeigt werden soll, auch dann 
noch, wenn der ihm zugrunde liegende imaginäre „Kugelkreis'* durch 
eine völlig beliebige Fläche zweiter Klasse <t> ersetzt wird. Der 
Kürze halber mag die so entstehende projektive Verallgemeinerung der 
Höhenfläche als „<I>-Höhenfläche" bezeichnet sein. Zugleich wird 
man den eigentlichen geometrischen Grund des Satzes erkennen. 

1. Die Gleichung der <J> - Höhenfläche des Koordinateu- 
tetraeders. — Es liege ein Koordinatentetraeder T mit den Ecken 
und den Ebenen A< (i — 1,2, 3,4) zugrunde, und überdies eine be- 
liebige Fläche zweiter Klasse <t>: 

(i) * u *=*=22*i*w-o 

Die Ebene A,(z< - 0) besitzt als Pol bez. 0> den Punkt P,' mit 
den Koordinaten c a , c it) c iS , c u . Die Gerade g v die die Ecke A ( mit 
P/ verbindet, die also zur Ebene A,. bez. O konjugiert ist, trifft die 
Ebene A, in einem Punkte P { mit den Koordinaten 

% i = 0, x k : x x : x m - c ik : c i{ : c im (i, k, l, m - 1, 2, 3, 4). 

Dann hat (s. meine Abhandlung dieses Archiv (3)8, 1904, S. 142 f.) 
eine Fläche zweiter Ordnung G: 

(i) g.=<?=^Jö„v* 4 -o, 

die die vier Geraden g { enthalten soll, die 3 • 4 Bedingungen zu erfüllen: 
(Ha) a ti = 0, 

(Hb) a ik c a + a it c {l + a im c im = 0, 

(Hc) Si + p + J= - 0, 

C l m C k m C k l 



1) S. dieses Archiv (t) 11, 225— 23s. 
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und diese 12 Gleichungen führen zu der einzigen Lösung: 

(III) G = (*, - «Jft + (x 4 - + (*» - = 0, 

wenn zur Abklrzung gesetzt wird: 
|(2) *t=*ettc u > "s-CisCh* **-«u<fci 

Es ist unmittelbar ersichtlich, daß sowohl die 4 Gleichungen (IIb), 
wie die 4 Gleichungen (IIc) je voneinander linear unabhängig sind, da 
nicht alle der aus den Koeffizienten der 6 a ik zu bildenden vierreihigen 
Determinanten verschwinden. 1 ) 

Da die Gleichungen (IIa) und (IIc) aussagen, daß die Fläche G 
einmal die Ecken A i von T, andererseits die Punkte P i enthält, so 
geht demnach durch diese 2 • 4 Punkte gerade eine oo 1 Schar B (ein 
Büschel) von Flächen zweiter Ordnung, die sich in einer Raumkurve 
vierter Ordnung C\ schneiden. 

Diese (\ ist leicht mittels (III) darstellbar. Denn da 

( 4) (x, - * 4 ) + (* 4 - + - *,) - 0, 

so läßt sich G (Uli auch in irgend eine der drei Gestalten setzen: 

(III«) G (ar 3 - * 4 )(& - Q A ) + (* 4 - - Q) - 0, 
(IH/3) = arJtft - Q 9 ) + (*, - * 3 )«? 4 - fe) - 0, 
(IHy) G S (* r *,)(& - <?,) + - - Q t ) - 0. 

Die Fläche erscheint also als Individuum eines Büschels, dem 
die drei Flächen 

(5) fc-fc-O, <? 4 -<?, = 0 

angehören. In der Tat bestätigt man ohne weiteres, daß die Glei- 
chungen (5) durch die Koordinaten c il} c, 2 , c iS > c <4 der vier Punkte P t . 
erfüllt werden. Das Büschel (5) ist also gerade das durch die Raum- 
kurve C 4 gehende, und die drei Flächen (5) sind innerhalb des Büschels 
B dadurch charakterisiert, daß sie je eine Kante von T und damit zu- 
gleich die Gegenkante ganz enthalten. 8 ) 

1) Noch kürzer ist der folgende Weg. Bezeichnet man die linken Seiten von 
(IIb) bez. (IIc) mit />'< bez. n'= 1, 2, 3, 4), so müßte in einer etwaigen linearen 
Identität —x,-ß< = 0 bez. EXiCi — 0 stets x< -f ** bez. i 4 -f verschwinden, was 
nnr möglich ist, wenn alle x bez. Ä verschwinden. 

2) Entsprechend gilt der leicht beweisbare Satz, daß diejenige Fläche de» 
Büschels /»'. die irgend eine Kante des aus den vier Punkten 1\ gebildeten Te- 
traeders enthält, stete auch deren Gegenkante enthalten muß. 
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2. Die Gleichung der <t> - Höhenfläche eines beliebigen 
Tetraeders. — Nunmehr sei T ein beliebiges Tetraeder mit den Ecken 
(1), (2), (3), (4), wo z.B. die Ecke (1) die Koordinaten 4», af> 
besitze. 

Wollte man, um zur Gleichung der O -Höhenfläche des Tetraeders 
T zu gelangen, dasselbe Verfahren wie in § 1 einschlagen, so würde 
man zunächst eine Gleichung erhalten, die in den Koordinaten der 
Punkte (1), (2), (3), (4) vom sechsten Grade wäre. Erst durch eine 
Reihe nicht einfacher Operationen, die den in der ersten Mitteilung 
verwendeten analog sind, gelingt es, aus jener Gleichung den Faktor 
(1234) viermal abzuspalten, unter (1234) die Determinante der 
x|* (i, k = 1,2, 3, 4) verstanden, und so eine Endgleichung herzustellen, 
die sowohl in den Koordinaten (x t ) eines beliebigen Punktes der Fläche, 
wie in denen der Ecken von T nur vom zweiten Grade ist. 

Man gewinnt indessen weit kürzer die fragliche Endgleichung der 
<J> -Höhenfläche von T im Anschlüsse an Nr. 1 mit Hilfe einiger geo- 
metrischer Überlegungen. 

Indem wir etwa von der Gleichung (Uly) der <J>- Höhenfläche G 
des Koordinatentetraeders ausgehen, fragen wir nach einer geeigneten 
geometrischen Bedeutung des Verschwindens der einzelnen, in jener 
Gleichung auftretenden Faktoren, und übertragen dann diese Bedeutung 
auf ein beliebiges Tetraeder. 

Die Gleichung 

(6) x A — x 3 = e u Cn - c x% c„ « 0 

sagt aus 1 ), daß die Kanten (1), (3) und (4), (2) des Koordinaten- 
tetraeders in bezug auf die Klassenfläche <t> (I) konjugiert sind. 

Die entsprechende Bedingung für das beliebige Tetraeder T lautet 
gemäß der Polaritätstheorie der Flächen zweiter Klasse: 



(6") 
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Ca 




4') 






r tt 




c u 




4« 






C i3 


C 34 
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und analog die beiden anderen. 



1) S. meine Abhandlung „Über Grundziige einer Theorie de» Tetraeders", 
Verhandlungen des 3. internationalen Mathematikerkongressea in Heidelberg l'JOö, 
S. 386. 
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In der Tat, gibt man den Ecken A { des Koordinatentetraeders die 
Normalkoordinaten : 
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so spezialisieren sieh die Ausdrücke C u u , C\ 8|4J , C u 



wie folgt: 



(8) 



12 , 34 
^13, 48 



C 1S C U ~ C 14 r »3 = n i % Kt 
C 14 r SS — C 18 C 34 = ^4 — X t f 
r U C 34 — C 13^4 = ' T 2 — *i • 



Diese drei Ausdrücke C 1J 3i , C, 3 4J , C u 83 sind je linear in den Koor- 
dinaten der Ecken von T und quadratisch hinsichtlich der c ik , und er- 
sichtlich irreduzibel. 

Der Identität (4) entspricht, wie man sich auch leicht durch 
direkte Ausrechnung überzeugt, die allgemeinere: 

(4') 



°1S, 34 T ' 13, 43 



Nunmehr schreiten wir zu der Verallgemeinerung der Flächen- 
gleichungen (5) für ein beliebiges Tetraeder T. 
Die Fläche zweiter Ordnung 

war geometrisch dadurch charakterisiert, daß sie einmal durch die vier 
„O-Höhenfußpunkte*' P t (c ttf e nt c iif e <4 ) des Koordinatentetraeders ging, 
andererseits dessen Kanten (1), (3) und (4), (2) ganz enthielt. 

Um die unbequeme Rechnung mit den Koordinaten der <t> Höhen- 
fußpunkte von T zu vermeiden, bedienen wir uns einer einfachen Über- 
legung. 

Beim Koordinatentetraeder (§ 1) war die „O-Höhe" A l P l konju- 
giert zur Ebene A x in bezug auf 0 (I): insbesondere sind also die 
drei durch A l T\ gehenden Ebenen (P^A^A.), (P l A l A s ), (P l A l A 4 ) 
konjugiert zur Ebene A,. Man kann dies auch so ausdrücken, daß die 
Ebenen {P l A l A t ), (P l A l A a ), (P l A l A 4 ) bez. konjugiert sind zu den 
Ebenen {P x A % A^ i (P l A i A i ), (P l A i A 9 ). Das Entsprechende gilt für 
die drei anderen <t>-Höhenfußpunkte. Bezeichnet daher für den Augen- 
blick P irgend einen der vier Höhenf'ußpunkte, so ist stets (PA l A i ) 
konjugiert zu (PA t A A ), (PA^A^) zu (PA i A i ) f (PA l A l ) zu (PA*AJ). 

Etwa die zweite dieser drei Eigenschaften werde jetzt für jeden 
Punkt (x) eiuer Fläche zweiter Ordnung hinsichtlich des beliebigen 
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Tetraeders T verlangt, und überdies, daß sie die Kanten (1), (3) und 
(4), (2) ganz enthalte; existiert diese Fläche, so muß sie zu T in 
derselben Beziehung stehen, wie die Fläche (9) Q t — Q t = 0 zum Koor- 
dinatentetraeder. 

Nun ist die Bedingung für das Konjugiertsein zweier Ebenen 
(m), (r) in bezug auf 0 (I): 

Die Koordinaten z. B. der Ebene (Vi 3) sind die dreireihigen Deter- 
minanten der aus den Koordinanten der Punkte (x), (1), (3) gebildeten 
Matrix: 

af, .r 3 x 3 x 4 

(11) . af) 4» «f)|; 

af> xf aj» 4 S >! 

diese Koordinaten m, , n f , m s ,h 4 der Ebene (#13) seien so normiert, daß 
sie geradezu bez. gleich jenen (mit alternierenden Vorzeichen genom- 
menen) Determinanten werden, wobei der M t - Determinante das positive 
Vorzeichen beigelegt werde. Genau das Entsprechende gelte für die 
Koordinaten der Ebene (#42) usw. Setzt man alsdann in die linke 
Seite 0„ t , von ( lü) die soeben normierten Koordinaten der Ebenen 
(xl3), (x42) ein, wodurch sie in 0, IS| , 4I übergehe, so ist damit dieser 
Ausdruck einschließlich des Vorzeichens eindeutig festgelegt, und analog 
die beiden weiteren Ausdrücke 0> xUtZ!3 , 0> xUtX u- 
Damit ist bewiesen, daß die Fläche: 

(12) • O xls>x42 = 0 

die gewünschte Fläche zweiter Ordnung ist, denn die Gleichung (12) 
wird erfüllt durch die vier O-Höhenfußpunkte von T und enthält ganz 
die Kanten (1), (3) und (4), (2). 

Die linke Seite von (12) ist linear in den c ik und quadratisch in 
den x, und kann hinsichtlich der c ik und x nicht reduzibel sein, da es 
die spezielle Gleichung (9) nicht ist; endlich ist 1 12) linear in den 
Koordinaten der Ecken von T und auch hinsichtlich dieser Größen 
irreduzibel; denn da bei Vertauschung zweier Ecken von T (12) höch- 
stens sein Vorzeichen ändert, müßte ein etwa sich abspaltender Faktor, 
der die Koordinaten irgend einer Ecke (linear) enthielte, zugleich die 
der anderen Ecken enthalten, mithin würde der verbleibende Rest- 
faktor von den Ecken von T ganz unabhängig sein, was nicht mög- 
lich ist. 
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Nun überzeugt man sich ohne weiteres, daß, wenn man T wieder 
speziell als Koordinatentetraeder wählt, bei Zugrundelegung des nor- 
mierten Schemas (7) direkt die Reduktionen eintreten: 

( 13 ) j ^xM, Qt ~ Qt S («IS«»^ + ^W*!**) - («li«f*4 + ^l^s) » 

l^xlS, x34 - <^4 ~ (*13*2*4 + ^4*1%) ~ 0hV3 + . 

Faßt man daher die betreffs der Ausdrücke C ik lm und <t> x , kt , lm 
(i,k,l,m zyklisch =1,2,3,4) erhaltenen Ergebnisse zusammen, so 
erkennt man, daß sich die Gleichung der O-Höhentiäche eines be- 
liebigen Tetraeders T in eine der drei kovarianten Gestalten setzen läßt: 

(IV«) G = C,,,^,,^ - (\,, Si *, ls , lU = 0, 

(IV/3) G = eiM4<t>x,4 f x.s- (',.,«^„«-0, 

(IVy) G = C J4tM 0 J18iXl3 - (' 1MI <t> lUi , s3 = 0, 

deren linke Seiten genau in die entsprechenden linken Seiten von (III") 
übergehen, wenn T auf Grund von (7) als Koordiuatentetraeder ge- 
wählt wird. 

Der Identität 

(ft - <U + («, - «k) + «. - ft) - o 

entspricht die allgemeinere (die man leicht direkt bestätigt): 

U 4 ) *xlä,x34 + *xl3,x4 3 + ^xl4,x23 " 0, 

und diese, zusammen mit den Darstellungen (IV), führen zu dem Satze: 
,,Trifft es für einen Kaumpunkt V zweimal zu, daß die 
Ebenen, die ihn mit je zwei Gegenkanten eines Tetraeders T 
verbinden, zueinander in beziig auf eine beliebige Fläche 
zweiter Klasse <t> konjugiert sind, so trifft es auch für das 
dritte Paar zu. Der Ort dieser Punkte P ist eine Raumkurve 
vierter Ordnung (1. Art) (\, die durch die Ecken von T und 
durch die O-Höhenfußpunkte von T geht, und umgekehrt 
durch diese 8 Punkte völlig bestimmt ist." 

3. Der projektiv verallgemeinerte Zeemansche Satz. — 
Nunmehr möge in einer der Gleichungen der Fläche G, etwa in (IV}') 
der laufende Punkt (x) mit irgend einer der Ecken von T, etwa mit 
{ 1), vertauscht werden. 

Dadurch gehe die Fläche G Über in eine Fläche G': 

00 G'- C xitii - ' 'x3,4 2 «»XU,!*, - 0. 

Sobald sich beweisen läßt, daß die Flächen G und Gr' über- 
einstimmen, ist damit auch der Zeemansche Satz und zwar 
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für eine beliebige Fläche zweiter Klasse <t> (I) abgeleitet. 
Wie in § 2, bediene man sich geometrischer Schlüsse. 
Die Gleichung 

(15) 

sagt aus, daß der Punkt (x) der Ebene angehört, die durch den 
Punkt (4) geht und zur Kante (2) (3) bez. 0 konjugiert ist, und das 
Entsprechende gilt für C xS u — 0. 

Oder, was auf dasselbe hinauskommt, man falle im Dreieck (234) 
von den Ecken (4) bez. (3) aus die 0- Höhen auf die Gegenseiten und 
lege durch diese die Ebenen, die zur Ebene des Dreiecks bez. 0 kon- 
jugiert sind. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt jener Höhen als „0- Höhen- 
schnittpunkt K" des Dreiecks (234), so schneiden sich die beiden 
Ebenen C xt S3 = 0, C xt 4t = 0 in der Geraden A',', die durch K t geht 
und zur Ebene (234) bez. <t> konjugiert ist. 

Die Fläche G' enthält daher diese Gerade /<','. 

Die Gleichung 
(16) «».i. tM .-0 

sagt aus, daß der Punkt (jr) der Ebene angehört, die die Kante (1) (3) 
enthält und zur Ebene (142) bez. 0 konjugiert ist, die also auch die 
von der Ecke (3) auf die Gegenebene ( 142) gefällte 0-Höhe h s ent- 
hält, und das Entsprechende gilt wiederum von der Ebene 0 xUtl2S ™ 0. 

Beide Ebenen schneiden sieh in einer Geraden h' lf die durch die 
Ecke (1) geht und die beiden 0- Höhen 7j s , /< 4 trifft. 

Diese Gerade h\ liegt also sowohl auf G' wie auf G, und zwar 
gehört sie auf letzterer Fläche derjenigen „zweiten" Regelschar an, die 
die 0- Höhen von T nicht enthält. 

Endlich schneiden sich die Ebenen C xi 23 = 0, 0_,. 14 m = 0 in der 
0-Höhe h ly und analog die Ebenen C xS 4i = 0, 0 x i 3i i4j=O in der 
0-Höhe A 3 . 

Auch diese beiden 0-Höhen h it li s liegen daher sowohl auf G\ 
wie auf G. 

Aber die 0-Höhenfläche G enthält auch die zuerst erwähnte Gerade K[. 

Sei, wie in § 1, der Pol der Ebene (234) bez. 0 mit P[ be- 
zeichnet, durch den also die 0-Höhe h t hindurchgeht, so geht durch 
den Punkt P[ der 0-Höhenfläche G eine Gerade <j' x der zweiten Regel- 
schar. Diese Gerade g'[ fällt aber mit //,' zusammen. Denu jede der 
beiden Geraden gehört der zweiten Regelschar der 0-HöhenHäche au 
und Ist gerade diejenige Gerade der Schar, die zur Ebene ( 234 ) bez. 0 
konjugiert ist. 
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Da demnach G und G' die vier Geraden //j', h\, h s , Ä 4 gemein 
haben, muß G dem Büschel angehören, das durch die beiden zerfallen- 
den Flächen zweiter Ordnung C aA u ^,,8,142 = 0 und G' rS4S ^,„»0 
bestimmt ist. Mithin läßt sieh die Gleichung von G auch in die Ge- 
stalt setzen: 

(17) G m x 4 <t> xl3|14 , - x s G', St4t 0» M , ia - 0, 

wo x 3 , x 4 Zahlenfaktoren sind. Da aber G, wie unmittelbar ersicht- 
lich, bei Vertausch ung irgend zweier der drei Punkte (2), (3), (4) nur 
sein Vorzeichen wechselt, folgt x, = x 4 , und die Flächen G und Cr' 
fallen in der Tat zusammen. 

Da man mit jeder Ecke von T operieren kann, wie soeben mit 
der Ecke (1), so gibt es mit Rücksicht auf die drei Darstellungs- 
formen (IV) von G im ganzen zwölf äquivalente Darstellungen von G 
vom Typus (V). 

Damit ist aber nachgewiesen, daß sich die Gleichung der 0-Höhen- 
fläche G nicht ändert, wenn die fünf Punkte (V), (1 ), (2), (3), (4) irgend 
einer Pennutation unterworfen werden, und das ist der Inhalt des Zee- 
m ansehen, nur auf eine beliebige Fläche zweiter Klasse <J> ausge- 
dehnten Satzes. 

Spezialisiert man hinterher die Fläche <t>^I) zum Kugelkreise AT, 
so gehen die Gebilde „0- Höhen, <t>-Höhenfußpunkte, <t>-Höhenfläche u 
eines Tetraeders T über in die elementaren Gebilde „Höhen, Höhen- 
fußpunkte, Höhenfläche" des Tetraeders, und die Eigenschaft des „Kon- 
jugiertseins bez. wird zur elementaren Eigenschaft des „Senkrecht- 
stehens". Im besondern folgt noch, daß die Höhenfläche eines Tetraeders 
auch die vier Geraden /»•'(» — 1,2, 3, 4) enthält, die in den Höhen- 
schnittpunkten der Seitendreiecke auf den Ebenen der letzteren senk- 
recht errichtet sind und eben diese Erscheinung ist, wie auch 
bei der projektiven Verallgemeinerung, die geometrische 
Quelle des Zeemanschen Satzes. 

Ob nicht den beiden Sätzen, die in dieser und der voraufgehenden 
Mitteilung untersucht sind, ein allgemeines Prinzip zugrunde liegt, 
dahingehend, daß es eine ganze Klasse von Flächen gibt, die zu einem 
Tetraeder und einer gegebenen « eventuell ausgearteten) Fläche zweiter 
Klasse <t> in kovarianter Beziehung stehen, und die in sich übergehen, 
wenn man den laufenden Punkt derselben mit irgend einer der Ecken 
des Tetraeders vertauscht, muß weiterer Untersuchung vorbehalten 
bleiben. 

Königsberg i. Pr., Mai 1905. 
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Über Aufnahme von Wechselstromkurven 
durch Oszillographen und ihre Analyse. 

Von E. Orlich in Charlottenburg. 1 ) 

I. Theorie der Oszillographen. 

Oszillographen sind Galvanometer, deren bewegliche Systeme so 
außerordentlich kleine Abmessungen haben, daß die Ablenkungen den 
Augenblickswerten eines das Galvanometer durchfließenden veränder- 
lichen Stromes in jedem Augenblick nahezu proportional sind. Sie 
haben in den letzten Jahren in der Wechselstromtechnik eine größere 
Bedeutung gewonnen, weil man mittels dieser Apparate in bequemer 
Weise den Verlauf der Wechselströme innerhalb einer Periode (d. h. 
ihre Kurvenform) studieren kann. 

Erfinder der Oszillographen ist Blondel.*) Er hat nicht nur die 
vollständige Theorie der Apparate entwickelt, sondern auch zuerst seine 
Ideen in brauchbaren Konstruktionen durchgeführt. Um die weitere 
Ausbildung der Apparate haben sich verdient gemacht Duddell 8 ) (Type 
der Cambridge Scientific Instrument Cie.) und die Firma Siemens & Halske, 
die neuerdings gut durchkonstruierte Apparate in den Handel gebracht hat. 

Theorie der Oszillographen. — Für die Drehung des beweglichen 
Systems eines Galvanometers gilt die Differentialgleichung: 

(1) K%+A%+C*-F. 

Darin bedeutet: # den Winkel, welchen das System zur Zeit t mit 
der Ruhelage des Systems bei stromlosem Galvanometer bildet: K das 
Trägheitsmoment des beweglichen Systems; A die Dämpfungskonstante 
(die bremsende Kraft ist proportional der jeweiligen Geschwindigkeit 
des Systems); C die Direktionskraft (zurücktreibende Richtkraft im 
stromlosen Galvanometer); F das Drehmoment der äußeren ablenkenden 
Kraft. Weiter sei zur Abkürzung gesetzt: 

<*> . *-*»J/F. -w 

1) Der größte Teil dieser Arbeit entstammt dem Werkchen des Verfassers: 
Aufnahme und Analyse von Wechselstromkurven (Bd. VII der Elektrotechnik in 
Einzeldarstellungen, herausgegeben von Dr. Benischke) Friedr. Vieweg & Sohn, 
Braunschweig. 

2) Compt. rend. 110, 602, 748. 1893. 
8) Electrician 39, 636. 1897. 
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Ist das Galvanometer stromlos, so ist F = 0, und die Gleichung 
hat das Integral: 

(3) 1% = c e ' 3/ sin l/F-P + ja ), wenn « < 1 

-'7' 

(4) # 0 — Mc , wenn a = 1, 

(5) fr 0 = c~ r LH« * + ' J, wenn«>l 
(3/, ju, JMi, M s sind Integrationskonstanten). 

In jedem Fall wird also §•„ = 0 für f = oo, d. h. das bewegliche 
System des stromlosen Galvanometers kehrt schließlich in die Ruhe- 
lage zurück. Ist die Dämpfung nur schwach (u < 1), so führt es mehr 
oder weniger rusch abnehmende Schwingungen von der Dauer 0[\ l — a 9 
aus. 0 ist die Dauer der Eigenschwingung des ungedämpften (a = 0) 
beweglichen Systems. 

Sei nun das äußere ablenkende Drehmoment F nicht gleich Null, 
sondern ebenfalls mit der Zeit veränderlich. Hat man ein partikuläres 
Integral ft x gefunden, welches der Gleichung (1) genügt, so ist 
-frj -j- t'onst. # 0 das allgemeine Integral, d. h physikalisch gesprochen, 
über die Ablenkung & u die von der äußeren Kraft herrührt, lagert 
sich beim Einschalten die mehr oder weniger gedämpfte Eigenbewegung 
des beweglichen Systems, die nach einer gewissen Zeit praktisch 
verschwindet und nur bei einer etwaigen Diskontinuität von F wieder 
hervortreten kann. Kommt es darauf an. daß # 0 möglichst rasch ver- 
schwindet, so ist es, wie leicht einzusehen ist, am günstigsten, den 
Dämpfungsgrad so groß zu machen, daß et = 1 ist. 

Die ablenkende Kraft werde nun hervorgebracht durch einen 
Wechselstrom von beliebiger Kurvenform: dann kann man F in einer 

Fouriersehen Reihe darstellen: 

»■ 

(6) F~^F k sm{kut-<f> k ) y 

wo w das Produkt aus 2* und Frequenz (Periodenzahl pro Sekunde) 
des Wechselstromes bedeutet. Man findet das Integral: 



darin ist zur Abkürzung gesetzt 

(8) A - j (t Dauer einer Wechselstromperiode) 



Digitized by Google 



Über Aufnahme von Wecbselstromkurven durch Oszillographen u. ihre Analyse. 161 



Soll der Oszillograph richtige Kurvenbilder geben, so müßte F pro 
portional sein: abgesehen von einer Konstanten müßten also die 
Reihen (6) und (7) übereinstimmen. Dies ist in aller Strenge nicht 
möglich, vielmehr sind die Teilamplituden der Abbildung im Verhältnis 

t = l-.Yil-kntf'+Aa^rK* verkleinert und die Teilwellen in der 
Phase um y k gegen 



die entsprechenden 
von F verschoben. 
Es handelt sich 
also darum , die 
Bedingungen auf- 
zusuchen , unter 
denen die Verzer- 
rungen möglichst 
gering werden. Zu 
dem Zwecke sind 
in Fig. 1 die Werte 
von £ als Funk- 
tionen von (kk) für 
verschiedene Dämp- 
fungsgrade cc auf- 
getragen. Wie man 
sieht, weicht i z. T. 
sehr stark von dem 
gewünschten Wert 
1 ab. Die güns- 
tigsten Resultate 
erhält mau für et = 



e 



v 



- und ti<0,l. 

Nun bedeutet A 
nach Gl (H) das Ver- 
hältnis der Schwin- 
gungsdauer der 
Eigenschwingung 
des ungedämpften 
beweglichen Sys- 
tems zur Periodeo- 
dauer des aufzuneh- 
menden Wechsel- 
stromes. Die Zahl 
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wird man, da k (die Ordnungszahl der Obersehwingungen ) große Werte 
annehmen kann, nur klein wählen dürfen. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daß es gelingt, die Frequenz der Eigen- 
schwingungen des beweglichen Systems auf 5000 und mehr zu bringen. 
Hat man es also mit dem in der Praxis am häufigsten vorkommenden 
Wechselstrom von der Frequenz 50 zu tun , so genügt es A = ^ 
zu setzen. 

Man berechnet für« = J folgende Tabelle: 

kk £ y x 

0,1 1,000 8,01° 

0,2 1,000 16,42° 

0,3 0,990 25° 

0,4 0,9*7 33,95°. 

Ist also k = —J-, so wird die Amplitude bis zur zwanzigsten 

Oberschwingung bis auf ihres Wertes genau abgebildet, ist k nur 

^j, so beträgt bei der zwanzigsten Oberschwingung der Fehler erst 

1,3%. Um den Einfluß von y k beurteilen zu können, hat man zu be 
denken, daß sämtliche Teilwellen verschoben sind, und die Verschiebung 
in Bruchteilen der Länge der Grundwelle auszudrücken; da nun die 

Grundwelle Äinal so lang ist, als die Ä t0 Oberwelle, so ist zu be- 
rechnen. Das ergibt bei k = 

für k =1 5 10 15 20 

2* 0,00450 0,00445 0,00456 0,00463 0,00472 

d. h. sämtliche Teilwellen werden nahezu um den gleichen Betrag ver- 
schoben. Ist z. B. eine Periode der fertig gezeichneten Kurve 100 mm 
lang, so beträgt die Verschiebung der einzelnen Teilwellen: 0,45, 0,45, 
0,46, 0.46, 0.47 mm, d. h. sämtliche Teilwellen sind praktisch um den- 
selben Betrag verschoben; das Kurvenbild erfährt also keine Ver- 
änderung. 

Man kommt demnach zu folgendem Ergebnis: Enthält die auf- 
zunehmende Kurve Diskontinuitäten, so ist die Dämpfung groß (« = 1) 
zu wählen, weil hierdurch die Eigenschwingungen, die sich über das 
Kurvenbild lagern, verschwinden. Sind solche Unstetigkeiten nicht 

vorhanden, so empfiehlt es sich, schwächer zu dämpfen um 
die aufzunehmende Kurve möglichst treu abbilden zu können. 
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II. Ausführungsformen der Oszillographen. 

Nachdem die allgemeinen Bedingungen, welche die schwingenden 
Systeme der Oszillographen zu erfüllen haben, festgestellt sind, hat 
man nach passenden Konstruktionsforraen zu suchen, die diesen Be- 
dingungen genügen. Dazu erinnern wir uns, daß es zwei Formen von 
Galvanometern gibt: die Nadelgalvanometer, bei denen die Stromleiter 
fest sind, und der Magnet beweglich ist, und die Spulengalvanometer, 
bei denen die Stromleiter beweglich und die Magnete fest sind. 

Dementsprechend gibt es zwei Oszillographentypen: die Nadd- 
oszillographen und die bifilaren Oszillographen. 

Die Sadeloszilloyraphrn sind von Blondel in verschiedenen Formen 
ausgeführt worden. 1 ) Bei den älteren Apparaten (Fig. 2) besteht das 
bewegliche System aus einem 
schmalen Eisenblech M, das 
durch einen permanenten 
Magneten oder einen Elek- 
tromagneten A T S quer- 
magnetisiert wird. Um die 
magnetischen Kraftlinien auf 
das Blech zu konzentrieren, 
sind in die Pole zwei dünne 
trapezförmige Polschuhe PP 
eingesetzt. Das Eisenblech 
endet oben und unten in 
Spitzen, die in Steinen ge- 
lagert sind; auf der Mitte 
des Bleches ist ein winziger 
Spiegel befestigt. Zu beiden Fig. *. 

Seiten der Nadel sind zwei 

Spulen BB' aufgestellt, welche von dem zu untersuchenden Wechsel- 
strom durchflössen werden. Die Pole PP sind in horizontaler Kichtung 
unterteilt, weil sonst das von den Spulen BB' erzeugte Wechselfeld 
in den Polen störende Wirbelströme erzeugen würde. 

Unterbricht man den Kraftlinienweg des Richtungsmagneten an 
zwei Stellen, so kann man zwei Systeme unterbringen und auf die 
Weise gleichzeitig zwei Kurven aufnehmen (z. B. Strom und Spannung i, 
und ihre Lage zueinander studieren. 

Eine wesentliche Vereinfachung und Vervollkommnung des Nadel- 
oszillographen wurde dadurch erzielt, daß Blondel die Nadel durch 





1) Zu beziehen durch Carpentier, Paris, Rue Delamhre. 
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ein schmales 0,2 bis 0,3 mm dickes Eisenband ersetzte, das durch eine 
Feder zwischen den Polen eines Magneten ausgespannt wird. Der 
zwischen den Polen PP befindliche Teil wird durch zwei Stege be- 
grenzt. Auch bei dieser Anordnung wird das Band quermagnetisiert 
und bildet gewissermaßen eine unendliche Zahl kleiner Magnetnadeln, 
die übereinander angeordnet sind. Die Richtkraft wird nicht nur von 
dem starken magnetischen Felde geliefert, in dem das Baud sich be- 
findet, sondern sehr erheblich von der Torsion, die ihrerseits von der 
Zugspannung des Bandes abhängt. Mit dieser Type ist es Blondel 
gelungen, die Frequenz der Eigenschwingungen des beweglichen Systems 
auf 50000 zu steigern. 

Zu einer getreuen Abbildung gehört aber auch, wie oben aus- 
einandergesetzt, eine Dämpfung von ganz bestimmter Größe. Zu dem 
Zweck ist das bewegliche System in ein mit Öl gefülltes Röhrchen 
gesetzt, Vaselinöl genügt für alle Fälle, wo es sich nicht um sehr 
rapide Stromänderungen handelt; Ricinusöl bei gewöhnlicher Tempera- 
tur dämpft etwas zu stark. Eine Regulierung der Dämpfung kann 
mau durch Ändern der Öltemperatur oder durch Mischen zweier Ole 
bewirken. 

Die Nadeloszillographen haben gegenüber den bifilaren den nicht 
zu unterschätzenden Vorteil, daß sie auch einer gröberen Behandlung 
standhalten; selbst größere Strom Überlastungen schaden ihnen nichts; 
dem steht gegenüber, daß sie unempfindlicher sind als die bifilaren. 
Bei einer Eigenfrequenz 0000 und einem Spuleuwiderstand von 3 Ohm 
sind etwa 0,3 Ampere erforderlieh, um brauchbare Kurven zu erhalten. 
Außerdem kann durch die Selbstinduktion der ablenkenden Spule eine 
Verzerrung der aufzunehmenden Kurve eintreten. Dies ist namentlich 
zu befürchten, wenn der Apparat zur Aufnahme einer Stromkurve im 
Nebenschluß zu einem Abzweigwiderstand gebraucht werden soll. 

Bifilare Osetttographen. Um die Eigenfrequenz der beweglichen 
Spule möglichst groß zu machen, muß ihre Richtkraft möglichst groß, 
ihr Trägheitsmoment möglichst klein werden. Man erreicht dies am 
einfachsten dadurch, daß man die Spule durch eine bifilare Schleife 
ersetzt, bestehend aus zwei einander parallelen, dicht nebeneinander 
gespannten Stromleitern (Blondel). Quer über die Mitte beider Bänder 
ist ein kleiner Spiegel geklebt. Der Spiegel m (Fig. 3) läßt sich am 
besten befestigen, wenn man an Stelle runder Drähte schmale Bänder bb 
nimmt (Duddell), die durch eine Rolle /.' gleichmäßig gespannt 
werden und durch den Klotz L derart geführt werden, daß ihre Machen 
Seiten in einer Ebene liegen. Um eine genügende Stromempfindlich- 
keit zu erzielen muß die Bifilarschleife in ein möglichst starkes mag- 
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netisches Feld gebracht werden. Man bringt deshalb das bewegliche 
System in den Luftraum eines kräftigen Elektromagneten, dessen 
Pole XS zugeschärft werden, um die Kraftlinien auf die Bänder zu 
konzentrieren. 

Sollen gleichzeitig mehrere Kurven aufgenommen werden, so wird auch 
hier der Kraftlinienweg durch mehrere Luftzwischenräume unterbrochen, 
in welche die Systeme eingesetzt werden. Die 
Dämpfung wird genau ebenso wie bei den 
Nadelosziliographen durch Öl bewerkstelligt. 

Die bifilaren Oszillographen haben 
gegenüber den Nadeloszillographen den 
Vorteil, daß sie praktisch induktionslos 
sind und eine größere Empfindlichkeit 
besitzen. Sie können sehr gut im Neben- 
schluß gebraucht werden. Demgegenüber 
sind sie viel leichter Beschädigungen aus 
gesetzt. Eine Strom Überlastung hat ein 
Reißen der Bänder und in der Hegel damit 
einen Verlust des Spiegelchens zur Folge: 
letzterer wird schon durch ein ungleich- 
mäßiges Anspannen der beiden Bänder ge- 
fährdet. Das Einziehen neuer Bänder er- 
fordert ziemliche Übung und Geschicklichkeit. 

Die Richtkraft des aus Bändern bestehenden beweglichen Systems 
wird nicht nur durch die geradlinig hin- und herschwingende Be- 
wegung, sondern auch wesentlich durch die Torsion der Bänder ver- 
ursacht. 

Mit Aluminiumbändern von 10 bis 15 mm Länge erzielte Blondel 
Eigenschwingungen von 100<M) bis 15000 pro Sekunde und eine 
Empfindlichkeit von 4 cm für 0,1 -Ampere bei } m Skalenabstand. 
Dabei hatte der Spiegel eine Fläche von 1,5 X 0,5 mm und war 
0,1 bis mm dick. 

Die Eigenfrequenz der Apparate von Siemens und Halske 
( Fig. 4), ist normalerweise 0000 pro Sekunde. 0,1 Amp. geben bei 0,5 m 
Skalenabstand etwa 4 bis 5 cm Ausschlag. Wird die Eigenfrequenz 
auf 4000 in der Sekunde erniedrigt, so wird die Empfindlichkeit etwa 
zehnmal so groß. 

Eine gewisse Schwierigkeit bildet bei den winzigen Spiegeln, die 
angewandt werden müssen, die Optik der Oszillographen. Ein wesent- 
liches Moment bildet dabei die von Boys eingeführte Zylinderlinse, 
die jetzt allgemein verwandt wird. Als Lichtquelle wird eine Bogen- 




Digitized by Google 



166 



E. Oblicii: 



lampe benutzt, die zweckmäßig etwas schräg aufgestellt wird, damit 
der helle Krater A (Fig. 5) der positiven Kohle in horizontaler Richtung 
möglichst intensive Strahlen aussenden kann. 




Fi|f. ff. 

Durch ein Linsensystem oder eine einfache Linse werden die Licht- 
strahlen auf den Oszillographenspiegel M konzentriert, wobei in den 
vStrahlengang ein vertikaler Schlitz S eingeschaltet ist. Hält man in 
den reflektierten Strahlengang ein Papier, so erblickt man eine schmale 
vertikale Lichtlinie. Diese wird durch die Zvlinderlinse Z in einen 





• ...... 




Fig. 5. 



Punkt P zusammengezogen; Z ist so gestellt, daß S und P konjugierte 
Punkte der Linse bilden. Oszilliert M um eine vertikale Achse, so 
schwingt P in horizontaler Richtung hin und her. Auf einem in P 
angebrachten Schirm erblickt man daher bei stromdurchflossenein 
Oszillograph eine helle Linie. 

Um nun die Kurve selbst sichtbar zu machen, hat mau dem 
schwingenden Lichtstrahl senkrecht zur Schwingungsrichtung eine zweite 
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Bewegung proportional der Zeit zu erteilen. Dies geschieht am ein- 
fachsten dadurch, daß man den schwingenden Lichtstrahl im rotierenden 
Spiegel betrachtet, wobei die Achse dieses Spiegels parallel zur 
Schwingungsrichtung des Strahles verlaufen muß. 

Treibt man den Spiegel durch einen passenden Synchronmotor au, 
so kann man auf einer Mattscheibe das Bild der Kurve erblicken 
(Blond el, Duddell). Störend wirkt dabei zuweilen das Pendeln des 
Synchronmotors. 

Die Kurven können photographiert werden, wenn man die Matt- 
scheibe durch eine photographische Kassette ersetzt. Hat man Pendeln 
des Synchronmotors zu befürchten, so muß durch einen geeigneten 
Kontakt Vorsorge getroffen werden, daß nur während einer Welle 
die Platte den Lichtstrahlen ausgesetzt wird. Oder man verwendet 
statt rotierenden Spiegels und Sj nchronmotors in bekannter Weise eine 
fallende photographische Platte. 

i Fortsetzung folgt. 1 
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John Edward Campbell. Introductory treatiae on Lie's theory of 
finit6 continuoua transformation groups. XX, 416 S. Oxford 1903, 
at the Ciarondon Press. 

Lies „Theorie der Transformationsgruppen", in drei Händen, bearbeitet 
von Engel, gibt eine abstrakte Theorie der endlichen kontinuierlichen 
Gruppen, in der alles das zu einem monumentalen Bau zusammengetragen 
worden ist, was Lie im Laufe von Jahrzehnten geschaffen hatte. Dabei 
traten didaktische oder pädagogische Rücksichten vollkommen in den Hinter- 
grund. Lie selbst erkannte, daß das große Hauptwerk doch immer noch 
eine Lücke lassen würde, daß nämlich der Wunsch nach elementaren und 
weniger umfangreichen Einführungen in seine Disziplin bestehen bleiben 
würde. Aus dieser Erkenntnis entsprang der Entschluß zur Herausgabe 
zweier Werke, die während der Drucklegung der „Theorie der Transforma- 
tionsgruppeu" vom Rezensenten für Lie ausgearbeitet wurden. Eine ähn- 
liche Tendenz wie das zweite dieser Hücher, die „Vorlesungen über konti- 
nuierliche Gruppen" (1893), verfolgt Campbell; und daher darf es wohl 
dem Rezensenten gestattet sein, zunächst auf jene Hauptpunkte hinzuweisen, 
in denen diese beiden Einleitungen erheblich voneinander abweichen. 

Vor allem ist das Camp bell sehe Werk äußerlich gerade halb so um- 
fangrei* h, gewiß ein empfehlender Umstand. Zweitens enthält es alle wesent- 
lichen Teile der Lieschen Theorie in genügender Ausdehnung, abgesehen 
nur von jenen Untersuchungen, die sich auf die Bestimmung der Typen von 
Zusammensetzungen von Gruppen beziehen; so z. B. auch die Theorie der 
Berührungstransformationen, die in dem Buche des Rezensenten beiseite ge- 
lassen wurde, weil ihnen ein anderer, später erschienener Band gewidmet 
werden sollte. Das Campbellsche Buch birgt überhaupt eine außerordent- 
liche Stofffülle in sich; und der Rezensent darf, wenn er auch nicht jede 
Seite davon gelesen hat, sein Urteil dahin zusammenfassen, daß die Lie sehe 
Theorie eine exakte und angemessene Wiedergabe gefunden hat, und daß das 
Campbellsche Buch in hohem Maße dazu geeignet ist, schnell über den 
weiten Umfang der Lieschen Gruppentheorie zn orientieren. So sehr dies 
unumwunden anzuerkennen ist, muß doch betont werden, daß dieser Vorzug 
notwendig einen ( beistand nach sieh zieht: Das Buch ist außerordentlich 
knapp geschrieben, und der Leser, der die Lieschen Untersuchungen erst 
aus ihm kenneu lernen will und unter dem wir uns einen Studenten in älteren 
Semestern vorstellen, hat gewiß keine leichte Arbeit. Rezensent hatte, wenn 
ein Gleichnis gebraucht werden darf, eine breite, sanft ansteigende Fahr- 
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straße eingeschlagen; Campbell jedoch schlügt von vornherein steile Fußpfade 
ein, die jenen sicherlich viele langweilenden bequemen Weg bedeutend ab- 
kürzen. Wer aber wollte bestreiten, daß gar mancher Tourist, der marsch- 
tüchtig genug ist, diese mühevollen, aber kürzeren Pfade vorzieht, zumal er 
dabei noch dadurch belohnt wird, daß er mehr zu sehen bekommt als auf 
jenem glatten Wege, der manchen lohnenden Aussichtspunkt beiseite ge- 
lassen hat? 

Nachdem sich Rezensent erlaubt hat, das Campbell sehe Buch mit 
dem zitierten in Vergleichung zu bringen, sei nun besonders ein charak- 
teristischer Zug des neuen Werkes hervorgehoben. Wenn Campbell im 
Vorworte sagt, daß selbst diejenigen, die mit der Theorie der Transforma- 
tionsgruppen vertraut sind, etwas Neues in der Form finden werden, in der 
die Theorie hier dargeboten wird, so hat er vollkommen recht. Lie hatte 
bei der Abfassung des großen dreibändigen Hauptwerkes von vornherein 
die Absicht, im wesentlichen nur seine eigenen Untersuchungen zu bringen, 
und erst am Schlüsse des dritten Bandes gab er kurze Übersichten über 
gleichzeitige Arbeiten anderer. Nachdem er damit zu seinem guten Rechte 
gekommen war, darf aber heute sehr wohl der Wunsch gehegt werden, die- 
jenigen Bausteine, die von anderen zu seinem Werke herbeigetragen worden 
sind, beim Aufbau mit verwendet zu sehen. So z. B. bedeuten Schurs 
Arbeiten über die Fundamentalsätze der Gruppentheorie eine wesentliche 
Bereicherung. Und deshalb ist es nur anzuerkennen, daß Campbell diese 
Arbeiten bei den Beweisen der Fundamentalsätze, namentlich beim Beweise 
des zweiten, mit berücksichtigt. Da ist es nun recht interessant zu sehen, 
wie der englische Mathematiker, den seiner Heimat vertrauten Operatiotis- 
kalkul in weitem Maße benutzend, eine Reihe der Sch urschen Überlegungen 
in ein neues Gewand kleidet. Wir verweisen dabei insbesondere auf das 
vierte Kapitel. Die Formeln werden, wenn sie uns deutschen Mathematikern 
so auch weniger vertraut erscheinen, recht kur* und übersichtlich. Nur 
will es dem Rezensenten scheinen, als ob die Frage, für welche Variabilitäts- 
bereiche die Entwicklungen gelten, etwas genauer hätte untersucht werden 
sollen, selbst wenn man nicht in funktionentheoretischer Richtung soweit 
gehen will, wie es Schur getan hat und wie es für ein einleitendes Werk 
ja auch nicht wohl am Platze ist. 

Das Werk zerfällt in 25 Kapitel, von denen das erste auf nur 22 Seiten 
die Begriffe: Transformation, Gruppe, endliche kontinuierliche Gruppe, infini- 
tesimale Transformationen der Gruppe, Klammerausdrücke, Isomorphismus, 
Parametergruppen, lineare homogene Gruppen, ausgezeichnete Untergruppen, 
projektive Gruppen usw. bringt. Zu Beginn des zweiten Kapitels über er- 
weiterte Punkttransformationen füllt es auf, daß von der Ausführung von 
Punkttransformationen auf Differentialgleichungen die Rede ist, bevor definiert 
wird, was das heißt. Im 3. Kapitel über die Erzeugung der Gruppe aus 
ihren infinitesimalen Transformationen wird u. a. Engels Beispiel einer end- 
lichen kontinuierlichen Gruppe ohne identische Transformation gebracht, und 
das vierte gibt die Beweise der beiden ersten Fundamentalsätze, wovon schon 
vorhin die Rede war, während das füufte den Beweis des dritten Fundamen tal- 
satzes bringt, indem nach Lie dargetan wird, daß man eine Gruppe mit 
der gegebenen Zusammensetzung konstruieren kann. So werden auf nur 
HO Seiten die Grundlagen der gesamten Theorie entwickelt. 
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Das 6., 7. und 8. Kapitel sind der Theorie' der Differentialgleichungen 
gewidmet, die Gruppen gestatten. Von besonderer Bedeutung ist das achte, 
in dem es dem Verfasser in sehr anschaulicher Weise gelingt, ausgehend 
vom Beispiele der Invariantentheorie der binären Formen, klarzulegen, wie zu 
jeder Gruppe analoge Iuvariantentheorien gehören, wodurch dann die Ver- 
bindung mit den von Klein in seinem Erlauger Programme in ihren großen 
Zügen skizzierten Ideen hergestellt ist und dem Leser ein Begriff' von der 
Bedeutung der Theorie für die gesamte Mathematik, insbesondere für ihre 
Methodik, gegeben wird. 

Die Kapitel vom 9. bis zum 13. gehören wieder enger zusammen; ihr 
Hauptthema ist die Ähnlichkeit und der Isomorphismus von Gruppen. 
Systatische Gruppen nennt Campbell übrigens stationär. 

Wir sind hier etwa bis zur Mitte des Werkes gelangt, und wer das 
Buch bis hierhin studiert hat, wird einen reichlichen und schön abgerundeten 
Abriß von der allgemeinen Theorie der kontinuierlichen Gruppen und ihren 
Anwendungen auf Invariantenprobleme kennen gelernt haben. 

Von der zweiten Hälfte des Werkes berichten wir nur in kürzester 
Form, da die zu gebenden Stichworte den Kenner genügend orientieren 
werden. Pf äff sehe Gleichungen, Funktionengruppen, Berührungstransforma- 
tionen und ihre Erweiterungen bilden den Inhalt der Kapitel bis zum 19. 
Das 20. bespricht die Differentialinvarianten unter allgemeinen Gesichtspunkten. 
Der Rest des Buches gibt Anwendungen im engeren Kreise, doch muß be- 
merkt werden, daß schon von Anfang an überall wichtige Beispiele in die 
allgemeinen Entwicklungen eingestreut sind. In den Kapiteln 21 — 24 werden 
die Gruppen von Punkttransformationen der Geraden, der Ebene und des 
Baumes sowie die Gruppen von Berührungstransformationen der Ebeue ab- 
gehandelt, während das letzte Kapitel, wie Campbell selbst hervorhebt, im 
wesentlichen eine Bearbeitung von des Rezensenten Darstellung des Zu- 
sammenhanges zwischen höheren komplexen Zahlen und einfach transitiven 
Gruppen in dem oben erwähnten Werke ist. Wir vermissen aber hieriu 
den Namen Study s für den fundamentalen Satz dieser Theorie. 

Man sieht, dali Campbell im wesentlichen einen Fortschritt vom All- 
gemeinen zum Speziellen liebt, wie es ja auch in Lies großem Hauptwerke 
der Fall ist. Es muß allerdings dabei gesagt werden, daß der Verfasser 
dennoch, wie schon angedeutet, überall erläuternde Beispiele einstreut. Ob 
man den Weg vom Allgemeinen zum Speziellen oder umgekehrt vorzieht, 
ist ja Geschinacksache, und wenn man gereiftere Leser für ein Buch voraus- 
setzt, ist der erstere unbedenklich. Dennoch sei es erlaubt, die Meinung 
auszudrücken, daß dem Rezensenten der umgekehrte Weg für eine Einführung 
besser geeignet erscheint, wenn er auch den Nachteil hat. daß dem Leser 
die Haupttheoreme erst viel später vollkommen geboten werden können. 
Die Art des Ca mpbel Ischen Vorganges jedoch wird insbesondere solchen 
Fachmathematikern sympathischer sein, die einen schnellen Eingang in die 
Lieschen Theorien gewinnen wollen. Wir dürfen daher das Werk ganz 
besonders den älteren Mathematikern hierfür empfehlen. 

Der Druck ist mit der nötigen Sorgfalt überwacht, ein ausführliches 
Sachregister beschließt den Band. 

Darmstadt. G. Schkffeks. 
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L. Heffter und C Köhler. Lehrbuch der analytischen Geometrie. 

Bd. I. XVI, 52»> S. gr. 8°. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Mit diesem Werke legen die Herren Verfasser der mathematischen 
Welt den ersten Teil eines durchaus modernen Lehrbuches der analytischen 
Geometrie vor, denn es entwickelt diese Disziplin nach den Grundsätzen, 
die uns heute nach Cayley und F. Klein als die einzig richtigen erscheinen 
müssen. Nach Herrn F. Klein haben wir nämlich bei systematischen geo- 
metrischen Forschungen vom Begriffe der Transforaiationsgruppe auszugehen; 
jeder Gruppe von Transformationen, die sich auf irgendwelche Raumelemente 
beziehen, entspricht eine besondere Art der Geometrie, diejenige Geometrie 
nämlich, die nur mit solchen Begriffen arbeitet, welche gegenüber allen 
Transformationen der Gruppe invariant sind. Für unser Buch kommen nur 
die Gruppe der projektiven Transformationen und ihre geometrisch wichtigsten 
Untergruppen, die der affin* h und der ttyuiformm oder Ähnlielikeit^frans- 
formutionen, in Betracht. Wir treiben dementsprechend, indem wir von der 
Huuptgruppe zu den Untergruppen vorschreiten, nacheinander projektive, affin» 
und tiquiforme Geometrie, wobei wir ganz im Einklang mit Cayley die 
sogenannten metrischen Begriffe der affinen und äquiformen Geometrie durch- 
weg als mit Hilfe der uuendlichfemen Baumelemente SpuialisierU projektive 
Begriffe erhalten. 

Schon dieses Wenige dürfte zur Genüge zeigen, wie sehr sich unser 
Buch von den üblichen Lehrbüchern der analytischen Geometrie unterscheidet. 
Von vorn herein herrscht ein fester Plan, nach dem das Lehrgebäude auf- 
geführt wird, nichts erscheint willkürlich in der Anordnung des Stoffes, 
sondern jedem Gegenstand ist eine bestimmte Stelle zugewiesen, an der er 
zuerst behandelt werden kann. Durch systematisches Spezialisieren von pro- 
jektiven Sätzen werden wir die aftine und äquiforme Geometrie mit neuen 
Sätzen bereichern; tritt uns umgekehrt ein Satz entgegen, so werden wir 
daran gewöhnt zu fragen, welcher Geometrie er angehört; ist es ein affiner 
oder äquiformer Satz, so werden wir weiter fragen, ob er sich projektiv ver- 
allgemeinern läüt, und so zu neuen projektiven Sätzen gelangen können. 
Wir dürfen daher nicht nur das von den Verfassern befolgte Prinzip mit 
diesen als „ordnend und klärend"' bezeichnen, sondern auch ihre Methode 
eine fruchtbare und ungemein anregende nennen. 

Sehen wir jetzt zu, wie das Lehrgebäude der Geometrie nach dem eben 
in den Grundzügen entworfenen Plaue im Euklidischen Räume aufgeführt 
wird. Die Bausteine bilden, wie in der Einleitung ausgeführt wird, die 
einfachsten Raumelemente: der Punkt, die Gerade und die Ebene; ver- 
bunden werden sie durch die drei elementaren Beziehungen der Inzidenz, 
der Parallelität und der Orthogonalität, die durch Einführung der 
unendlich fernen (un eigentlichen) Raumelemeute und der orthogonalen 
Paarung von Punkten und Geraden der uneigeutlichen Ebene sämtlich als 
Inzidenzbeziehungen aufgefaiit werden können. 

Nachdem hierauf die Teilgebiete des Raumes, die Grundgebilde I. 
und II. Stufe definiert wurden — der Raum selbst erscheint als Grund- 
gebilde III. Stufe — , kann eine Klassifikation der Geometrie nach den 
benutzten Gebieten erfolgen; wir haben diesen entsprechend die Geometrie 
in den Grundgebildeu L, II. und III. Stufe zu unterscheiden. 
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Nicht nur im Räume, sondern auch in jedem seiner Teilgebiete klassi- 
fizieren wir dann weiter die Geometrie nach den Beziehungen zwischen den 
Elementen in folgender Weise. Die ein-eindeutigen Transformationen eines 
Grundgebildes II. und III. Stute, die jedes Element in ein gleichartiges über- 
führen und bei denen alle Inzidenzen erhalten bleiben, werden als die all- 
gemeinsten aufgefaßt, denen eine Figur unterliegen kann, und als kol lineare 
Transformationen des Grundgebildes bezeichnet. Jede kollineare Trans- 
formation des Gesamtraumes hat also eine solche eines jeden in ihm ent- 
haltenen Grundgebildes II. Stufe zur Folge und bewirkt auch eine Trans- 
formation jedes Grundgebildes I. Stufe, das in ihm enthalten ist, in ein 
gleichartiges. Man nennt sie ebenfalls eine kollineare Transformation. 
Projektive Grundgebilde I. und II. Stufe von gleicher Art sind kollinear: 
dati auch das Umgekehrte gilt, wird an spüterer Stelle dargetau. schon jetzt 
aber werden die kollinearen Transformationen, und zwar auch die des 
Raumes, als projektive bezeichnet. 

Alle projektiven Transformationen des Raumes bilden eine Gruppe: die 
projektive Gruppe des Raumes; diejenigen Transformationen dieser Gruppe, 
welche jedes un«'igentliche Element in ein ebensolches überführen, bilden die 
affine Untergruppe der projektiven Gruppe; die aftine Gruppe besitzt 
wieder als Untergruppe die Uquiforme Gruppe, deren Transformationen 
jedes orthogonale Elementenpaar in ein eben solches überführen, sodaß also 
bei ihnen die orthogonale Paarung in der uneigentlichen Ebene erhalten 
bleibt. Ganz analog werden die projektive Gruppe und ihre Untergruppen 
für die Grundgebilde I. und II. Stufe definiert. Dabei ist zu beachten, daß 
bei folgenden sechs Grundgebilden: dem eigentlichen Strahl- und Ebenen- 
büschel und Bündel, der uneigentlichen Punktreihe, dem uneigentlichen 
Strahlbüschel 1 ) und Felde (der uneigentlichen Ebene) sich die affinen Trans- 
formationen von den projektiven offenbar nur dadurch unterscheiden, daß 
bei ihnen die Träger eigentliche bezw. uneigentlirhe bleiben. In der eigent- 
lichen Punktreihe, dem Parallel- Strahl- und Ebenenbü>chel hingegen sind 
die affinen und äquiformen Transformationen identisch. 

Der Inbegriff der Beziehungen zwischen den Elementen eines Grund- 
gebildes, die bei allen Transformationen der projektiven, affinen, äquiformen 
Gruppe erhalten bleiben, heißt bezw. die projektive, affine, Uquiforme 
Geometrie. 2 ) Durch einen höchst interessanten, spater noch oft angewandten 
Schluß wird dann nachgewiesen, daß jede projektive Beziehung zwischen 
den Elementen eines Grundgebildes II oder III. Stufe sich lediglich auf 
die elementare Beziehung der Inzidenz, jede affine sich lediglich auf die 
beiden elementaren Beziehungen der Inzidenz und Parallelität, und jede 
uquiforme Beziehung endlich sich allein auf die Elementarbeziehungen der 
Inzidenz, Parallelität und Orthogonalitilt zurückführen läßt. Hierdurch sind 
wir zu einer uositivm Charakterisierung des Inhalts der verschiedenen Geo- 
metrien in den Grundgebilden II. und III. Stufe gelangt, für die Grund- 
gebilde I. Stufe besitzen wir aber eine solche vorläufig noch nicht. 

Für die oben im Zusammenhang erwähnten sechs Grundgebilde I. und 

1 Diese Grundgebilde haben uneiyentliche Träger. 

2) Der Gruppe der kongruenten Transformationen, die wieder eine Unter- 
gruppe der äquiformen Gruppe vorstellt, entspräche die Kougruenz-Geometrie, 
die jedoch fflr die Grandgebilde I. u. II. Stufe kein Interesse bietet. 
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II. Stufe sind nach dem dort Gesagten die projektive und affine Oeometrie, 
für die drei anderen daselbst genannten Grundgebilde I. Stufe die aftine 
und äquiforuie Geometrie identisch. 

Jede projektive räumliche Beziehung ist zugleich eine affine und üqui- 
forine, jede affine zugleich eine äquiförrae; aber Dicht umgekehrt. Der Teil 
der affinen Geometrie, der nicht projektiv ist, wird als Parallelmetrik, 
derjenige der äquiformen Geometrie, der nicht affin ist. als Orthogonal- 
metrik bezeichnet. Parallelität und Orthogonalität lassen sich aber, wie 
oben hervorgehoben wurde, als Inzidenzbeziehungen auffassen. Wir können 
dalier sagen, daß sich die projektive (ieometrie des Raumes um die Paral- 
lelmetrik zur affinen, diese sich um die Orthogonal metrik ^ur Bquiformen 
Geometrie ertceitni, wenn die uneigentliche Ebene, bezw. wenn die ortho- 
gonale Paarung in ihr ausgezeichnet wird. Analoges gilt mutatis mutandis 
von den übrigen Gruudgebilden. 

Wir haben vorstehend versucht, einen Einblick in den Inhalt der rein 
synthetischen EnileüuHfl (S. 1 — 23) zu geben. Man dürfte wohl erkennen, 
daß diese einen integrierenden Bestandteil des Buches ausmacht, daß also 
zu seinem vollen Verständnis unbedingt das der Einleitung erforderlich ist. 
Das Studium dieser grundlegenden Entwicklungen mit ihren abstrakten De- 
finitionen, schwierigen Schlüssen und mit einer Fülle neuer Begriffe und 
ungewohnter Vorstellungen muß aber dem jüngeren Leser, der doch nach 
dem Vorwort und den zahlreichen, sehr geschickt gewählten Übungsaufgaben 
des Hauptteils auch in Betracht kommt, ganz erhebliche Schwierigkeiten 
machen und eine Ermüdung schon zu anfang herbeiführen. Das haben die 
Herren Verfasser wohl auch selbst gefühlt, wie aus einer Anmerkung S. 25 
hervorgeht, aber es erscheint sehr schwierig, wenn nicht unmöglich zu sein, 
diesen pädagogischen Nachteil zu beseitigen, wenn man nach den eingangs 
entwickelten Prinzipien die analytische Geometrie aufbauen und nicht auch 
analytisch gleich vom Räume ausgehen will. Jedenfalls wird dem jüngeren 
Leser ein gewisser Vorrat an Kenntnissen in der synthetischen Geometrie 
das Studium des Buchs wesentlich erleichtern. Der Artikel 3 der Einleitung 
bedarf unseres Erachtens einer sorgfältigen Revision Hier wird, um nur 
eins hervorzuheben, öfters vou zwei ..nicht identischen'" Geraden gesprochen. 
Man darf daher, wenn von zwei Oeraden schlechthin die Rede ist, auch an : 
nehmen, daß sie identisch sind (zusammenfallen f. Nun haben aber zwei 
identische Gerade nicht nur alle eigentlichen, sondern wegen I„l und Ib) 
S. 3 auch alle uneigentlichen Punkte gemein. Würden wir daher zwei 
identische Gerade — uns streng an die Definition zu Anfang von Art. 3 
haltend - als nicht parallel bezeichnen, so würde der 3. Satz auf S. 4 zu 
einem Widerspruch führen. Wir haben deshalb S. 3 die Erklärung abzugeben, 
daß zwei identische eigentliche Oerade als parallel anzusehen sind, eine Er- 
klärung, die die Verfasser bei dem - - übrigens nur scheinbar direkten — 
Beweise des 3. Satzes S. 4 stillschweigend als abgegeben voraussetzen. 
Jetzt erst sind die Aussprüche S. 3 „zwei eigentliche Gerade sind parallel" 
und .,zwei eigentliche Gerade haben einen uneigentlichen Punkt gemein" 
völlig gleichwertig. Es folgt sofort: nicht parallele Oerade haben vonein- 
ander verschiedene uneigentliche Punkte, gleichgültig ob es einen oder mehr 
als eiueu aneigentlichen Punkt auf einer eigentlichen Geraden gibt; der 
3. Satz auf S. 4 gehört mithin schon vor Satz II auf S. 3. 
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Die von den Verfassern aufgestellten Definitionen der verschiedenen 
(ieometrien (8. 16) können uns ferner durchaus nicht befriedigen, denn sie 
geben wohl ein«» Klassifikation der Beziehungen zwischen den ElemenUn 
eines Grundgebildes, aber nicht eine Klassifikation der Lehrsätze. Man 
könnte, um die Definitionen zu halten, vielleicht sagen, daß jeder Lehrsatz 
aus Beziehungen "il Beziehungen ^ folgere, also gewissermaßen ein Komplex 
von Beziehungen vorstelle und somit nach jenen Definitionen klassifiziert 
werden könne. Dem gegenüber aber ist zu bemerken, daß ein Lehrsatz 
wohl immer aus einer Beziehung 91 eine Beziehung S J3 folgert, daß aber 91 
und 93 nicht immer Beziehungen zwischen den Elementen^ wohl aber immer 
Beziehungen zwischen Begriffen vorstellen. Sind z. B. A, B, C, D vier be- 
liebige Punkte einer Geraden, so ist durch die drei Abstandsverhältnisse 

A * c (A, BC) (B(\ A\ (A, CD), \A, DB) 

eine Beziehuug 91 zwischen den 4 Punkten .4, B, C, D gegeben; aus dieser 
folgt die Beziehung 

1.4. BC)(A, CD)(A, DB) - 1. 

Diese Beziehung ^ ist aber eine Beziehung zwischen Abslands Verhältn issen 
und keine Beziehung zwischen den Punkt n A, B, C, D. Denn eine Be- 
ziehung zwischen den Elementen eines Grundgebildes kann — analytisch 
gesprochen — nur durch eine oder mehrere nicht identische Gleichungen 
zwischen den Koordinaten der Elemente gegeben sein. Wir würden, um 
unseren Standpunkt kurz zu präzisieren, etwa so vorgehen 1 ): 

Die Element« eines Grundgebildes können wir als geometrische Grund- 
begriffe bezeichnen. Indem wir die Elemente eines Grundgebildes — unter 
Zuhilfenahme des Zahlenbegriffes — miteinander in Beziehung setzen, ge- 
langen wir zu neuen geometrischen Begriffen, die wir als abgeleitete Begriffe 
bezeichnen können. Ein geometrischer Begriff heißt ein projektiver, affiner, 
äquiformer Begriff, wenn er bei allen Transformationen der projektiven, 
affinen, äquiforraen (Jruppe ungeändert bleibt. Diejenigen Eigcnscluifttn 
riner Figur, die durch projektive, affine, äquiforme Begriffe allein besehrieben 
werden können, heißen projektive, affine, äquiforme Eigenschaften der Figur. 
Formeln, die solche Eigenschaften analytisch darstellen, werden projektive 
usw. Formeln genannt. Ein geometrischer Lehrsatz, in dem ausschließlich 
projektive, affine, äquiforme Begriffe auftreten, heißt ein projektiver, affiner, 
äquiformer Lehrsatz. Ein solcher Lehrsatz folgert aus projektiven usw. 
Eigenschaften einer Figur andere ebensolche Eigenschaften. — Der Teil der 
Geometrie, der nur projektive, offine, äquiforme Lehrsatze enthält, heißt die 
projektive, affine, äquiforme Geometrie. Man kann die projektive usw. Geo- 
metrie auch als die Lehre von den projektiven usw. Eigenschaften der 
Figuren bezeichnen. — Affine (äquiforme ) Begriffe, Formeln, Lehrsätze, die 
nicht projektiv (affin) sind, heißen parallelmetrische (orthogonalmetrische) 
Begriffe, Formeln und Sätze. Der Teil der affinen (äquiformen) Geometrie, 

Ii Man vergleiche zum folgenden: M rasch: Vorlesungen über neuere Geo- 
metrie, Leipzig 18H2, S. 74 f. und des Ref. Grundlagen für die geom. Anw. der In- 
variantentheuric, Leipzig 189.*», S. 75f. und S .121. 
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der nur parallelmetrische ( orthogonalmetrische ) Sätze enthält, beißt die 
Parallelmetrik (Orthogonainietrik \. 

Per Hauptteil unseres Buches beschäftigt sich zunächst mit der projek- 
tiven Geometrie in der eigentlidten Pank/n ilic; wir lernen hier zuerst die 
Messung einer absoluten Strecke durch eine andere und die Multiplikation 
einer absoluten Strecke mit einer absoluten Zahl kennen. Will man diese 
Dinge nicht überhaupt als bekannt voraussetzen, so sollten sie auch wirk- 
lich vollständig vorgetragen werden, und Ref. hätte es gern gesehen, wenn 
dies geschehen, wenn also insbesondere ausführlich dargelegt worden wäre, 
wie auf Grund des Dedekindschen Stetigkeitsaxioms, auf das nur in einer 
Anmerkung hingewiesen wird, die erwähnte Multiplikation ausgeführt werden 
kann. — Nunmehr können das Abstand* verhäl tnis lAV) eines Punktes 
in bezug auf zwei beliebige Punkte, die Abszissen als besondere AVe und 
weiterhin der uneigentliche Punkt der Reihe mit der Abszisse "X;. sowie 
die imaginären Punkte eingeführt werden. Es wird bei solchen grundlegenden 
Betrachtungen stets mit sehr anerkennuugswerter Strenge verfahren, wie 
z. B. das Imaginäre hier und späterhin mit besonderer Sorgfalt behandelt 
wird. Wenn aber die Verfasser den uneigentlichen I unendlich fernen reellen 
oder imaginären! Punkten des Raumes alle übrigen Punkte, also auch die 
übrigen imaginären Punkte, als eigentliche gegenüberstellen, so kann Ref. 
dies nicht billigen. Denn von einem imaginären eigentlichen Punkte zu 
sprechen, erscheint doch als eine Vergewaltigung des Begriffes „eigentlich 1 '. 
Für ganz überflüssig halten wir ferner die Neueiuführung: „aggregiert ima- 
ginäre" statt „konjugiert imaginäre Punkte", weil eine Verwechslung von 
konjugiert imaginären Punkten mit Punkten, die in bezug auf ein Gebilde 
II. Ordnung konjugiert sind, durch das — ohnehin fast nie fehlende — 
Wort „imaginär" völlig ausgeschlossen werden kann (S. 24 — 3ö). 

Das Doppelverhältnis iDVi 1 ) eines Punktwurfes A. Ii. C, D 

wird durch (ABCD) z \^'cD\ ^ n ' ert ' e >* sc °«int sonach als Verhältnis 

zweier AVe. Es ist eine absolute Invariante der projektiven Gruppe, und 
zwar eine charakteristisdie, weil eine ein-eindeutige Zuordnung zweier Punkt- 
reihen, bei der jedem Wurf der einen ein Wurt der anderen von gleichem 
DV entspricht, eine projektive ist. Daraus ergibt sich nach dem in der 
Einleitung erwähnten Schlüsse die wichtige Tatsache, daß jede projektive 
Beziehung zwischen den Punkten einer Punktreihe sich lediglich auf Be- 
ziehungen zurückführen läßt, die durch die Werte von DVen auszudrücken 
sind. Damit sind wir zu der oben in Aussicht gestellten positiven 
Charakterisierung der projektiven Geometrie in der Geraden gelangt, und 
zwar auch von unserem Standpunkt aus Denn nach dem vorhin Gesagten 
kann jeder projektive Satz in der Geraden so abgefaßt werden, daß er nur 
Aussagen über die DVe von Punkwürfen macht. — Hieran schließen sich 
der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie, die DV-Koordinaten, die 
als naturgemäße Koordinaten der projektiven Geometrie nachgewiesen werden, 
und endlich die Formeln für die Transformation der DV-Koordinaten, die 



\) Diese vom Ref. nacb einem Vorschlag des Herrn Pasch eingeführte, Behr 
praktische Abkürzung haben die Herren Verfasser erfreulicherweiHe adoptiert und 
weitere analoge Kürzungen eingeführt. 
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zugleich den analytischen Ausdruck für die projektive Verwandtschaft selbst 
vorstellen ( S. 35 — 59). 

Zeichnen wir den uneigentlichen Punkt V der Geraden aus, so er- 
weitert sich die projektive Geometrie zur affinm. Das spezielle DV (A l'BC), 
das AV von A in bezug auf B und C, ist eine absolute c)i a rakteristische 
Invariante der affinen Gruppe, woraus dann wieder folgt, daß jede affine 
Beziehung sich hier auf Beziehungen zurückführen laßt, die durch die Werte 
von AVen auszudrücken sind. Alle affinen Formeln und Sätze gehen aus 
projektiven einfach durch Spezialisieren hervor (S. 59 — 67). 

Die binären, später die ternären quadratischen Formen sind geeignete 
Objekte, um nach Entwicklung der Grundlagen weiterhin in den einzelnen 
Grundgebilden projektive, affine und äquiforme Geometrie zu treiben. In 
der Geraden zunächst führt die binäre quadratische Form zur projektiven 
und affinen Einteilung dir Punktepaare und der durch sie bestimmten In- 
volutionen. Es bietet sich dabei die Gelegenheit, hier, wo die Verhältnisse 
sehr einfach liegen, die Methoden vorzubereiten, die später bei den temäreu 
quadratischen Formen zur Anwendung kommen (8. 68 — 91). 

Im folgenden wird dann gezeigt, dali die projektier Geometrie in den 
eigentliehen Büscheln aus der in der eigentlichen Geraden einfach dadurch 
erhalten wird, daß man „Strahl" bezw. „Ebene" statt „Punkt" setzt. Diese 
Geometrie in den Büscheln erweitert sich um die Orthogonal metrik zur 
t'iqui formen Geometrie dadurch, daß man die besondere Involution, bei der 
orthogonale Elemente gepaart sind, oder was dasselbe ist, die konjugiert 
imaginären Doppelelemente dieser Involution — das absolute Elemeute- 
paar — auszeichnet Ist das Element ä zu a senkrecht (a JL «), so wird 
das spezielle DV 

(aäbc) ~ («, be) r= >bc, a) 

als Richtungs Verhältnis (RV) des Elementes a in bezug auf b und c 
bezeichnet und als charakteristische absolute Invariante der äquiformen 
Gruppe nachgewiesen. Ein spezielles RV wieder ist die goniometrische 
Tangente oder der Tangenswert eines Elementepaares. Bei einer äqui- 
formen Transformation bleibt der Tangenswert — vom Vorzeichen abgesehen 
— ungeändert. Äquiforme Büschel sind mithin ähnlich bezw. kongruent. 
Außer der schon erwähnten absoluten Involution ist von den orthogonal- 
metrisch ausgezeichneten Involutionen für spätere Partien des Buches noch 
die gleichseitig hyperbolische Involution — mit reellen, orthogonalen Doppel- 
elementen — besonders wichtig (S. 92 — 116). 

Die Geometrie im Parallel- Strahl- oder Ebenenbüsehel und in den 
uneigentlichen Gebilden I. Stufe läßt sich stets auf die Geometrie in einem 
eigentlichen Grundgebilde I. Stufe zurückführen. So deckt sich z. B. die 
Geometrie in der uneigentlichen Punktreihe vollständig mit der im eigent- 
lichen Büschel. Die konjugiert imaginären Doppelpunkte der hier auftretenden 
orthogonalen Involution — das absolute Punktepaar der uneigentlichen 
Geraden — spielen bekanntlich in der ebenen Geometrie eine wichtige 
Rolle (S. 110 — Iis i. 

In der Ebene ist das DV eines Punkt-Geraden-Wurfes 

{PQ9h)=s(PQGH) = (pqgh), 
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wo der Strahlenwurf p, g, g, h perspektiv zum Punktwurf P, Q, G, H liegt, 
eine ciiarakteri.stiscJie absolut*' Invariante der projektiven Gruppe, also jeder 
abgeleitete projektive Begriff auf den Begriff des DVes eines Punkt-Geraden- 
Wurfes zurückführbar. Nach Einfuhrung der DV-Koordinaten folgen die 
Transformation dieser Koordinaten, das Dualitätsgesetz und eine Reihe pro- 
jektiver Sätze über Punkte und Gerade. Das vollständige Viereck wird 
mit Rücksiebt auf das Kegelschnittbüschel sebr eingehend behandelt, wobei 
sich eine Reihe schöner Sätze über den Charakter der durch ein solches 
Viereck auf den Geraden seiner Ebene erzeugten Involutionen ergibt 
(S. 119—173). 

Nunmehr kann auch eine noch bestehende Lücke ausgefüllt werden. 
Man kann nämlich auf Grund der harmonischen Eigenschaften des voll- 
ständigen Vierseits nachweisen, daß jede kollineare Transformation der Ebene 
eine projektive ist, daß also in der Tat kollincare und projektive Trans- 
formation der Ebene, projektive Geometrie und Inzidenzgeometrie hier iden- 
tische Begriffe sind. Danach muß sich z. B. der Begriff „DV" lediglich 
auf den Begriff der Inzidenz zurückführen lassen. Innerhalb der Grenzen, 
die sich die Herren Verfasser gesteckt haben, ist der direkte Nachweis hier- 
für nicht erbringlich, aber es sollte wenigstens im Interesse des Anfängers 
eine größere erläuternde Anmerkung angebracht werden (die Anm. S. 41 
genügt nicht). Ferner müßte der Schluß des nach Darboux geführten 
Beweises, daß harmonisch aufeinander bezogene Gebilde I. Stufe projektiv 
sind, der gerade die meiste Schwierigkeit bietet, etwas ausführlicher gehalten 
sein (S. 174—193). 

Nach Untersuchungen über die kollineure und reziproke Verwandtschaft 
folgt die affine Geometrie in der Ebene. Ist g u deren uneigentliche Gerade, 
so stellt das spezielle DV 

(iWuPQ) s f>, PQ) = (P<?, g) 

— das AV der Geraden g in bezug auf die Punkte P und Q — eine 
diarakteristisclic absolute Invariante der affinen Gruppe vor. Auch das Ver- 
hältnis paralleler Strecken und das Flächenverhältnis sind solche Invarianten. 
Naturgemäße Koordinaten sind hier diejenigen DV-Koordinaten, bei denen 
eine Fundamentalgerade mit der g u zusammenfällt; sie werden homogen 
als allgemeinste Hesse sehe Koordinaten, nicht homogen als allgemeinste 
Cartesische Punkt- und Plückersche Linienkoordinaten bezeichnet. Ganz 
besonderes Interesse dürften in diesem Kapitel die Entwicklungen erwecken, 
die sich an die Einführung der Eichkurve des C artesischen Koordinaten- 
systems — einer reellen Ellipse — knüpfen, wobei wir auch den affinen Stamm- 
satz des Pythagoräischen Lehrsatzes kennen lernen (S. 1!>4 — 226). 

Zeichnen wir die absoluten Punkte J, und I t der Ebene (das absolute 
Paar der Geraden g u ) aus, so erweitert sich die affine Geometrie um die 

Orthogonalmetrik zur äquiformen ebenen Geometrie. Sind G u , G u , l m 
die uneigentlichen Punkte der eigentlichen Geraden g, g, //, i, ist ferner 
g _L g, so wird das spezielle DV 

{ß m G m H u Q m (ß 9 hi) = (At, g) 

das RV der Geraden h und i in bezug auf die Gerade g genannt. Es 
wird also hier (ähnlich wie im eigentlichen Büschel» nicht direkt das ab- 

Archir der MfttbemaUk nnd Phy.ik III. Reihe. XII 12 



Digitized by Google 



178 



Rezensionen. 



solute Paar benutzt, um durch das DV {ghI l J^) einen neuen, orthogonal- 
metrischen Begriff zu erlangen, weil die Zahl (gh I x /,) durch g und /* allein 
nicht eindeutig bestimmt und für reelle g und h im allgemeinen imaginär 
ist. Das AV und RV bilden zusammen ein diaraktetistisches System ab- 
soluter Invarianten der äquiformen Gruppe. Jeder abgeleitete aquiforme 
Begriff muß sich daher auf die Begriffe des AVes und RVes zurückführen 
lassen. In aquiformen Feldern sind homologe Winkel kongruent; die Trans- 
formationen der aquiformen Gruppe führen mithin ihren Namen mit Recht. 
Naturgemäße Koordinaten sind hier die gleichseitig orthogonalen Parallel- 
koordinaten; die nicht homogenen Punktkoordinaten dieser Art sind identisch 
mit den rechtwinkligen Koordinaten. Die geometrische Bedeutung von Sinus 
und Cosinus wird in der aquiformen Geometrie gegeben, der auch die Begriffe 
des Lot- und Sinusverhältnisses (in bezug auf ein Speerepaar) angehören. 
Das DV eines Punkt-Geraden-Wurfes kann als Quotient zweier Lotverhält- 
nisse, das eines Strahlenwurfes als Quotient zweier Sinusverhältnisse dar- 
gestellt werden (S. 227—255). 

Der Rest des Buches bringt Anuemlungen auf die Kurven II. Ord- 
nung und II. Klasse, deren allgemeine projektive Eigenschaften zuerst 
entwickelt werden (S. 25T> — 274). 

Alsdann folgen rein algebraische Betrachtungen über reelle quadratische 
Formen von n Variabein, so das Trägheitsgesetz, ferner die Bestimmung des 
Ranges (>(f) und der Signatur S(f) einer solchen Form /" aus ihrer 
charakteristischen Reihe nach Proben ius. Die Zahl n — g(f) heißt der 
Verschwindun gsgrad v(A) der Determinante A von f, der absolute 
Wert 5 (f) von S (/) die Signatur der Gleichung f — ■ 0 oder auch die Signatur 
s (A) von A. Die numerischen Invarianten v (A) und $ (A) der Form f reichen 
hin, um wie früher im Falle n — 2 die projektive Klassifikation der Elemente- 
paare, nun auch für n = 3 diejenige der Kurven II. Ordnung oder II. Klasse 
vorzunehmen. Die nicht entarteten Kegelschnitte [t'(^) = zerfallen z. B. 
in imaginäre [s(A)='3] und reelle [s(A) — l] (S. 275 — 297). Bei der 
affinen Klassifikation dieser Kurven haben wir dann weiter die projektive 
Beschaffenheit des Punktepaares zu untersuchen, das die g u mit der Kurve 
IL Ordnung bezw. mit der zur Kurve II. Klasse adjungierten Kurve II. Ord- 
nung gemein hat So ergibt sich aus eirei projektiven Klassifikationen die 
affine Klassifikation der Kurven II. Ordnung bezw. II. Klasse, wobei nur 
noch bei dem reellen Punktepaar auf einer eigentlichen Geraden und dem 
Doppelpunkte eine weitere Spaltung in das eigentliche und das eigentlich- 
uneigentliche Paar bezw. in den eigentlichen und uneigentlichen Doppel- 
punkt nötig ist. Dieses Einteilungsprinzip kommt in der Tabelle für die 
affinen Klassen der Kurven DI. Ordnung besonders klar zum Ausdruck 
(S. 346 — 353). Bei der äquiformen Klassifikation wird endlich das projek- 
tive Verhalten des unendlich fernen Punktepaares eines Kegelschnittes zum 
absoluten Punktepaar J, seiner Ebene in Betracht gezogen. So zerfallen 
bei der affinen Klassifikation die reellen, nicht entarteten Kegelschnitte in 
Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln; bei der äquiformen wird dann von 
den Ellipsen der Kreis als Ellipse, welche durch die Punkte I x und I t 
geht, und von den Hyperbeln die gleichseitige Hyperbel, deren uneigent- 
liche Punkte die Punkte I x und 7, harmonisch trennen, orthogonalmetrisch 
ausgezeichnet (S. 418—422). 
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Die projektive Geometrie der Kegelschnitte befaßt sich des weiteren 
mit der Polarität in bezug auf einen Kegelschnitt (KS). Was hierbei 
S. 306 über die Poldreiecke in bezug auf einen KS gesagt wird, ist nicht 
ganz korrekt. Zunächst müssen natürlich daselbst unter 4 a) die Worte 
„hyperbolisch" und „elliptisch" vertauscht werden. Dann muß es unter 4 b) 
heißen: „Nur eine Ecke und ihre Gegenseite sind reell; diese Elemente sind 
dann entweder hyperbolisch und die beiden imaginären Ecken (Seiten) sind 
konjugiert imaginär oder nicht konjugiert imaginär, oder aber diese Elemente 
sind elliptisch und die beiden imaginären Ecken (Seiten) sind nicht kon- 
jugiert imaginär. 1 ' Nach dem eben und dem 1. c. unter 3b) Gesagten kann 
man also aus dem elliptischen bezw. hyperbolischen Charakter der reellen 
Elemente eines beliebigen Poldreiecks tiicltt immer erkennen, ob sein KS 
imaginär oder reell ist (S. 298—311). 

Aus der Polarentheorie fließen in der affinen Geometrie der KSe die 
Begriffe „Mittelpunkt" und „Durchmesser eines KS U , auch treten jetzt 
die Asymptoten eines KS auf. Als Eichkurve des Koordinatensystems 
wird hier auch die Hyperbel eingeführt und ein schon oben erwähnter Satz 
zum Pythagoräischen Lehrsatz der affinen Geometrie erweitert. Besonders 
hervorzuheben sind hier noch die affinen Verallgemeinerungen der Sätze 
über die Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis (S. 353 — 386). 

In der äquiformen Geometrie der KSe werden die Hauptachsen sehr 
zweckmäßig als dasjenige Durchmesserpaar definiert, das sowohl das Asymp- 
totenpaar, als auch das von den Polaren der Kreispunkte /,, l , gebildete 
Geradenpaar — das Paar der Kreispunktpolaren — harmonisch trennt. 
Die Transformation eines KSes auf den Mittelpunkt gehört in die affine, 
die auf die Hauptachsen in die äquiforme Geometrie der KSe. Die scharfe 
Trennung der Geometrien hat, wie man sieht, auch ihre Schattenseiten, 
indem eng zusammenhängende Dinge auseinandergerissen werden müssen 
(8. 422—450). 

Die drei verschiedenen Geometrien des KS-Büschels und derKS-Schar 
werden so ausführlich behandelt, daß es unmöglich ist, diesem Gegenstand 
auf beschränktem Räume auch nur einigermaßen gerecht zu werden. Wir 
wollen diese schönen Untersuchungen nur allgemein dahin charakterisieren, 
daß die Realitätsverhältnisse im weitgehendsten Maße Berücksichtigung finden, 
und daß die Einteilung der KS-Büschel und KS-Scharen in den verschiedenen 
Geometrien systematisch und vollständig durchgeführt wird. Unter den 
orthogonalmetrisch ausgezeichneten KS-Scharen ist die konfokale Schar 
die wichtigste. Aus den allgemeinen projektiven Eigenschaften der KS- 
Scharen werden die wichtigsten Eigenschaften der konfokalen Schar, die 
früher teilweise direkt entwickelt worden waren (S. 451—470), systematisch 
abgeleitet (S. 312—345; S. 387—417; S. 471—501). 

Den Schluß des L Bandes bildet ein kurzer, leichtfaßlicher Anhang 
über Ihterminanten aus der Feder des Herrn Heffter (S. 502 — 517). l ) 

Möge es dem Ref. gelungen sein, dem Leser einen hinreichend tiefen 
Einblick in das Buch gegeben zu haben, um ihn zu einem eingehenden 



1) Druckfehler: S. 91, Klammer: —0 statt +0; S. 224, Z. 11 v. u.: p = 3 
statt P = } ; S. 22«, (6) letzte Klammer: C' u statt C u ; S. 349, vor der größten Klammer: 
A=-0. 

12* 
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Studium des schönen Werkes zu veranlassen, eines Werkes, das mit dazu 
geeignet erscheint, den Lehrbüchern der analytischen Geometrie in Zukunft 
ein ganz neues Gepräge aufzudrücken, wobei es für den Kundigen von 
besonderem Interesse sein wird, ob und in welcher Weise sich die gelegent- 
lich geäußerten prinzipiellen und pädagogischen Bedenken beseitigen lassen 
werden. 

Osthofen | Rheinhessen). P. Muth. 



M. Simon. Über die Entwicklung der Elementargeometrie im 
XIX. Jahrhundert. Bericht erstattet der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung. VIII, 278 S. Mit 28 Fig. gr. 8°. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Eine große Vorarbeit für die Geschichte der Elementargeomctrie im 
19. Jahrhundert ist in dem vorliegenden Buche geleistet. Ursprünglich 
war das Werk für die Enzyklopädie geschrieben; die gewählte äußere 
Form, der stark gedrungene Stil, dann die Schwierigkeit, das riesige Zitaten- 
material auf Grund der Zettelsammlung bibliographisch treu zu revidieren, 
nicht zuletzt wohl auch der Umfang, auf den die Sammlung angewachsen 
war, schienen dem Rahmen der Enzyklopädie nicht zu entsprechen und 
veranlaßten eine gesonderte Herausgabe. M. Simon hat mit ausdauerndem 
Fleiße die Literatur des 19. Jahrhunderts, soweit sie die auf den höheren 
Lehranstalten gepflegte Elementargeometrie betrifft, gesichtet und in scharf 
gegliederter Disposition zusammengestellt. In Betracht gezogen ist nicht 
nur die deutsche Literatur, wenn sie auch bevorzugt erscheint, sondern auch 
die ausländische; bei dem umfangreichen Kapitel „Lehrbücher, Aufgaben- 
sammlungen" ist geradezu eine Untergruppierung nach Nationen vorgenommen. 
Das Jahr. 1900 ist streng als Grenze festgehalten; nur wenige Notizen, die 
dem Verfasser gelegentlich aufstießen, führen weiter. Im allgemeinen Teil 
rechtfertigt Simon die gewählte Stoffumgrenzung, charakterisiert in kurzen 
Zügen den von der Geometrie im 19. Jahrhundert eingeschlagenen Ent- 
wicklungsgang und behandelt die Geschichtsforschung auf dem Gebiete der 
Mathematik während dieses Zeitraumes, dann die Methodik und die Lehr- 
mittel. Der spezielle Teil umfaßt neun dem Umfange nach recht ungleich- 
artige Abschnitte: Parallelentheorie, Kreis, Flächeninhalt, Dreiecke, Polygone, 
allgemeine ebene Kontigurationen, allgemeine räumliche Beziehungen, beson- 
dere räumliche Beziehungen, Trigonometrie. Sämtliche Abschnitte sind 
wieder mehrfach weiter gegliedert; so werden beim Kreis 7 Unterabteilungen 
aufgestellt: Quadratur des Zirkels, reguläre Polygone und Kreisteilung, 
Trisektion des Winkels, verschiedene Kreissätze, Inversion, Taktionsproblem, 
Schließungsproblem; bei der ersten Unterabteilung „Quadratur des Zirkels" 
z. B. linden sich nach einleitenden Bemerkungen die Untergruppen: a) zu- 
sammenfassende und geschichtliche Werke, b) Quadraturen, c) Näherungs- 
konstruktionen, d) Bogen, e) Numerische Berechnung von w, f) n durch 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, g) Methode des Archimedes, h) Methode der 
Isoperimctrie, i) Lunulae Hippocratis. — Den größten Teil des Buches be- 
ansprucht die Titelsammlung; vielfach sind den angeführten Schriften kleine 
referierende oder kritisierende Bemerkungen beigegeben. Die zusammen- 
fassenden Übersichten sind sehr aphoristisch gehalten, zum Teil in stark 
subjektiver Färbung. 
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Die Literaturangaben sind äußerst reichhaltig und in den Einzel - 
titeln zumeist wohl auch genau genug, um jedem, der sich über ein 
bestimmtes Gebiet Auskunft holen will, das nötige Material an die Hand 
zu geben. Die Geschichte der Mathematik zu bearbeiten, wird um so 
schwieriger, je weiter sich der Forscher der Neuzeit nähert. Der in Aus- 
sicht gestellte vierte Band zu Cantors Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik wird nur durch die Mitarbeit eines ganzen Stabes von Gelehrten 
möglich. Die Bearbeitung selbst spezieller Gebiete aus dem 19. Jahrhundert 
kann eines Mannes Schulter nicht mehr tragen. Um so mehr ist die 
Leistungskraft Simons anzuerkennen, der für ein durchaus nicht kleines 
Gebiet wie die Elementargeometrie dem Geschichtsforscher das Material vor- 
zubereiten und die Wege zu ebenen versucht hat. 

Berlin. J. Tropfke. 



Yonderlinn. Parallelperspektive. Rechtwinklige und schiefwinklige 
Axonometrie. 112 S. Mit 121 Fig. Sammlung Göschen. Leipzig, Göschen. 
Jt 0,80. 

In den beiden ersten Abschnitten wird mit Benutzung des Grund- und 
Aufrisses eines Körpers die Entstehung und Herstellung seines axonometrischen 
Bildes für die verschiedenen Projektionsarten angegeben; im dritten folgen 
Aufgaben über Lagen- und Maßbeziehnngen unabhängig von der orthogonalen 
Projektion, und schließlich werden die Schatten konstruktionen besprochen. Die 
Darstellung ist klar und einfach, und viele Figuren erleichtern das Verständnis. 

Berlin. P. Schafheitlin. 



Klsässer. Leitfaden der Stereometrie. Mit 61 Fig. Stuttgart 190*>, 
Grub. geb. Jt 1,50. 

Mit Rücksicht auf die Lehrpläne von 1901 zerfällt der Leitfaden in 
zwei Teile; der erste propädeutische gibt die Beschreibung, Abwicklung und 
Inhaltsformeln der einfachsten Körper, der zweite die systematische Be- 
gründung der stereometrischen Hauptsätze. 

Aus dem ersten Teile hätte der Satz des Cavalieri ganz wegbleiben 
können, oder er hätte ohne einen Beweisversuch angegeben werden sollen, 
dagegen hätte im zweiten Teile eine strengere Begründung der Iuhaltsformel 
rar Pyramiden angegeben werden müssen. 

Die Ableitung der Hauptformeln der Stereometrie bewegt sich in den 
üblichen Gleisen, die nicht immer die einfachsten Beweise liefern. So sind 
die Beweise für den Hauptsatz über das Lot auf einer Ebene (§12. 1) 
und für den Neigungswinkel einer schrägen Geraden (§ 15. 4) recht schwer- 
fällig. 

Die Figuren in einem stereometrischen Lehrbuche müssen mit besonderer 
Sorgfalt hergestellt werden, um bei den Schülern einen räumlichen Eindruck 
zu erwecken. Hier sind bei der Mehrzahl der Figuren alle Ebenen durch- 
sichtig behandelt, d. h. die verdeckt gelegenen Kauten etc. sind ebenso 
gezeichnet wie die vorn gelegenen; meiner Meinung nach erschwert dies 
den räumlichen Eindruck ganz erheblich. Besonders unangenehm aber berührt 
es, daß von dieser Methode an einzelnen Stellen abgewichen ist. So sind 
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gleich bei der ersten Figur die verdeckten Würfelkanten gestrichelt, die 
ebenso unsichtbaren Diagonalen und die Mittellinie dagegen sind ausgezogen 
gezeichnet; recht auffällig ist die verschiedene Art der Zeichnung bei den 
nebeneinander gelegenen Figuren 31 und 32. Auf eine gründliche Durch- 
arbeitung des figürlichen Teiles muß bei einer neuen Auflage besonders ge- 
achtet werden. 

Berlin. " P. Schafheitlix. 

W. Voigt. Thermodynamik. 2 Bände. 360 u. 370 S. Sammlung 
Schubert XXXIX u. XLVHI. Leipzig 1903 u. 1904, 6. J. Göschen. 

Das vortreffliche Werk bietet in klarer, mathematischer Form und in 
steter Anlehnung an die Resultate der experimentellen Forschung eine vor- 
zügliche Einführung in das weite Gebiet der Thermodynamik. Zuerst 
werden die allgemeinen Grundlagen sowohl der Mechanik wie der reinen 
Wärmelehre, auf denen sich die Thermodynamik aufbaut, in kurzer, präziser und 
höchst eleganter Form entwickelt. Sodann folgt die Thermodynamik für 
ideale Gase, wobei die Zustandsänderung sowohl als Funktion von Druck 
und Volumen, wie als Funktion von Entropie und Temperatur dargestellt und 
die Bedeutung beider Darstellungsarten klargelegt wird. Den Methoden zur 
experimentellen Bestimmung des Verhältnisses der spezifischen Wärmen, sowie 
den Anwendungen der für ideale Gase geltenden Gesetze auf kosmische 
Vorgänge ist je ein Abschnitt dieses Kapitels gewidmet, das Grundprinzip 
des Arbeits- und Kältemaschinen wird an dem Carnot sehen Kreisprozeß 
entwickelt Das dritte Kapitel „Thermodynamik für beliebige zweivariable 
Körper, insbesondere solche die unter allseitig gleichem Druck stehen" 
beschäftigt sich mit dem zweiten Hauptsatze und seinen Anwendungen auf 
die wirklichen Gase, wobei u. a. das Prinzip der Lindeschen Kältemaschine 
erläutert wird, auf Flüssigkeiten und feste Körper, die unter allseitig gleichem 
Druck stehen und auf zylindrische feste Körper unter einseitigem Zuge. 
Ferner wird die W. Thomson sehe absolute Temperaturskala besprochen. 
Das Schlußkapitel des ersten Bandes behandelt die Thermodynamik von 
Körpern, deren Zustand von beliebig vielen Variablen abhängig ist, mit An- 
wendungen auf die Theorie der Elektrizität. 

Der zweite Band zerfällt in zwei Teile: Thermo-chemische und Thermo- 
elektrische Umsetzungen. In dem ersten Teil werden vom Standpunkt der 
Phasenlehre aus die Vorgänge der Verdampfung und Kondensation, des 
Schmelzens und Erstarrens, der Mischung und Lösung, der allgemeinen 
chemischen Umsetzung, femer die Theorien der verdünnten Lösungen, der 
gewöhnlichen und der elektrolytischen Dissoziation thermodynamisch be- 
handelt, Es werden Anwendungen auf meteorologische Vorgänge und auf 
die Theorie der Dampf-Arbeits- und der Dampf-Kälte-Maschinen, sowie 
der Explosionsmaschim-n gemacht. Der zweite Teil beschäftigt sich zunächst 
mit der Elektrostatik, besonders der mechanischen Arbeit bei der Elektri- 
sierung und bei der Erregung eines Dielektrikums, der Pyro- und Piezoelek- 
trizität und den analogen magnetischen Vorgängen. Sodann folgt die Thermo- 
dynamik des Galvanismus, insbesondere die Theorie der Stromwärme, des 
Thomson- und Peltier-Effekts und der galvanischen Elemente. Das dritte 
und letzte, als Anhang bezeichnete Kapitel, beschäftigt sich mit der Thermo- 
dynamik der Wärmestrahl unp. Dieses, wie überhaupt der ganze letzte Teil, 
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etwas aphoristisch gehaltene Kapitel, in welchem auch die neueren Arbeiten 
über die Strahl ungsgesetze bis zum Jahre 1901 besprochen werden, enthält 
in seinem letzten Paragraphen einen interessanten Hinweis darauf, daß es 
nicht erlaubt ist, das Kirchhoffsche Gesetz auf eine einzige zirkular- 
polarisierte Schwingungsart allein anzuwenden, weil bei der Reflexion rechts 
zirkularpolarisiertes Licht in links zirkuläres umgewandelt wird. 

Schon aus dieser kurzen Übersicht ist wohl erkennbar, wie reich der 
Inhalt dieses Buches ist. In der Tat führt es den Leser tief in die Materie 
hinein und bietet durch die gleich liebevolle und vollendete Behandlung der 
mathematischen Analyse, wie der Darstellung der Experimente und der An- 
wendungen auf allgemein wissenschaftliche und technische Probleme eine zwar 
nicht immer leichte, aber stets anregende und abwechslungsreiche Belehrung. 

Breslau. E. Pringsheim. 



J. ('lassen. Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. 2 Bände, 

184 u. 2äl Seiten. Sammlung Schubert XLI u. XLII. Leipzig 1903 
u. 1904, G. J. "Göschen. 

Auf verschiedenen Wegen können wir die steilen Höhen der Faraday- 
Maxwellschen Theorie erklimmen. Wer vermöchte zu entscheiden, welcher 
von ihnen der beste ist, und ob überhaupt einer von ihnen der beste ist'? 
Das Urteil hängt von der Neigung und Begabung des Touristen und von 
der Tüchtigkeit und Geschicklichkeit des Führers ab. In jedem Falle müssen 
wir unserm Führer dankbar sein, wenn er mit sicheren Schritten voran- 
schreitet, die zum Ziel führende Richtung möglichst fest im Auge behält 
und uns auf dem Wege schöne und weite Blicke über das durchwanderte 
Gebiet gewährt. Und wir dürfen es ihm nicht allzu sehr verübeln, wenn 
er uns auch einmal über eine schwierige Stelle in kühnem Sprunge hinweg- 
trägt, selbst wenn wir nachher nicht recht begreifen, wie wir auf den neu- 
gewonnenen Standpunkt gekommen sind. In diesem Sinne wird jeder, der 
sich durch das vorliegende Buch in die Theorie der Elektrizität und des 
Magnetismus einführen läßt, dem Verfasser aufrichtigen Dank zollen. 

Das Buch ist nach einem wohl durchdachten Plane angelegt in dem 
ersichtlichen Bestreben, alle an die alte Fernwirkungstheorie erinnernden 
Rudimente abzustreifen. Zunächst wird eine kurze, vielleicht etwas zu 
abstrakte Übersicht über die Grundversuche der Elektrostatik gegeben, aus 
denen zwei einfache Methoden zur experimentellen Bestimmung der funda- 
mentalen Eigenschaften des elektrischen Feldes folgen. So werden die 
Begriffe der Niveauflächen, Induktionslinien und Induktionsröhren eingeführt 
und sodann aus der Analogie mit einer strömenden Flüssigkeit die mathe- 
matischen Grundgleichungen der Elektrostatik in physikalischer Anschau- 
lichkeit gewonnen. Die sehr bescheidene Anwendung einiger weniger Begriffe 
der Vektoranalysis wird selbst demjenigen das Verständnis erleichtern, dem 
diese Begriffe zum ersten Male entgegentreten sollten. Die zunächst hypo- 
thetisch eingeführte Zulässigkeit des hydrodynamischen Bildes wird durch 
den Vergleich der theoretisch gewonnenen Resultate mit der Erfahrung ge- 
stützt. Die so gefestigte Theorie findet dann auf die zuerst besprochenen 
Grundversuche und auf die wichtigsten elektrostatischen Meßmethoden und 
Apparate lohnende Anwendung. Ganz im Sinne der oben hervorgehobenen 
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Grundtendenz des Werkes wird das Coulombsche Gesetz nicht zur Begründung 
der Theorie herangezogen, sondern erst aus ihr entwickelt.- Dieser theo- 
retische Vorzug hätte sich aber auch wohl erreichen lassen, ohne daß es 
nötig gewesen wäre, bei der Grundlegung der Theorie statt der allgemein 
üblichen Coulombschen Methode zur Messung der elektrischen Kraft ein 
physikalisch sehr viel weniger anschauliches Verfahren zu Hilfe zu nehmen. 

Der 2. Teil des 1. Bandes gibt die Elektrokinetik und behandelt die 
Theorie der stationären elektrischen Ströme, die elektrochemischen Vorgänge 
und die Thermoelektrizität. Auch hier ist die Analogie mit der Flüssigkeits- 
strömung sehr anschaulich durchgeführt. 

Der 2. Band bringt die Darstellung des Magnetismus uud des Elektro- 
magnetismus. Wenn im allgemeinen auch diesem Bande die gleichen Vor- 
züge nachzurühmen sind, wie dem ersten, so ist doch die Darstellung der 
Grundbegriffe des Magnetismus nicht einwandfrei. Der Verf. macht zwar 
mit aller Schärfe darauf aufmerksam, daß es keinen wahren Magnetismus und 
keine magnetischen Leiter gibt, und daß daher ein fundamentaler Unter- 
schied zwischen der Elektrostatik und dem Magnetismus besteht, trotzdem 
aber führt er die magnetische Kraft und magnetische Induktion durch eine 
rein äußerliche Analogie mit den entsprechenden elektrischen Größen ein, 
und die physikalische Bedeutung dieser magnetischen Grundbegriffe gelangt 
nicht klar genug zur Anschauung. 

Sehr zu loben ist die große Sorgfalt, mit welcher der Verf. überall 
sich bemüht die Hypothesen klar als solche zu kennzeichnen und auf ihre 
Erweiterungsfähigkeit und Erweiterungsbedüri'tigkeit hinzuweisen. 

Breslau. E. Pringsheim. 

Irving Fisher. Kurze Einleitung in die Differential- und Integral- 
rechnung. Aus der 3. englischen Auflage übersetzt von N. Pinku*. 
IV, 72 S. Mit 11 Fig. gr. 8. Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 1,80 M. 
Der durch seine Arbeiten über Anwendungen der Mathematik auf die 
Nationalökonomie bekannte Verfasser hat in erster Linie für seine Zuhörer 
einen kurzen Leitfaden der Infinitesimalrechnung geschrieben, der auch weiteren 
Kreisen von Nichtmathcmatikern, die durch Beruf oder Neigung zur Be- 
schäftigung mit höherer Mathematik veranlaßt werden, empfohlen werden 
kann. Natürlich wird man an ein derartiges Buch nicht die Forderung 
großer Strenge stellen; es entspricht in diesem Punkte ungefähr den früher 
so beliebten Lehrbüchern von Lübsen. Dafür zeigt es aber die frische und 
stets auf anschauliches Erfassen gerichtete Form der Darstellung, die einen 
Vorzug der populären englischen Literatur bildet. Die Auswahl und Be- 
schränkung des Stofips ist im großen und ganzen zweckmäßig. Die etwas 
naive Bemerkung auf S. 61: „Abhandlungen über Integralrechnung pflegen 
sehr umfangreich zu sein*', kann entbehrt werden, ebenso wie der merk- 
würdige Satz: „Eine absolut vollständige Tafel von Integralen gibt es nicht, 
da sohr viele Integrale bis jetzt noch nicht aufgelöst worden sind". Statt 
dessen wäre wohl eine Darstellung der mechanischen Quadratur am Platze 
gewesen. Die Ubersetzung ist lesbar, wenn auch nicht frei von Anglizismen; 
auf jeden Fall aber hätten die englischen Maße, wie Fuß oder Meile, durch 
metrische Maße ersetzt werden sollen. 

Straßburg i. E. Paul Epstkix. 
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Robert Fricke. Hauptsätze der Differential- und Integralrechnung 
als Leitfaden zum Gebrauch bei Vorlesungen. 4. Auflage. VII, 
218 S. Braunschweig 1905, Vieweg und Sohn. 

Die dritte Auflage dieses bekannten trefflichen Buches ist in Bd. VI., 
S. 325 dieser Zeitschrift besprochen worden. Die neue Auflage unter- 
scheidet sich von der voraufgehenden nur durch eine größere Reihe stilis- 
tischer Änderungen und durch einige sachliche Umgestaltungen in der Erklärung 
von Begriffen und der Anlage von Beweisen. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 

Oskar Sehl ö m i Ich. Übungsbuch zum Studium der höheren Analysis. 

Fünfte Auflage, bearbeitet von Dr. E. Naetsch. Erster Teil: Auf- 
gaben aus der Differentialrechnung. VIII, 372 S. Mit 85 Fig. gr. 8°. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 8 Jt. 

Schlömilchs Übungsbuch, das sich gleich den anderen Lehrbüchern 
dieses Verfassers bei vielen Generationen von Studierenden einer großen 
Beliebtheit erfreute, hat in Herrn Naetsch einen sorgfältigen Herausgeber 
gefunden, der treu bemüht war, dem Werke seine Eigenart zu erhalten. 
Er hat deshalb weder im Stoff noch in der Anordnung wesentliche Ände- 
rungen vorgenommen und seine eignen Zusätze auf wenige Einschaltungen 
beschränkt, von denen nur eine über Transformationen in der Ebene einen 
größeren Umfang besitzt. Fast möchte man wünschen, er hätte sich etwas 
weniger Zurückhaltung auferlegt, denn nach meiner Auffassung liegt in der 
Neigung des Verfassers zu speziellen und oft abseits führenden, wenn auch 
fast immer interessanten Entwicklungen eine gewisse Gefahr für jüngere 
Studenten, für die es doch in erster Linie bestimmt ist. So könnte die 
Einleitung über Grenzwerte von Funktionen sehr stark gekürzt, das Kapitel 
über Reihen mit übersprungenen Tennen ganz weggelassen werden; dafür 
würde man gern eine weitergehende Berücksichtigung der Anwendungen in 
Tausch nehmen, denn obwohl § 62 die Überschrift trägt: „Geometrische 
und physikalische Aufguben", so findet man hier nur eine einzige sehr 
spezielle Aufgabe mit physikalischem Anstrich, nämlich über das Maximum 
der Flächenbeleuchtung, wenn die Lichtquelle sich auf einer vorgeschriebenen 
Bahn bewegt; sonstige Anwendungen, mit Ausnahme von geometrischen, 
sucht man im ganzen Buche vergebens. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 
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L Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 
A. Aufgaben und Lehrsätze. 

182. Welche Kurve wird durch die beiden Gleichungen dargestellt: 

x = Ar cos'w cos 2w y = 4r sin'w sin 2a? 

Welches ist die geometrische Bedeutung des Parameters a>? 
Speyer. . H. Wieleitner. 

183. a) Zwei Kreise mit den Mittelpunkten 0 und 0' haben, auf 00' 
gemessen, die Durchmesser AB=2B, A' B' = 2r; A'O sei gleich a. 
Man ziehe durch A' irgend einen Strahl, der die Kreise bez. in Q,Q' schneidet, 
und mache A'P^ A'Q — A'Q\ so beschreibt P im allgemeinen eine bizir- 
kulare Quartik mit Doppelpunkt in A'. Welche Beziehungen müssen zwischen 
R, r und a bestehen, damit die erzeugt« Kurve 1) eine Pascalsche Schnecke, 
2) eine Bemoullische Lemniskatc sei? 

b) Wenn sich die beiden Kroise in B (= B') berühren, so entsteht in A' 
offenbar eine Spitze (vgl. Aufgabe 154 in Bd. 10, 328). Man drücke die 
Fläche der so entstandenen Kurve durch J? und r aus und zwar 1) bei äußerer 
Berührung (birnförmiger Typus), 2) bei innerer Berührung (Kardioidentypus). 

Speyer. H. Wieleitner. 

184. Als Transversale eines Polardreieckes hat jede Tangente eines 
Kegelschnittes einen harmonisch zugeordneten Punkt. Wie lautet die Orts- 
gleichung dieses Punktes? Wie findet man in ihm die jedesmalige Tangente 
der zurückgelegten Kurve? 

Holzminden. G. Kober. 



185. Es sei OA=*OB und < AOB «=-90°. Betrachtet man alle 
durch B laufenden Hyperbeln, die OA in 0 berühren und die Eigenschaft 
haben, daß eine ihrer Asymptoten durch A geht, so schneidet jede den 
Umkreis des Dreiecks AOB außer in 0 und B noch in zwei Punkten U 
und V. Es soll rein geometrisch bewiesen werden, daß die durch 0 zu 
den Asymptoten gezogenen Parallelen die Gerade U V stets in zwei Punkten 
treffen, die auf dem Kreise über dem Durchmesser OA liegen. Dieser Kreis 
ist also der geometrische Ort für die Schnittpunkte sämtlicher Geraden UV 
mit den durch 0 zu den Asymptoten der Hyperbelschar gezogenen Parallelen. 

Breslau. 0. Gutsche. 
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B. Lögangren. 

Zu 157 (Bd. X, S. 328) (0. Meißner). — Man trägt auf den Seiten 
des Dreieckes ABC von A aus auf AB bis Z>, Ton B aus auf BC bis E y 
von C aus auf CA bis F die gleiche Strecke p ab; wie ist p zu wählen, 
damit A DEF — }A^ßC wird? 

Erste Lösung. — Wenn ADEF = \AABC iat, so ist auch 
AADF -f A ß£D + ACFE — J AABC. 

Nun ist 

AADF~ |p(6 — p) sin «, AABC = } 6c sin a, 
ABED « jp(c — p) sin 0 =« jp (c — p) £ sin « , 

ACFE=* \p((i— p) sin y = yp(a — p) j sin o. 
Also ist p zu bestimmen aus der Gleichung 

j J» ( & — J») sin a + | p (c — p) sin « -f \ p (a — p) %in a =- { bc sin o, 
woraus ap(6 — p) + 6p (r — p) + cp(a — p) = \abc, 

(<i+6+c) p* — (ab -f 6c + ca)p + -J a6c ==■ 0, 

«6 + 6c + co ± y^d^+^T« 1 « 5 

Es existieren also zwei Werte für die Strecke p. 

Berlin. stud. math. Alfred Baruch. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn stud. math. Werner Gaedeckb 
(Berlin) eingelaufen 

Zweite Lösung. — Wie ist p zu wählen, damit JDEF= 1 4 ABC? 

— Nach dem bekannten Satze, daß die Flächeninhalte zweier Dreiecke mit 
einem gemeinschaftlichen Winkel sich wie die Produkte der diesen Winkel 
bildenden Seiten verhalten, ergibt sich aus der Gleichung: 

JADFJB KD J CEE 1 
4 ABC + 4 ABC + JABC" n 

die folgende: 

P { b - p) , p (c — p) , p(o — p) — »— 1 
6c ' ca a6 n ' 

folgt: 



_ _ ( 6 c-fca +a^nf V(6»c» + -f- «'6') «' -2»(«-2 afcc(a+H c) 
J; ~ 2n(a -f 6 + c) 

Der größte Wert, den n annehmen kann, ist: 

4 abc(a -f- 6 -j- c) 



2a6c(« + 6 + c) — (Pc» + C , « I -f «"©V 

in diesem Falle ist : . , , , 

oc -f- cn -f- ao 

* = »(<• + b + e) 
und das eingeschriebene Dreieck ist am kleinsten. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 
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Eine Lösung, die im wesentlichen mit der Lösung des Herrn Baruch 
übereinstimmt, ist noch von Herrn W. Stegemann (Prenzlau) eingelaufen, 
der für » = 2 den Abschnitt p in die Form bringt 

4 / 1 1 1 Yb'c 1 -f c t n , -\-a"b*\ 

P ~ o + fc -f c Wn « + siu 0 + sin y ± 2J /' 

wo c, ß, y die Dreieckswinkel l)edeuten, und dann fortfährt: „Bezeichnet mau 
mit q den Inkreisradius und mit w den Brocardschen Winkel des Dreiecks 
ABC, so ist 

J = 9 und y»^'+ c, «'+« i fr 8 _ 1 . 



« -f 6 -f c 2 2J sino' 

also erhält man 



2 Uin 



sxn |i sin y ~ sin m f 



Nimmt man bei dem letzten Gliede in der Klammer das negative Vor- 
zeichen, so erhält man immer einen brauchbaren Wert von p. Nimmt man 
aber das positive Vorzeichen, so wird, wenn c die kleinste Dreiecksseite ist, 

p — c für c = y^ab; dann fällt Punkt D mit B zusammen. Für c > y\ab 

wird p < c, und für c < V\ab wird p > c. Dieser letzte Wert ist 
unbrauchbar; das positive Vorzeichen ist also nur dann anwendbar, wenn 
c ^ Vlab ist." 

Ahnliche Lösungen von den Herren C. Hoffmann (Schorndorf, Württem- 
berg), H. Egerer (Frankfurt a. M.) und Herrn stud. math. A. Wieferich 
(Münster i. W.). Red. 

Zu 158 (Bd. X, 328) (0. Meißner). — Auf den Seiten des Drei- 
ecks ABC sollen drei Punkte A, B, T so bestimmt werden, daß durch die 
Linien AB, Ar, BT das Dreieck ABC in vier inhaltsgleiche Dreiecke 
zerfällt. — 

Bezeichnen a, b, c, a, ß, y die Seiten und Winkel des Dreiecks ABC, 
a\ b', c die Strecken AT, BA, CB, so wird verlangt 

AAVB = A BAT= A CBA - J AABC. 

Nu:i ist aber 

AArB = \c(h - b') sin a, ABAF= \ a' (c - c) sin ß, 
A CBA =• \ b\a — «') sin y, 
AABC =-= ~bc sin u — 1 ca sin ß = \ ab sin y. 

Demnach besteben die Beziehungen 

l c' (b — b') sin « = ^ 6r sin « , 
ja' (c — c') sin ß — j ca sin /j , 
I 6'(a — a') sin y = ' ab sin y 

oder 

- &') - 0 '( c _ c ') = i c «, &'(„ - a') - Aaft, 
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woraus sich ergeben 



a = 2' 



1 ~ 2' 



c 

— ■ 

2 



Die Punkte A y B, F sind also die Mitten von BC, CA, AB. 

Berlin. stud. math. Alfred Barlch. 

Eine ähnliche Lösung noch von den Herren stud. math. A. Wieferich 
(Münster i. W.) und W. Gaedecke. Ked. 



Zu 162 (Bd. XL 129) (P. Schafheitlin). Steht in einem gewöhn- 
lichen oder überschlagenen Trapeze der eine Schenkel auf den Grundseiten 
senkrecht, und beschreibt man um beide Schenkel als Durchmesser Kreise, 
so bilden ihre zwei Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln wieder ein 
Trapez, in dem der eine Schenkel auf den Grundseiten senkrecht steht. — 
Erste Lösung: Ich fasse den Satz all- 
gemeiner: Beschreibt man in einem beliebigen 
Trapez AB CD um beide Schenkel als 
Durchmesser Kreise, so bilden ihre zwei 
Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln 
wieder ein Trapez EEG II, dessen Winkel 
mit den Winkeln des ursprünglichen Trapezes 
gleich sind, so daß (s. Fig.) 

<t ,4 = < E. <£B = F, 

*£C=<:G, <!) = <//. 

Bett eis: Man fallt von der Mitte jedes 
Trapezschenkels ein Lot auf den andern Schen- 
kel und zwar MM'±BC und NN'±AD. 
Da sich diese Lote wie die Trapezschenkel 




diese aber wie die 
MH.NG oder 



verhalten , 

Kreisradien, so hat man die Proportion MM' : NN' — 

MM NN' 
M II ~ N G ' 

Daher ist MHM' — NGN', das Viereck MNHG ist also ein Sehnen- 
viereck; aus analogen Gründen ist auch das Viereck MNEF ein Sehnen- 
viereck. Es ist daher < FEN - « — «fc FMN - «fc G MN = <$rDAB 
oder A = <C E, und ebenso bei den übrigen Winkeln. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 

Zweite Lösung: Ist in der Ebene eines Kreises auf einer Sekante, deren 
Schnittpunkte £ und F sind, AB die Projektion eines Durchmessers DC und 
HG auf diesem die Projektion der Sehne EF, so soll HG Sehne desjenigen 
Kreises sein, dessen Durchmesser A B ist. Um dieses zu beweisen, verbinde man 
nicht nur die Punkte .4 und B mit II und G, sondern auch D und C mit 
E und F- dann läßt sich leicht zeigen, daß AHB — DEC und 
^CAGB — ^CDFC ist. Denn sowohl EH als auch FG teilt das Trapez 
AB CD in Kreisvierecke; infolge dessen ist das eine Mal <^ EAH = <C EDH 
und EBH = ECH, das andere Mal FAG =* FDG und 
< FÄG = FCG, mithin auch %A HH - £ DEC und £ J <? B - £ DFG 
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Im Fall des überschlagen en Trapezes ist jedesmal eines der beiden 
Kreisvierecke, deren Gegenwinkel die benutzten Winkel sind, nicht über- 
schlagen; der eine dieser beiden Winkel ist also dann durch seinen Neben- 
winkel zu ersetzen. 

Holzminden. G. Kober. 

Eine ähnliche Lösung noch von Herrn Köstlin. Red. 

Dritte Lösung: In dem gegebenen Trapeze AB CD sei M die Mitte 
von AB, N die Mitte von CD, und man setze MA = r,, ND =- r r 

Man ziehe die Gerade MX, falle von D aus auf M X das Lot DJ, 
von 31 aus auf CD das Lot MO, von E aus auf MO das Lot EP. Dann 
folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke XDJ und NMO 

M 0 : MX - JD : ND = MA : ND - r, : > 

MO ist die Entfernung der Sehne GH des Kreises (M, r,) vom Mittel- 
punkte M und MA' die Entfernung der Sehne EF des Kreises (X, r g ) 
vom Mittelpunkte X Da sich diese Entfernungen wie die Radien verhalten, 
so haben die genannten Sehnen in den Kreisen ähnliche Lage und verhalten 
sich ebenfalls wie die Radien; dasselbe gilt von den halben Sehnen, und es 
verhält sich demnach 

HO : EM = r, : r r 

Ferner folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke DNJ und EMP 

EP: EM = JD : ND = r, : r,, 

und aus beiden Proportionen ergibt sich HO = EP. Nun sind nach Kon- 
struktion die Winkel HOP und EPO rechte Winkel, mithin ist Viereck 
EPOH ein Rechteck und HE _L GH. In gleicher Weise läßt sich zeigen, 
daß auch G F JL G H, und damit ist der verlangte Beweis gegeben. 

Prenzlau. W. Steuemann. 



Zu 165 (Bd. XI, S. 129) (F. Schlegel). — Der Satz „Alle Ebenen, 
die aus zwei festen Kugeln Kreise von gleichem Radius ausschneiden, um- 
hüllen ein Rotationsparaboloid , das die Potenzebenen der beiden Kugeln 
zur Scheiteltangentialebene und die Mitte der Zentrale zum Hauptbrennpunkt 
hat" ist eine Folgerung aus dem Satze der Aufgabe No. 145 ( Beweis S. 149), 
der da besagt, daß eine Gerade <j, die aus zwei festen Kreisen Sehnen von 
gleicher Länge ausschneidet, diejenige Parabel P umhüllt, deren Scheitel- 
tangente die Potenzlinie der beiden Kreise und deren Brennpunkt die Mitte 
der Zentrale ist. Läßt man nämlich diese ganze Figur um die Zentrale 
rotieren, so beschreiben die Kreise die beiden festen Kugeln Und jede Gerade 
g einen Rotationskegel. Alle Tangentialebenen eines jeden dieser Rotations- 
kegel schneiden aus den beiden Kugeln Kreise von gleichem Radius aus 
und berühren zugleich das durch die Parabel P erzeugte Rotationsparaboloid, 
das mit dem im obigen Satze bezeichneten Rotationsparaboloid identisch ist. 

Prenzlau. W. Steuemann. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn C. Hoff mann in Schorndorf 
(Württemberg) eingesandt. Red. 
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Zu 166 (Bd. XI, S. 130) (0. Meissner). — Gegeben ist eine reguläre 
Astroide mit dem Parameter a. Die auf den positiven Halbachsen liegenden 
Spitzen seien A und B. Um den Punkt P (x — y — a) ist mit dem Radius 
a derjenige Viertelkreis beschrieben, dessen Endpunkte A und B sind. Ge- 
sucht wird die Maximalentfernung zwischen dem Krtisbog^} AB und dem 
Astroulmbogeti AB. 

Erste Lösung. — Zieht man von P aus einen Strahl, der den Kreis- 
bogen in Q v den Astroidenbogen in Q t trifft, so kann man die Strecke Q x Q t 
als die Entfernung der beiden Kurvenbogen für den Kreispunkt Q t bezeichnen. 
Es ist unmittelbar ersichtlich, daß bei dieser Definition das Maximum der 
Entfernung eintritt, wenn der von P ausgehende Strahl durch 0 geht. Trifft 
PO den Kreis in Q[, die Astroide in Q^, so ist die Strecke Q^Q'^ oder 
± 0Q' t !f 0Q[ die gesuchte Maximalentfernung. Setzt man x = y in der 

Astroidengleichung x* -f yl = a$, so ergibt sich x*=i/ = -\aY'2; mithin ist 

OQ t -VxMV - i« Ferner ist OQ[ =- PO ^ PQ[ - « (]/2 ^ l). Also 

, , | in (3 — 2l/2)~ 0,086a 
ist die gesuchte Maximalentfernung Q t Q t = , \- x 

la(y2 -f i)~ 1,914a. 

Prenzlau. W. Stegemann. 

Eine ahnliche Lösung ist noch von Herrn stud. math. J. Krug (Aussig) 
eingetroffen. Red. 

Zweite Lösung. — Die Gleichung der Astroide x* 4*3^ — fl ' lautet in 
Polarkoordinaten: . 

ri- 



cob J 9 + ein $ q> 

Aus den Svmmetrieverhältnis.sen folgt, daß die größte Entfernung zwischen 
Kreisbogen und Astroidenbogen für tp «= 45° eintritt, es ist dann cos<p =- 

sin <p — \ Y*2, folglich :r — |. Für den entsprechenden Kreispunkt ist : r, = «(VS q: 1 ), 

folglich ist die Entfernung beider Punkte fr^r, =(; 1 '"!" 1 2 ) a ~°i 0858a 

l(l 2-|-0,5)a~l,914a 

Den Wert r » - für die Astroide kann man auch sofort angeben, wenn man 

sich auf die Erzeugung der Kurve als Envoloppe der Strecke a zwischen 
den Koordinatenaxen beruft. 

Schorndorf (Württemberg). C. Hoffmann. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn H. Wielei tn er (Speyer) 
eingelaufen. Red. 



Zu 169 (Bd. XI, S. 131) (J. Krug). — Es ist ein beliebiger Kegel- 
schnitt mit dem Halbparameter p und der numerischen Exzentrizität 1 ge- 
geben. Für den Scheitel S ist der Oskulationskreis konstruiert, dessen 
Radius />, dessen Mittelpunkt 0 ist, und der von der Hauptachse des 
Kegelschnittes zum zweiten Male in C getroffen wird. Von dem beliebigen 
Kegelschnittspunkte Q aus sind diejenigen beiden Kegelschnittssehnen QP 
und QU gezeichnet, die zugleich Tangenten des Kreises 0 sind und diesen 
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in A und B berühren. Zu beweisen ist, daß zwischen den Tangenten- 
abschnitten QA = QB — /<,, PA ÄJS — </, die Gleichung 

t 'o 1 r ~ P 

besteht. 

Man nehme 0 als Anfangspunkt und OC als positive x -Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems. Dann ist die Gleichung des Kegelschnitts 

(I) (1 - * s ) x s - 2* V + ? — (1 + « 8 ) i> 8 - 0. 

Es werde zunächst vorausgesetzt, daß A und B auf verschiedenen Seiten 
der x -Achse liegen, und man setze COA = qp. (707? = Dann 
ist die Gleichung der Tangente @P 

(II) x cos <p -j- # sin <p — ^< = 0 
und die der Tangente Ö7J 

(III) x cos i|» — ff sin i// — ;> = 0. 

Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes A mit x a , y a und die Koor- 
dinaten der andern Punkte entsprechend, so ist 

x a =pcos<p, y, t = ]> sin?; 
i b = iJ cos i^, , Jb - — p sin if/. 
Ferner erhält man durch Verbindung der Gleichungen (II) und (DU) mit (I) 

cos<f -|- f sing? sin tp — «(1 -f cosqr i 

x v - *> ~ 1 — «in» ' ~ 11 1 - esin«p ; 
co9(f — tsinqp sinqp -f- «(1 + cosqi j 

= P 1 -f * sin tf 1 y P * l + fsing> ' 

cos* -j- f sin u» sin* — e(l 4- cos*) 

*v ™ * ""i*~T«rin"iF"' *» "" * f- «sin* ' 

cos* — «sin* sin ti- 4- *(l 4" C 08 ^) 

*r - P 1-l-fiin* 1 »r - — J» " nr+Tsin^ * 

Durch Gleichsetzung der beiden für x gefundenen Werte ergibt sich die 
/.wischen den Größen f, q>, tf> bestehende Beziehung 

com qp 4 * ß i n V cos $ -f- tsin* 
1 — f sin (p 1 — t sin ii» ' 

woraus man findet j 

8 in- 2 (qp + V) 



cos - «p -f V») 4- eoi|{qp — 9) 

oder 

(IV) *«-%J*+tgJ* 
Man erhält weiter 

< i>< v/71 .» , / :j t(l-(-cosff i 

i, - im - - XJ » + (^ - 9a y _ p j ^ * , 



(V) 



1 -f f sinti» ' 

<, - <m - ytv- + ««, - ,.)•- - p 
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folgt 



1 1 28iny 2 1 1 1 2sint^_ 2 1 

PA QA~ p(l + co*<p) j» RB QB~ p{l+co*v)- p 1 * 2*' 

1 1 1 1 2 /, 1 . 1 \ 

P ^A ~ Q~A + R B ~ QB " p V* 2 * + ** 2 V ' 

also mit Rücksicht auf (IV) 

L _ 2 + J . *« 

. 'i- «« 

w. z. b. w. 



die Punkte A und 5 auf derselben Seite der Abszissenachse, so 
ist einer der Winkel tp und i/; als negativ anzusehen; im übrigen bleiben 
die Torstehenden Entwickelungen ungeändert 

Aus den Gleichungen (V) ist ersichtlich, daß die Tangentenabschnitte 
t r und t R niemals unendlich oder negativ werden können. Dasselbe gilt 

auch für t Q , wenn • < 1, der Kegelschnitt also eine Ellipse ist. Ist t = l, 

d. h. der Kegelschnitt eine Parabel, so wird t^ unendlich in dem einen Falle 

9 = «= 90°; AOB ist dann eine Gerade, die zur Achse senkrecht ist, 

und es ist t p — t R — * p. Für e > 1 , d. h. wenn der Kegelschnitt eine 

Hyperbel ist, wird tq unendlich in den beiden Fällen sin (p = sin — \ 

Dann sind <p und Supplementwinkel, und AOB ist eine Gerade, die zu 

einer der beiden Asymptoten senkrecht ist. Wenn sin <p > — ist, so ist 

1 f 
auch sin t/> > ^ und <p + > 180°; dann liegt Punkt Q auf dem andern 

Hyperbelast, und t q wird negativ. 

Prenzlau. W. Stegemann. 

Zusatz des Aufgabestellers: Nimmt man am Kegelschnitt mehrere 
Punkte e 0 , Q t , Q t , . . . so an, daß die Sehnen Q 0 Q V Q X Q» Q t Q s , . . . 
den Oskulationskreis 0 berühren, und ist allgemein t t die Länge des Tan- 
gentenabschnittes von Q t bis zum Berührungspunkt am Kreise, so ist also: 

12 1 = 4t 12 1 = 4* 

*. i>' h p 

und durch Subtraktion 1331 

allgemein gilt für alle ganzen n > 2: 

i-QI + QI-... ± Qi-o. 

Aussig, 2. Dezember 1906. stud. math. J. Krco. 



Zu 171 (Bd. XI, S. 131) (H. Wieleitner). — Ein Rotationskcgel und 
eine gewöhnliche Sclirauben fläche, deren AeJise mit der Kegelachse zusammen- 
fällt, schneiden einander in einer gewissen Raumkurve; es soll bestimmt werden, 
welche Gestalt die Kurve bei Abwickelung des Kegels in eine Ebene annimmt. 

ArchlT der M»tb*m*tik und Physik. III Reit». XIL 13 
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Erste Lösung. — Die Kegelgleichung in Zylinderkoordinaten lautet: 
r = rtgtt, wo et der halbe Öffnungswinkel des Kegels ist, die Schrauben- 
fläche hat die Gleichung: z — atp. Beide Gleichungen zusammen geben die 
Schnittkurve. Die Elimination von z gibt die Projektion auf eine zur 
z- Achse senkrechte Ebene: r = atga<p, also eine Archimedische Spirale. 
Um die Abwickelung zu erhalten, sei P ein Punkt der Kurve, dann ist, 
wenn 0 die Spitze des Kegels bedeutet: 

v Bin a ' 

ferner ist: AP = rqp, wenn AP der Bogen des Parallelkreises durch P im 
Winkelraum tp ist. Für die Abwickelung nimmt man 0 als Anfangspunkt, 
OA als Achse eines Polarkoordinatensystems p, a ; dann ist: 

A AP rqp r atgatp a 

9 — — - = sin a • <p , p = = . = • cp. 

p q ^' v aina sin er Cosa ^ 

Die Elimination von <p ergibt endlich als Gleichung zwischen p und 9: 

v aina cos a sin 2 a ' 

die Abwickelung ist also ebenfalls eine Archimedische Spirale. 

Das Resultat zeigt eine bemerkenswerte Übereinstimmung mit dem Fall 
der zylindrokonischen Helix, die man als Schnitt mit einem Zylinder erhält, 
dessen Basis eine logarithmische Spirale ist und deren Abwickelung wieder 
eine logarithmische Spirale ist. (E. Pascal, Repertorium der höheren 
Mathematik, Bd. H, Leipzig 1902, S. 553. — Ausführl. Literaturangaben 
bei G. Scheffers, Enz. math. Wiss. Bd. III 3, S. 251/2). 

Schorndorf (Württemberg). C. Hoffmann. 

Eine ähnliche Lösung hat Herr W. Stegemann (Prenzlau) geliefert. 

Red. 

Zweite Lösung. — Take the Z-axis for the common axis of cone and 
helicoidal surface; let the vertex of the cone be at the origin, and the half 
angle at the vertex be o. Then, using the cylindrical (semi-polar) coordinates 
p and 0 as parameters, the cone is given by 

x = pcos0, y = psin0, * = pcota, 

and the helicoidal surface by 

x = pcos0, y = psin0, z = %d. 

Where these surfaces intersect 

(1) x0 = p cot a, 

which defines a spiral of Archimedes in the XY- plane. 

Now introduce as parameters the radius-vector r = p cosec a , and tho 
angle g>, swept out on the slant-surface of the cone by the radius vector, 
and reckoned from the element along which the cone is to be slit. 

d<p — sinadÖ or tp =■ C + 0 sin a. 

The slant-surface may be coneeived as consisting of a sector of unlimited 
angle wrapped around itself. 
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Substituting tp and r for 0 and g in (1) we get 

sina^ — ^) ~ r COSa ' which is again 

a spiral of Archimedes when the cone i8 spread out. If we consider the 
cone as consisting of merely a Single sheet not wrapped around itself, we 
shall have, on spreading it out, a sector of angle 2:t sin a crossed by a set 
of spirals of Archimedes with poles at the centre, and cut by any radius- 
vector in points, each of which is separated from its neighbour by a distance 

. The radius-vector of any curve at the initial radius of the sector is 

CO 8 tt * 

equal to the radius vector of the curve immediately within at the ter- 
minal radius of the sector. 

Washington. W. D. Lambert. 



2. Anfragen and Antworten. 

Zu 19 (Bd. VIII, S. 268; Bd. IX, S. 98) (0. Gutsche). — Collignon 
hat 1891 folgenden Satz bewiesen: Wenn man über den Seiten eines Vier- 
ecks, dessen Diagonalen gleich lang sind und auf einander senkrecht stehen, 
nach außen Quadrate konstruiert, so bilden ihre Mitten die Ecken eines 
Vierecks derselben Art; die Ecken beider Vierecke haben denselben Schwer- 
punkt. 

Ich habe durch einfache elementar-geometrische Betrachtungen gefunden, 
daß auch die Flächen beider Vierecke denselben Schwerpunkt haben. Ist 
diese Erweiterung des Collignonschen Satzes und ein rein geometrischer, 
von Rechnung freier Beweis dafür schon bekannt? — 

Etwas Literatur und einige Beweisführungen von besonderem Charakter 
mögen wohl hier am Orte sein. 

1. Die ersten Kenntnisse über Zusammensetzung von Kräften finden 
oft Anwendung in der neueren Geometrie und liefern gleichsam anschauliche 
Beweise. Ich stelle hier mehrere Sätze zusammen, welche häufig gebraucht 
werden. 

a) Größe und Richtung der Schlußlinie eines Linienzuges 
sind unabhängig von der Reihenfolge der Komponenten. 

b) Sind zwei in derselben Ebene gelegene Linienzüge so be- 
schaffen, daß ihre Komponenten zu je zweien gleich und zu 
einander senkrecht sind, so sind auch ihre Schlußlinien gleich 
und zueinander senkrecht. 

Es versteht sich von selbst, daß die rechten Winkel zwischen ent- 
sprechenden Komponenten gleichen Sinnes sein müssen. 

Voriger Satz kann verallgemeinert werden, indem man ein konstantes 
Verhältnis und einen konstanten Winkel zwischen zwei entsprechenden Kom- 
ponenten voraussetzt. 

c) Die bekannte Konstruktion des Schwerpunktes 1 ) gibt unmittelbar 
folgenden Satz: 

1) Zur größeren Einfachheit spreche ich nur vom Schwerpunkte von Punkten 
gleicher Gewichte, obschon man die Sätze c) und d) auch auf ungleiche Gewichte 
ausdehnen kann. 

18* 
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Ist S der Schwerpunkt der Punkte A v A^ . . . A n , und verschiebt 
man den Punkt A H nach B ni so erleidet S eine zu der Geraden 

A n B n parallele Verschiebung, welche gleich —- - ist. 

ww 

d) Wiederholte Anwendung dieses Satzes tührt zum folgenden Theorem: 
Vorgelegt sind zwei Systeme von n Punkten (A^A^ . . . A^), 

{B l B i . . . 2? M ). Dann geht man vom Schwerpunkte 5 des ersten 
zum Schwerpunkte S' des andern über vermittels eines Linien- 
zuges SC l C i . . . C n _ l S\ dessen Komponenten äquipollent 1 ) sind 

zu 1 A.B., 1 IL • • 1 A n B m . 
n ll 'n » »' ' n " " 

e) Zwei Punktsysteme {A l A t . . . A n ), (B l B 1 . . . B n ) haben einen 
gemeinsamen Schwerpunkt, wenn die Verbindungsgeraden A X B V 
A t B t , . . . A n B n äquipollent zu den Seiten eines geschlossenen 
Linienzuges sind. 

Die Umkehrung lautet: Wenn zwei Punktsysteme (A l A t . . . A n ), 
(B 1 B t ... B n ) denselben Schwerpunkt haben, so sind die Strecken A l B l , 
A % B % , ... A H B H äquipollent zu den Komponenten eines geschlossenen Linien- 



f) Teilt man die Seiten A 1 A S , A^A S , . . ., A n _ 1 A n , A n A x eines 
Vielecks nach demselben Verhältnisse, so fällt der Schwerpunkt 
der Teilpunkte mit dem Schwerpunkt der Ecken zusammen. 

Diesen Satz, für das Dreieck, findet man schon in den Coli. math. von 
Pappus. 

g) Errichtet man über den Seiten eines ebenen Vielecks 
A l A i ...A n ähnliche und gleichwendige Dreiecke A 1 A i B l , A i A i B i , 
. . . A n _ l A n B H _ v A n A l B H , so haben die Spitzen B v B y . . . B n den- 
selben Schwerpunkt wie die Ecken des ursprünglichen Vielecks. 

Die Sätze f) und g) folgen unmittelbar aus e). Sie sind zuerst von 
Laisant') mit Hilfe der Äquipollenzenlehre aufgestellt worden. Ich habe 
sie auch ausgesprochen in der NouveUc Corrcspondancf mathematiquc, Bd. VI 
(1880), S. 474, ohne Laisants Untersuchungen zu kennen. 

2. Über den Seiten eines beliebigen Dreiecks ABC mit den Seiten- 
mitten M a , M h , M e errichtet man nach außen die Quadrate BCC s B ly CAA^C^ 
ABB i A l mit den Mittelpunkten J a , 7 6 , l c . Diese Figur ist eine der 
interessantesten der Dreieckslehre. 

Nach dem Satze g) haben die Dreiecke A 1 B 1 C V A^B^C^, J a I b I e den- 
selben Schwerpunkt wie ABC. 

Die Komponenten der beiden Linienzüge A3f b M a I a , I b M b M e I c sind 
zu je zwei gleich und zueinander senkrecht; mithin sind auch die Schluß- 
linien AI a , I b I e gleich und rechtwinklig. Nennt man Pseudoqundrat ein 
Viereck, dessen Diagonalen gleich und rechtwinklig sind, so bietet die Figur 
drei Pseudoquadrate T a I b AI c , I b I a BI c , IJ c I b C}) 

1) Äquipollent ist synonym mit (jleich, parallel und von demselben Sinne. 
Zwei äquipollente Strecken haben dieselbe Bedeutung wie zwei gleiche Vektoren. 

2) A FA S, Havre, 1877, S. 142—154. A FA S ist die gebräuchliche Abkürzung 
für Association francaise pour l'arancentent des Sciences. Diese Vereinigung hält 
jedes Jahr eine Zusammenkunft in einer oder anderen Stadt Frankreichs und ver- 
öffentlicht ein Jahrbuch 

3) Diese Eigenschaft findet man (mit vielen anderen) in: AFAS, 1877, S. 190 
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Die Linienzüge I c M c M a , M a M b I b sind auch aus gleichen und zu- 
einander senkrechten Komponenten zusammengesetzt; hieraus folgt, daß die 
Seitenmitten des Dreiecks ABC die Mittelpunkte der nach innen auf den 
Seiten des Dreiecks I a I b I e errichteten Quadrate sind. 

Aus diesen Sätzen schließt man zwei Lösungen der Aufgabe, das 
Dreieck ABC aus dem Dreiecke I a I b I e geometrisch abzuleiten. Eine al- 
gebraische Lösung findet man in der erwähnten Abhandlung des Herrn 
Collignon. 

Die Vierecke A BC s C x ,BCA t A xx CAB i B x sind ebenfalls Pseudoquadrate. 

3. Betrachten wir jetzt ein beliebiges ebenes Viereck A l A 1 A s A l . Die 
Mitten der Seiten A x A f , A t A a , A S A V A A A X sollen B v B t , 2?,, B A heißen. 
Über diesen Seiten errichte man nach außen vier Quadrate mit den Zentren 
E x , Ei, E ix E A und nach innen vier Quadrate mit den Zentren I x , 7„ J„ J A . 
Die Diagonalen A X A $ , A t A A schneiden sich in K, und ihre Mitten werden 
mit Af, N bezeichnet. 

Wendet man den Satz b) auf die Linienzüge E l B l MB l E i , E i B t MB A E A 
an, so findet man, daß die Mittelpunkte der äußeren Quadrate die Ecken 
eines Pseudoquadrates sind. 1 ) Gleiches gilt für das Viereck I X J S I S I A . 

Nach Satz g) haben die Punktsysteme A x A i A i A v E l E l E t E v l x I i I i I A 
denselben Schwerpunkt S. 

4. Das ursprüngliche Viereck sei jetzt ein Pseudoquadrat. Dann ist 
KA J E x A i ein Kreisviereck und wegen E X A X = E x A t ist die Gerade KE X 
die Halbierende des Winkels A x KA r Man sieht sofort, daß die Diagonalen 
E x E i , E t E A des Viereckes E x E t E 3 E A mit den Halbierenden der Diagonal- 
winkel des Viereckes A x A t A 3 A A zusammenfallen.*) 

Nach einem Satze von 8 toll 3 ) liegen der Diagonalenschnitt K des 
Vierecks, der Schwerpunkt S der Ecken und der Schwerpunkt 8 X der 
Fläche des Vierecks in einer Geraden, und KS — 3SS X . Da die Punkte K 
und 8 dieselben sind in den beiden Pseudoquadraten A [ A i A s A A , E x E i E i E A , 
haben auch die Flächen dieser Vierecke denselben Schwerpunkt (Gutsche). 

Es drängt sich hier die Frage auf, ob dieser Satz auch für andere 
Vierecke A x A\A i A A gültig ist. Ich will also untersuchen, wann die Ge- 
rade E l E i durch den Punkt K geht. Zu diesem Zwecke nenne ich a Xx er, 
a s , a A die Winkel KA x A tt KA t A x , KA S A A , KA A A S . Die Abstände der 
Punkte E x , E % von den Diagonalen A X A 3 , A t A A haben die Werte: 

£^ l rin(a l + 45°), E l A t nn(* t + 45°), i^ a sin( «,-f- 45°), £^ 4 sin (a, + 45°); 

(Laisant); Nouvelle Correspondance mathematiquz , 1878, S. 40 H Van Aubel), 
und S. 143 (J. Neuberg); AFAS, 1891, S. 138 ^Collignon), und 1893, S. 26 
(J. Neuberg). 

1) Laisant und H. Van Aubel, loc. cit. 

2) Collignon, loc cit. 

3) Bier ein einfacher Beweis des S toi Ischen Satzes; ist er neu? Ich nenne 
8/1« 8 /it 3 f»> 3 fy ^EdiQ Flächen der Dreiecke KA X A+, KA % A t , KA^A A , KA A A X 
und des Vierecks A x A t A t A t . Das Gewicht der Fläche KA x A t kann man er- 
setzen durch drei Gewichte f x , in Ä', A x , A^ angebracht. Fährt man so fort, so 
bekommt man in K das Gewicht F, und in den Ecken A x , A., A t , A t bezüglich 
die Gewichte L+f x ,f x +ft,f s +f % , f%+f A - E « seien M\ N' die zu A' sym- 
metrischen Punkte in bezug auf M, N. Da 

fl+J* _ ±Ä 

f % + U KA % ~MA X ' 



1 
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das Verhältnis der beiden ersten muß gleich dem Verhältnisse der beiden letzten 
sein, und somit 

sin Ca, + 45**) _ sin («, + 45°* 
sin (a, + 4ö^> sin (a 4 -f" 4&°) 

Hieraus folgert man 

sin (q t + 45 °) + gip («» + 4 5 °) _ «in (<*„ + 45°) + sin (g 4 + 46°) 
sin («, -f 45") - sin («, + 45») ™ s^aT+^ö 0 ) -~sin~(a7 + 46°) 

oder einfacher 

tang ^ f«, + « B + 90^) _ tang \Ja t +_ « 4 + 90«) _ 
tang ^ (a, - «,) tang \ (or, - a 4 ) 

Beachtet man, daß « x + er, = or, + « 4 und behält nur die annehmbaren 
Lösungen zurück, so kann man setzen 

*g i («i + «» + 90°) - <*> , oder «, - a ä - rr s - « 4 . 

Die erst« Lösung gibt ein orthodiagonales Viereck, wie auch sofort aus dem 
obigen Beweise einleuchtet, da die Längen der Diagonalen A x A i , A t A A 
keine Rolle spielten. Die zweite Lösung, verbunden mit u x + «| — <* s + 
führt zu u x = a 8 , a x — « 4 : die Seiten A X A}, A S A A müssen parallel sein, 
welche Bedingung man direkt bestätigen kann. 

Hiernach ist der Satz des Herrn Gutsche wahr für jedes Viereck 
mit rechtwinkligen Diagonalen und für jedes Parallelogramm. 

5. Ist A x A 2 A s A i ein Pseudoquadrat, so fallen die Punkte J v 7 8 in 
die Mitte der Strecke E i E v und die Punkte in die Mitte der Strecke E X E Z . l ) 

Erstens sind die Strecken I X B V B x B ir B S I S gleich den Komponenten 
des Linienzuges MB i B*M und senkrecht zu diesen; somit fällt I s auf I v 
Dann stehen in den Dreiecken I x A 2 E iy A x A % A i die Seiten I l A i und A x A t , 

A i J i und A 3 A 3 in demselben Verhältnisse 1 :}/2 und bilden untereinander 

A A 

denselben Winkel 45°; folglich ist I x E t gleich und bildet mit A X A 9 

den Winkel 45°. Derselbe Schluß gilt auch für I X E 4 . 

Andere Lehrsätze und Aufgaben findet man in Mathesis; ich erwähne 
nur noch hier das folgende hübsche Theorem von H. Van Aubel (1X94, 
S. 176 und 1896, S. 94). 

Errichtet man über den Seiten eines Pseudoquadrates A x A r A i A i 
vier ähnliche gleichwendige Dreiecke A x A t C x , A i A i C\ y A i A i C Sy 
A i A x C iy so sind die Spitzen C v C t , C 3 , C A die Ecken eines zweiten 
Pseudoquadrates. 

Der Gutschesche Satz ist noch wahr, wenn die Aufsatzdreiecke 
A x A t E x , ... ähnlich und rechtwinklig an der Spitze sind, welches auch 
das Verhältnis der Katheten sei. 

Lüttich, Mai 1905. J. Neuber«. 



können die Gewichte in >4, und A^ durch das Gewicht F in M' ersetzt werden. 
In ähnlicher Weise erhält man anstatt der^Gewichte in A t und A t das Gewicht F 
in N'. Schließlich ist der Schwerpunkt 'S t der Fläche des Viereckes auch der 
Schwerpunkt von gleichen Massen, in A", .1/', N' angebracht. 
1) AFAS, Besancon. 1893, S. 31 (Neuberg). 
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Zu 30 (Bd. XI, S.278) (O.Gutsche). — Die Formel tgÖ-tg^^tg»! 

findet sich an mehreren Stellen, z. B. in J. H. van Swinden, Elemente 
der Geometrie, deutsch von C. F. A. Jacobi, Jena 1834, S. 337, Nr. 824 
und in Lieber-v. Lähmann, Trigon. Aufgaben, 3. Aufl., Berlin 1889, S. 81. 

Charlottenburg P. Zühlke. 



3. Kleinere Notizen. 
Über einige zahlentheoretische Funktionell. 

1. Es bezeichne 0 o (m) die Anzahl der Teiler von tw: 

/ _" _ \ — _ 

(1) «ol JJ^O-JJ^+l). 

\» = i / * = i 

o(m) die Teilersumme selbst: 

/rr \ r , + 1 - 1 

(2) ' 11 f i 



r(m) die Summe der ec/itcn Teiler: 

(3) t(m) = ö(m) — m, 

o k (m) die Summe der k- Potenzen der Teiler: 

Es bedeute ferner a ~ b, daß a höchstens von der Größenordnung von 6 
unendlich wird. 

2. Es ist 

also: 



« = i 

Andrerseits ist offenbar: 

• = t 

Es sei nun 2 <; jo x < p t < • • • < p n , so ist: P -~- * < — — - 1 , weü 
Z^ + i _ Py ^ 1 5 folglich ist: 

» = 2 



Digitized by Google 



200 

Nun ist: 

lim 



LjH = 1 KP) J 



man gleichzeitig m ins Unendliche wachsen läßt und das Produkt über 
alle Primzahlen erstreckt. 
Da ferner 



« - {ß) ~ log m ) ~ c < 



der Eni er sehen Konstanten, ist, mit andern Worten, da die hartnonische 

o (tn) 

Beihe logarithmisch unendlich wird, so ist m für gewisse unendlich viele 
Werte von m beliebig großer Werte fähig, aber: 

c») 1 <^f M < G . 

wo G eine von m unabhängige endliche Zahl ist. Ein Grenzwert existiert 
natürlich nicht, da für hinreichend große Primzahlen (deren es ja nach 

Euklide s unendlich viele gibt) sich von 1 beliebig wenig unter- 

scheidet. Da lim log "' =0, so folgt aus der Ungleichung (3) der Grensiceri: 
»«=« m 

(4) Um - 0. 

m = oc 

Ebenso ist lim =0. Da aber für die in unendlicher Anzahl vor- 

tn soo 

X ( tn) 1 

handenen überschießenden Zahlen t(W) > m, also: , > — , d. h. größer 
als das Glied der harmonischen Reihe ist, so ist ^7*^? divergent, 

od » m 5= 1 

a fortiori IP^M. D agegen konvergiert S,~zr für * — 3, 4 usw. 

m = 1 m = 1 

3. Es werde gesetzt: *[*(»»)] = t< f >(w), t[T^(m)] — T< s >(m) usw. 
Ist r(m) — m, so heißt bekanntlich m eine vollkommene Zahl; ist t (,) (»i) = m, 
so heißen m und t(»i) befreundete Zahlen. Man kann nun fragen: 

1) Gibt es Zahlen für die *W(m) = ro, falls n ^ 3? Solche Zahlen- 
systeme: m, t(to), ...i^ _1 )(m) könnte man etwa als befreundete Zahlen 
höherer Ordnung bezeichnen. 

2) Führt die Wiederholung der Operation t stets nach einer endlichen 
Zahl « von Schritten auf prime, vollkommene oder befreundete Zahlen? 
Oder: gibt es eine, nicht von vielleicht aber von tn abhängige Zahl G' 
von der Beschaffenheit, daß lim x^\m) < 6r' ? 

H—a> 

3) Wächst die Zahl n mit wachsendem m auch ins Unendliche? 

4) Wächst G' mit m ins Unendliche? Dies ist sicher der Fall, wenn 
es beliebig große, d. h. wenn es unendlich viele vollkommene oder befreundete 
Zahlen gibt. 
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5) Die kleinste Zahl G unter allen (ganzzahligen) G\ die der erwähnten 
Ungleichung genügen, kann als zahlentheoretische Funktion G(m) von m auf- 
gefaßt werden. Im allgemeinen ist, wenigstens für m < 200, (r = 0, während 
für eine vollkommene Zahl G dieser gleich, für befreundete Zahlen G gleich 
der größeren ist. 

6. Es sei tt" + ^(m) > x^(m) für /* £ N. Dabei ist unter t<°>(mi) die 
Zahl m selbst zu verstehen. Auch N kann als zahlentheoretische Funktion 
von im aufgefaßt werden. Wächst N mit »i ins Unendliche? Nein. Aber 
man kann fragen, ob N beliebig großer Werte fähig ist. Es könnte auch 
Zahlen m von der Beschaffenheit geben, daß x<-" + l >(m) > x^)(m) für jedes 
endliche u wäre; dann wäre N(m) = oo, folglich auch G(m) = oo. 

7. Welches ist überhaupt der Zusammenhang zwischen N und G? 

4. Es ist log log m < log »i und: 



0. 



Bei Anwendung der Bezeichnungen von Nr. 1 ist nach Nr. 2: 
(1) T(m)~mlog»», 

also tW(»i) ~ t(wi log m) ~ m log m log(m log w), r (,) (wi) ~ m log 2 m, und 



(2) x<- u *(m) ~ »i log* m, 
daher: 

(3) lim T " ( "° = 0 

Mmm m 

für ein beliebiges endliches, aber festes ft. Hieraus folgt auch die Kon- 
vergenz von £ —±- • 

w. = l 

5. Es ist in üblicher Bezeichnung für komplexe 8 = SR(s) -f- »31 (y) ' 

die Biemann8che Zetafunktion , wenn 9t(s)>l. In dieser Halbebene 
ist £(s) eindeutig und: 

mal 

Nach Nr. 2 ist o(m) ~ m log m, folglich: 



m = 1 



für 5 > 1 . Aus Nr. 4 folgt ferner : 

i 
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6. Nach Nr. 1 ist: 

also: 

Du nun das Produkt über alle Primzahlen: 



für Ä; > 1 konvergiert, so ist der Quotient * für * ^ 2 nidU beliebig 

m 

großer Werte fähig, sondern: 

(2) 0< l \ <G* 

m 

oder: 

(3) c k (m ) ~ m*. 

Das ist ein Unterschied gegenüber dem Falle k ■■ 1, a l =^ a. 

7. Zusammenfassung. — ff 0 (m) ~ log »/i, a(m) ~ t(w) ~ m log m, 
«<">(»») ~ t ( ">(m) ~ »» log^ m, <y t (w) ~ m*(* ^ 2). 

5^~t'(»-i). «>». 

~««-»). .>8, 

». = 1 

STi m 

Potsdam, den 15. Juni 1903. Otto Meissner. 



Zur Konstruktion der Tier Normalen eines Kegelschnitte« in einem 

Punkte seiner Ebene. 

Wenn man die Gleichung der Fußpunktkurve eines Kegelschnittes für 
irgend einen Punkt der Ebene mit der Gleichung des Kegelschnittes kom- 
biniert, so erhält man als Ort der vier Berührungspunkte die Gleichung 
eines zweiten Kegelschnittes 

w„ • == o a : ti. 

In ihr bedeuten m G und m die Neigungsverhältnisse der Fahrstrahlen 
im Mittelpunkte 0 und in dem Punkte P; o a ist der Krümmungshalbmesser 
im Endpunkte der Halbachse OA = a. Auf jedem Durchmesser OX des 
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. ersten Kegelschnittes ist demzufolge jeder Punkt des zweiten Kegelschnittes 
derjenige Punkt X, welcher in dem Normalstrahle PX der konjugierten 
Richtung liegt. Man hat also den Satz: 

Die Fußpunkte der v 'ut Normalen eines Kegelschnittes in einem Punkte P 
der Ebene sind die Schnittpunkte einer gleichseitigen Hyperbel: diese Hyperbel 
ist der Ort desjenigen Punktes X, in irelcJicm jeder Durchmesser OX von 
dem XormalstraJUe PX der konjugierten BUhtung geschnitten wird. 

Der Ort für eben solchen Punkt läßt sich aber auch unabhängig von 
der Fußpunktkurve aus dem Kegelschnitte selbst, d. h. aus dem Polar- 
systeme, dessen Kern derselbe ist, sehr leicht synthetisch finden. Den 
Nachweis hat Schröter in einer Fußnote zu § 45 seiner „Theorie 
der Kegelschnitte" (Leipzig 1867) geführt, doch allgemein nur für Ellipse 
und Hyperbel, so daß im Falle der Parabel die Konstruktion versagt und 
umgeändert werden muß; auch sind, dem Zwecke dieser Note entsprechend 
die Möglichkeiten, welche sich aus den verschiedenen Lagen des Punktes P 
zum Kegelschnitt und zu seiner Evolute ergeben, nicht in Betracht gezogen. 
Es liegt in der Natur der Sache, daß nur mit Hilfe der unendlich fernen 
Geraden das Normalenproblem erschöpfend behandelt werden kann; denn 
sie allein ist es, welche von sämtlichen Strahlen der Ebene und ihren 
Normalstrahlen involutoriscb geschnitten wird, die also die einem Strahle 
normale Richtung als konjugierte Richtung enthält. In diesem Sinne will 
ich jetzt die Synthesis der Aufgabe verallgemeinern und eine Determination 
derselben geben, welche dadurch an Interesse gewinnt, daß sie zu einer 
rein linearen Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes für jeden Punkt 
des Kegelschnittes führt. 1 ) 

Die Strahlen OX und PX beschreiben projektive Strahlen büschel; 
denn die dem Strahle OX konjugiert« Richtung ist ihrem Normalstrahle PX 
konjugiert in dem unendlich fernen Schnitte sämtlicher Normalstrahlen- 
involutionen. Die konjugierten Richtungen, die diese Involution und die 
dem Kegelschnitte zugehörige Involution auf der unendlich fernen Geraden 
gemein haben, sind die Richtungen der Achsen des Kegelschnittes; diesen 
Lagen des Strahles OX sind also die entsprechenden Lagen des Strahles PX 
parallel. In der Lage OX = OP wird PX = PP, und durch PX = PO 
wird OX = 00. Der Ort des Schnittpunktes 

(OX,PX) - X 

ist also eine gleichseitige Hyperbel, welche die Punkte O und P enthält, 
und deren Asymptoten den Achsen des Kegelschnittes parallel sind. Sie 
ist es, die den Kegelschnitt viermal in einem Punkte 

(OX„ PX k ) = x k 

schneidet, ihm also diejenigen vier Punkte X k gibt, deren Strahlen PX k 
Normalstrahlen des Kegelschnittes sind. 



1) Die übliche Konstruktion des Krümmungshalbmessers durch Darstellung 
»einer Länge ist keineswegs rein linear; denn sie bedarf entweder des rechten 
Winkels oder des Zirkels. Auch die auf die Steinersche Parabel gestfitzte 
Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes (vgl. Schröter a. a. 0. § 87) nimmt 
ein drehbares Achsenkreuz, mithin stillschweigend einen Kreis zuhilfe. 
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Als Normalen des Kegelschnittes sind die vier Strahlen PX k die 
Tangenten seiner Evolute im Punkte P\ von ihnen sind alle vier oder 
zwei reell, je nachdem P innerhalb oder außerhalb der Evolute, d. h. in 
einem Felde liegt, welches von allen oder nicht von allen Normalen be- 
strichen wird. Im Grenzfalle, wenn P ein Punkt der Evolute, d. h. ein 
Krümmungsmittelpunkt des Kegelschnittes ist, fallen jedesmal zwei von den 
Strahlen PX t zusammen. Der Ort des Punktes X berührt also in diesem 
Falle den Kegelschnitt und kann, wenn dieser Punkt und seine Tangente 
gegeben sind, zur Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes benutzt werden. 
Man braucht zu diesem Zwecke nur die Tangente in X dem Durchmesser OX 
und den Achsen in 0 die Parallelstrahlen in X entsprechend zu setzen 
und nun zu diesen drei Paaren entsprechender Strahlen den der Normale XP 
entsprechenden Durchmesser OP, d. h. in zwei entsprechenden Schnitten 
den dem Schnittpunkte der Normale entsprechenden Punkt zu suchen, dann 
ist der Schnittpunkt ^ Qp xp) = p 

der Krümmungsmittel punkt des Punktes X. Ist P ein Rückkehrpunkt der 
Evolute, d. h. der Krümmungsmittelpunkt eines Scheitels, so fallen drei 
von den vier Punkten X t in diesen Scheitel; der vierte Fußpunkt ist der 
andere Scheitel auf OP. Der Ort für X zerfällt also in diesem Falle in 
die Achse OP und die Tangente des betreffenden Scheitels. Aus diesen 
beiden Richtungen und den Punkten 0 und Ä allein kann aber offenbar P 
nicht gefunden werden; zu seiner Konstruktion ist eine fünfte Lage des 
Punktes X, mithin die Drehung eines Rechten erforderlich. 

Ein anderer Punkt der einen oder anderen Achse hat zwei von seinen X A . 
zwar auch auf dieser Achse, doch außerdem noch zwei reelle oder imaginäre 
Lagen des Punktes X auf dem Kegelschnitte, welche, weil jetzt der andere 
Teil des Ortes zwar auch eine Normale, aber keine Scheitelnormale von OP 
ist, zu den Achsen symmetrisch liegen. Aus den vier Punkten X 4 werden 
die vier Scheitel, wenn P in beiden Achsen liegt, d. h. mit 0 zusammen- 
fallt; der Ort für X zerfällt alsdann in beide Achsen, weil jede eine Lage 
von OX und PX ist. Ist P ein Punkt des Kegelschnittes, so ist eine der 
reellen Normalen gleich Null, weil einer der Punkte X k dann mit P zu- 
sammenfällt. Ist aber P ein Punkt in der unendlich fernen Geraden, d. h. 
nur eine Richtung, so ist der Ort sämtlicher Richtungen und der der 
Normalrichtung der gegebenen Richtung konjugierte Durchmesser der Ort 
für X. Von den unendlich fernen Loten abgesehen, gibt es also in jeder 
Richtung nur zwei Lote des Kegelschnittes; das sind die beiden Lote in 
den Endpunkten eines Durchmessers auf den Tangenten. Die Parabel hat O 
in der unendlich fernen Geraden; bei ihr ist also jedesmal PO eine Normale. 
Beim Kreise bleibt PX stets parallel OX, der Ort für X zerfällt also bei 
ihm, auch wenn P nicht in der unendlich fernen Geraden liegt, in diese 
Gerade und OP. Im Mittelpunkte wird OP — 00; in diesem Punkte des 
Kreises ist daher jedes OX ein PX, d. h. jeder Strahl ein Normalstrahl. 

Holzminden, 3. Dezember 1903. Georg Kober. 
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Albert Girard and die Waringsche Formel. 



Die Auflösung der Newtonschen Formel zwischen den Koeffizienten 
einer algebraischen Gleichung A l A i A z . . . und den Potenzsummen ihrer 
Wurzeln vVs nämlich 



wobei aßyd . . . sämtliche ganzzahligen nicht- negativen Auflösungen der 
Gleichung 

a + 2(3 + 3y + 4») H I 

sind und für jede Auflösungsgruppe 

« + p + y + * + -- -- r 

gesetzt ist, wurde solange immer auf Waring zurückgeführt, bis in einem 
Artikel des Herrn Vahlen in der „Encyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften 41 (1. Bd. S. 451) Albert Girard durch die Bezeichnung der Gl. (2) 
als „Girardseher Formel" zum Erfinder derselben erklärt wurde. Das kann 
aber nicht zugegeben werden. Waring schreibt in der Vorrede zu seinen 
Meditationes algebraicae 3. Auflage Cambridge 1782 auf S. VUI: „Albert 
Girard fand die Summe der Quadrate, Kuben, Biquadrate der Wurzeln einer 
Gleichung [aus den Koeffizienten], die [allgemeine] Regel gab Newton 1 ) . . ., 
er entwickelte aus den gefundenen Summen aller niedrigeren Potenzen der 
Wurzeln einer Gleichung die Summe der nächst höheren Potenzen. In der 
ersten Auflage dieses Werkes') wird das Gesetz der Reihe [d. h. des Aus- 
drucks] angegeben, welche die genannte Summe durch die Koeffizienten 
der Gleichung darstellt". Das hier von Waring Gesagte entspricht genau 
den Tatsachen. Die Summe der 1., 2., 3. und 4. Potenzen der Wurzeln 
der Gleichung 



Aber weder gibt er die Art ihrer Ableitung an, noch spricht er ein Wort 
über die Darstellung höherer Potenzsummen, noch legt er überhaupt Gewicht 
auf dieselben; im Gegenteil — diese Formeln (3) stellt er fast als ab- 
schreckendes Beispiel für den Mangel an Einfachheit auf. Girard betont 



1) Aritbm. univer«. 1707 S. 261. 

2) 1762, wie S. XI der Vorrede zur 3. Auflage angegeben wird. 

8) Intention nouvell ttn Valgebre, Amsterdam 1621», neu herausgeg. von Bierens 
de Haan, Leyden 18«4. Obige Gleichungen Seite F2. 
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nämlich in ganz besonderer Weise die Gleichheit der Koeffizienten der 
„alternierend" d. h. in der Form 

x" + C,x"- S + <V"- 4 H Ci*"" 1 + C 8 x"- 3 + • • • 

geordneteu Gleichung mit den Kombinationen 1., 2., 3., . . . Klasse der Wurzeln 
der Gleichung, welche er als 1., 2., 3., . . . Faktion bezeichnet, und sagt vor der 
Aufstellung der Formeln (3): „Es könnte jemandem scheinen, daß die 
Faktionen fd. h. hier die Koeffizienten der Gleichung] noch anders ausdeutbar 
wären als ohen, als ob anstatt zu sagen: Summe, Summe der Produkte zu 
zweien, Summe der Produkte zu dreien etc., man einfacher sagen könnte: 
Summe, Summe der Quadrate, Summe der Kuben, etc., es verhält sich aber 
nicht so, denn wenn mehrere Lösungen vorhanden sind, so wird ihre Summe 
den 1. Koeffizienten geben, die Summe der Produkte zu zweien den 2., etc., 
wie es schon genügend auseinander gesetzt ist; aber etwas derartiges findet 
bei den Potenzen, wie man einwerfen [erwarten? „objecter"] könnte, 
nicht statt. 

Exempel. 44 

Nun folgen die Formeln (3), sodann ein Beispiel und darauf: „welches 
die Gleichung auch sei, auch mit negativen Wurzeln, dies wird immer sich 
ergeben, wodurch man erkennt, daß diese Potenzen (Quadrate, Kuben etc.) 
nicht dio Koeffizienten machen, sondern im Gegenteil die Koeffizienten 
machen sie: weit entfernt von der Einfachheit der Faktionen. 44 

Weiter enthält Girards Buch kein Wort über die Formel (3), während 
Waring die Gl. (2) vollständig beweist (a. a. 0. S. 1 ff). Daher scheint 
es nur billig, dieselbe auch weiterhin als Waringsche Formel zu be- 
zeichnen. 

Sehl ii ßbnnrr kung: Sei bei dieser Gelegenheit noch ein Wort über das 
Verhältnis zwischen Girard und seinem bedeutenden Vorgänger Vieta, 
dessen Schriften ersterer sehr wohl kannte, inbezug auf die algebraischen 
Gleichungen gestattet. Girard legt auf die Gleichheit der Faktionen mit 
den Koeffizienten der Gleichung so großes Gewicht, als ob die Entdeckung 
derselben von ihm selbst herrührte, das ist aber nicht der Fall, sondern sie 
stammt, wie schon Waring (S. II der zitierten Vorrede) angibt, und was 
von M. Cantor ausführlicher erörtert wird (Gesch. d. Math. 2. Aufl. II. Bd. 
S. 639) von Franz Vieta und findet sich am Schluß seiner Abhandlung 
De emendatione aequationum (1615), und er hält sie für so bedeutsam, daß 
er sagt: „Und diese elegante Schlußfolgerung einer sehr schönen Betrachtung 
soll dieser in anderer Hinsicht reichlich ausgeführien Abhandlung (tractatui 
alioquin effuso) endlich Ziel und Abschluß (coronida) bringen 44 . 1 ) 

Aber Girard geht merklich über Vieta hinaus, indem er es (natürlich 
ohne Beweis) ausspricht (Seite E4, fl'.): Alle algebraischen Gleichungen besitzen 
soviel Auflösungen , als ihr Gratl beträgt, ausgenommen die unvollständigen; 
diese letztere Einschränkung kann sich aber nur auf die reellen oder gar 
nur auf die positiven Auflösungen beziehen, welche die älteren Mathematiker 
mit Einschluß von Vieta allein als Auflösungen gelten ließen. Daß Girard 



1) M. Cantor (a. a O.) liest, ich weiß nicht nach welcher Ausgabe des Vieta, 
etwas anders und übersetzt demgemäß. 
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bei Hinzuziehung der negativen und unmöglichen Auflösungen von der 
Richtigkeit seiner Behauptung ohne Einschränkung überzeugt ist, zeigen die 
weiteren Ausführungen und Beispiele; eine A'fache Wurzel zahlt er Ä*mal. 
Dabei zeigt er aber noch, daß und wie bei Kenntnis einer Wurzel einer 
Gleichung der Grad derselben mit Hilfe der Faktionen um eine Einheit er- 
niedrigt werden kann, wobei er unter anderen Gleichungen diese (Seite Fl): 

ar 4 — 4x - 3 

mit den Wurzeln: 1, 1, — 1 ±y — -* — * — V — 2 als Beispiel benutzt. 
Diesem Umstände legt er mit Recht seine volle Bedeutung bei und zeigt, 
wie es ihm hierdurch öfters gelingt, die Auflösungen von Gleichungen durch 
Hinzufügung von Wurzeln zu vervollständigen, welche Stevin und Vieta 
ausgelassen hatten. 

Königsberg, April 1906. Louis Saalschütz. 
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VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN. 



Mathematische Vorlesungen an der Universität Göttingen. Bd. I, i: 

F. Klein: 

Vorträge über den mathematischen Unterricht 

an den höheren Schulen. 

Bearbeitet von Rud. Schimmack. 
Teil 1:. Von der Organisation des mathematischen Unterrichts. 

Mit acht zum Teil farbigen Textfiguren. 
[IX u 236 8.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. JC n. 5.— 

Aue der Vorrede: Die groBa pädagogische Bewegung, welch« die Öffentlichkeit von Jahr 
in Jahr mehr beschäftigt, verlangt von den Vertretern jedee elnselnon Gebietee, das eio Inhalt 
und Methode des Ihnen anvertrauten Unterrichtsbereicbs nach allen Richtungen erneuter Prüfung 
unterwerfen und an den verschiedenen Schalen so bem^Men, wie re den allgemeinen Aufgaben 
der eüxselnen Anstalt und dem heutig» n Stande der Wissenschaft am betten entspricht Auf den 
Preten Seiten der vorliegenden Darstellung wird berichtet, wie aoeh die Mathematiker, im Kunde 
mit den Natorwiesenscbafüern, suerst sftgernd, dann immer lebhafter in diese Bewegung hinein- 
>i worden sind. Cnd es ist charakteristisch, dal die Vertreter der höheres Schulen dabei 
mit Vertretern der Horhechulen Haud in Hand gehen. Ich halte dies für besonders erfreulich, 
«eil ich Oberseugt bin, dnB beide einander vielerlei Wicht ige« su sagen haben. Jedenfalls bat 
mein eigener Hoctucnulunterricht infolge dieeer Wechselwirkung vielfach neue Anregungen In stob 
aufgenommen. Nachdem ich meine Stellungnahme vor der Öffentlichkeit seither nur in kürzeren 
Vortragen und EUnselaufsSucn dargelegt hebe, glaube ich Jetst den weiteren Schritt tun su sollen, 
meine Anffasiongen und Ablichten und allerlei Ansätze, die ich tu meinen Vorlesungen gab, tn 
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Anwendungen der mechanischen Wärmetheorie 
auf kosmologische und meteorologische Probleme. 

Von Dr. R. Emden, 

PrirUdoaeut für Physik und Meteorologie an der Kgl Tectmiechea Hooh»cbulo ia München. 

Mit 24 Figuren, 12 Diagrammen und 5 Tafeln im Text [VI n. 498 S.j gr. 8. 1907. 

In Leinw. geb. n. JL 13.— 

Untenuchnngen über den Bau und die fortschreitende Entwicklung gasförmiger 
Himmelskörper liegen nur in einigen, x. T. schwer zugänglichen Abhandlungen vor, 
von denen in erster Linie diejenigen von H. Laue, W. Thomson, G. Darwin und 
A. Ritter xu erwähnen sind. Verfasser hat diese Untersuchungen neu aufgenommen, 
von möglichst allgemeinen Gesichtspunkten aus durchgeführt und die erhaltenen Re- 
sultate in Form eines kurzen Lehrbuches niedergelegt. Die notwendigen mechanischen 
Quadraturen sind sehr exakt ausgeführt; dadurch ist ein wertvolles Zahlenmaterial 
als Grundlage weiterer Forschung gewonnen. Der 9. Teil des Buches bebandelt die 
Anwendungen dieser Untersuchungen auf kosmische iStaubmassen, Nebelflecke, die 
Erde nebst ihrer Atmosphäre und die Bonne. Die Strahlenbrechung in einer kugel- 
förmigen Gasmasse, die durch innere Gravitation zusammengehalten wird, ist eingehend 
behandelt, was mit Hinblick auf einige neuere Ansichten über die Strahlenbrechung 
auf der Sonne von besonderer 'Wichtigkeit sein dürfte. 

Lehrbuch der Hydrodynamik 

von Horace Lamb. 

Profeeeor der Mathematik an der VUtt«>ri»-ünir«r»lUl Manchester 

Deutsche autorisierte Ausgabe 

(nach der 8. englischen Auflage) 
besorgt von 

Dr. Johannes Friedet. 

Mit 79 Figuren im Text. fXIV u. 788 8] gr. 8. 1907. In Leinw. geb. n. JL 20.— 

Es gibt wenige Werke auf dem gesamten Gebiete der mathematischen Physik, 
dio gleichzeitig so viele Vorteile in sich vereinigen, wie die Hydrodynamik von II. Lamb. 
Dieses Buch besitzt gleichen Wort für den Anfanger, der über die notwendigsten 
Grundlagen der höheren Mathematik verfügt, wie für denjenigen, der sich mit selb- 
ständigen Arbeiten befassen will. 

Zur Erleichterung des Verständnisses sind eine große Anzahl numerischer Bei- 
spiele, sowie Stromliniendiagramme und andere Figuren eingefügt. In bexug auf 
Vollständigkeit der Literaturangaben ist wohl das denkbar möglichste erreicht worden; 

die wesentlichsten Arbeiten des Jahres 1905 sind noch berücksichtigt. 

So darf man behaupten, daß die 8. englische Auflage (Januar 1906) in jeder 
Hinsicht auf einer hohen Stufe der Vollkommenheit steht Darum ist es selbstver- 
ständlich, daß die deutsche Ausgabe sich eng an das Original anschließt, und daß 
kein Anlaß vorlag, irgendwelche Änderungen oder Zusätze anzubringen. 

Hierzu Beilagen von B. 0. Teubner in Leipzig, die wir der Beachtung unserer 

Leser bestens empfohlen. 
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Über die Darstellung algebraischer Funktionen 
und Abelscher Integrale ans gegebenen Elementen. 

Von Hermann Staiil in Tübingen. 

Seit Riemann sind die allgemeinen Sätze über algebraische 
Funktionen und Abelsche Integrale auf mannigfache Weise hergeleitet 
und begründet worden. Weniger entwickelt ist die explizite Darstellung 
dieser Funktionen und Integrale. Hier ist eine Lücke, zu deren Aus- 
füllung das Folgende beitragen möchte. Besonders einfach und natürlich 
erscheint ein Weg, den bereits Christof fei 1 ) und später Fields 1 ) vor- 
zugsweise zum Beweis von Sätzen gewählt haben. Die weitere Ver- 
folgung dieses Weges führt aber auch in vielen Fällen zu einer sehr 
einfachen Darstellung der Funktionen und Integrale. Es zeigt sich, 
daß zu diesen Bildungen eine einzige Funktion X(x; genügt, die 
nur von zwei Punkten abhängt und die auch in komplizierten Fällen 
noch eine einfache Form bewahrt. An dieser Stelle soll kurz und 
mit Übergehung einiger Beweise der einfachste Fall behandelt werden, 
in dem die algebraische Grundgleichung F{x, y) — 0 nur Doppelpunkte 
und die zu bildende Funktion llix, y) nur Unstetigkeiten erster 
Ordnung besitzt. Dieser Fall ist in einer Weise vorbildlich, daß beim 
Auftreten von höheren Singularitäten und von höheren Unstetigkeiten 
der Gedankengang genau derselbe bleibt und nur die analytischen Aus- 
drücke entsprechend sich ändern. 

Ich knüpfe an eine früher gegebene Übersicht 3 ) über die Theorie 
der algebraischen Funktionen an. Vorausgesetzt wird, daß die algebraische 
Grundgleichung F(x, y) = 0 eine Kurve vom Grade n und vom Ge- 
schlecht p sei, und daß die « Tangenten im Unendlichen alle verschieden 
seien, oder die w Blätter der Riemannschen Verzweigungsfläche von y 
im Unendlichen getrennt verlaufen, was sich durch lineare Transformation 



1) Christoffel, Annali di Mat. (2; 10, 81 ff. 1880. 

2) Fields, Acta Math. 20, 157 ff. 1901 und Journal für Math. 124, 179 ff. 1902. 

3) H. Stahl, Archiv d. Math. u. Phys. C8) 7, 15 ff. 1904. 

Archiv der Mathematik und Phytik. III. Reihe. XII. 14 
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stets erreichen läßt. Es seien nur einfache Verzweigungspunkte und 
von singulärcn Stellen nur Doppelpunkte vorhanden, r an der Zahl, 
so daß 

, n . n — 1 •« — 2 

(1) p + r r 

1. Fundamentalaufgabe. Satz von Fields. — Wir behandeln die 
fundamentale Aufgabe, die allgemeinste, zu F(x, y) = 0 gehörige, 
algebraische Funktion R(x, y) zu bilden, die in m gegebenen, regulären 
Punkten oo 1 wird. 

Die Lösung dieser Aufgabe gründet sich auf die Eigenschaften, 
die der Ausdruck 

als Funktion von (x, y) hat. Sind (a 4 &) oder kurz (a 4 ) (fc = l,...,r) 
die r Doppelpunkte von F(x, y) — 0, (ß r+J ) (l = 1, . . ., m) die m 
oo 1 Punkte von JR(x, y) und A 0 , A 1} . . yl r + w Konstanten, so ist die 
Lösung der Aufgabe enthalten in dem Satze von Fields: 

Die allgemeinste Funktion der verlangten Art wird dargestellt durch 
den Atisdruck 

r+m 

(3) JjAiTtetd + A, 

mit der Bedingung, daß zwischen den Größen A k und den Punkten a k . 
die p + r Gleichungen bestehen 

(4) ^Anx u k ßl = 0. (ö+*=o.i "-3) 

Einen ähnlichen, allgemeinen Satz beweist Fields für den Fall, 
daß F(x,y) = 0 vielfache Punkte besitzt. Die Beweise von Fields 
lassen sich aber vereinfachen und auf andere Arten von Singularitäten 
der Gleichung F(x, y) = 0 ausdehnen mittels einer Methode, die 
Christoffel a. a. Ort benutzt hat. 

Indem man den Fall m — 0 betrachtet, beweist man auf rein 
algebraischem Wege, daß die Bedingungen der Adjunktion für eine 
Kurve <P(x, y) = 0 vom Grade n — 3 linear-unabhängig sind, und daß 
die Zahl der linear-unabhängigen <l> -Funktionen genau gleich dem durch 
die Gleichung (1) bestimmten Geschlecht p von F=0 ist. Daraus 
folgt in bekannter Weise 1 ) der Riemann- Rochsche Satz, nämlich: 

1) Nach Roch, Journ. für Math. 64, 372ff. (1864). Fields, Acta 1. c. S. 166. 
H. Stahl, Theorie der Aheischen Funktionen 8.98—101 (1896). 
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Sind die m oc^-Punkte der Funktion Rix, y) von allgemeiner Lage, 
d. h. derart unabhängig, daß sie nicht sämtlich Nullpunkte ein und 
derselben adjungierten Funktion 0 sind, so muß m > JJ sein. Von 
den m 0 1 - Punkten sind alsdann noch m—p willkürlich, die p letzten 
aber durch sie und die m oo*-Punkte eindeutig bestimmt. 

Sind dagegen die m oo '-Punkte der Funktion R(x } y) nicht un- 
abhängig, sondern von solch spezieller Lage, daß für jeden von ihnen 
die nämlichen q linear -unabhängigen 0- Funktionen verschwinden, so 
muß m p — q sein. Von den m 0 1 - Punkten sind alsdann noch 
tn — p + q willkürlich, die p — q letzten aber durch sie und die w 
^-Punkte eindeutig bestimmt. 1 ) 

Ähnlich wie (3) beweist man auch, daß für die allgemeinste ganze 
algebraische Funktion G(x, y), die in jedem der n Punkte im Un- 
endlichen von der Ordnung s > n — 2 (ähnlich für s < n — 2) oo wird, 
die Darstellung gilt: 

r 

(4a) G{x, y) - «*) + G 0 (*, y), 

wo (u k , ß k ) die r Doppelpunkte und A k ganz beliebige Konstanten 
sind, während G 0 (x,y) die Form hat: 

y) = «, + + • • • + ff- 1 ».-,** > 

wobei u i eine ganze rationale Funktion in x vom Grade * ist. Die 

Zahl der Koeffizienten in (4a) ist = r + ns + - M 2 ~~ 8 => ns — p -f 1, 

in Übereinstimmung mit dem Riemannschen Satze, da die Funk- 
tion (4 a) in jedem der n Punkte im Unendlichen — oü* wird, also 
von der Ordnung ms- ist. Soweit Fields. 

2. Umformungen. — Wir gehen weiter, indem wir zunächst 
die Bezeichnung ändern. Die r Doppelpunkte seien wie bisher 
u k (k = 1, . . ., r), die zugehörigen Konstanten A t ; die m cv 1 - Punkte 
von R(x, y) aber seien fortan (x„ y,) oder kurz {x,) (/ = 1, . . ., m), die 
zugehörigen Konstanten B v Ferner seien . & p p linear- unab- 
hängige, adjungierte Funktionen vom Grade >/ — 3, d. h. Funktionen, 
die den Gleichungen geniigen: 

(5) &)=0 (A = l... ,p;* = l,.. ,r 

und %i, - ,Xr r n * c M adjungierte Funktionen vom Grade n — 3, die 

1) Selbstverständlich kann die Eindeutigkeit aufhören, wenn man die m — p 
(oder m — p-\- q) willkürlichen O'-Punkte nicht allgemein, Bondern so wählt, daß 
durch sie mehr als eine Funktion R{x, y) bestimmt wird (s. Schlußbemerkungi. 

14* 
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unter sich und mit den <P h linear- unabhängig sind. Dann nimmt die 
Funktion li(x, y) (3j die Form an (Archiv 1. c. S. 23) 

r m 

(6) R(x, y) - «*) +2 B < T ^ + 

Die r + p Bedingungen (4) aber zerfallen wegen (5) in zwei 
Systeme, nämlich die p Gleichungen 

m 

(7) .p) 

zwischen den Größen Ii, und den Punkten x, und die r Gleichungen 
für die Größen A k 

r m 

Wir führen die wirklich in (6) ein. Setzt man abkürzend 

*<(«*) - L*; ferner J?± Zu Jtrr - ^> bezeichnet die nach %. k ge- 
nommene und durch J dividierte Unterdeterminante mit X ik und 
führt den Funktionsausdruck 

r r 

(8) *,) - r(«; *,) ^XuZ.OOTX*; «*) 
ein, so erhält man statt (6): 

TO 

(9) B(*,jr)-^X(*; + 

und damit den Satz: 

Die allgemeinst« algebraische Funktion R(xy), die oo x wird in den 
m regulären Punkten (x„ y t )(/=i, ,•*>, sfc/ft .s/V/i dar a/s Aggregat 
von m Funktionen l(x-, x t ). Daltei sind die m Koeffizienten B t den 
p Bedingungsgleichungen (7) unterworfen. 

3. Die Eigenschaften der Funktion X(x; xj. — Der in (8) de- 
finierte Funktionsausdruck l(X) x t ) hat folgende Eigenschaften: Er 
hängt nur von zwei Punkten (x, y) und (*,, y t ) ab und ist rational 
in den Koordinaten dieser Punkte; er ist symmetrisch in den Koordi 
naten der r Doppelpunkte (u k , ß k ) und folglich rational darstellbar in 
den Koeffizienten der Gleichung F(x, y) = 0. Die r Funktionen 
% lt . . ., %r lassen sich durch ein äquivalentes System ersetzen, ohne 
daß X{x; x x ) sich ändert. Ferner hat \(x] x x ) als Funktion von (x, y) 
folgende Eigenschaften: 
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Sie ist — oo 1 in (x, y) — (x lt yj wie (F'y) ■ (x — sie ist 

= oo" - ' in jedem der n Punkte im Unendlichen; sie ist endlich und 
verschieden wertig in den beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes 
(a x , /3 X ); sie ist stetig in allen übrigen Punkten der Verzweigungsfläche, 
besonders auch in jedem zu (x v y x ) gehörigen konjugierten Punkte (x v y[). 

Dagegen hat X(x\ als Funktion von (x lf y,) folgende Eigen- 
schaften: 

Sie ist 0 1 in jedem der r Doppelpunkte (a t , ß k ); sie ist = oo 1 
in (x, y) wie — (F'y)^^ — x) _1 ; sie ist = oo" - * in jedem der n Punkte 
im Unendlichen ; sie ist stetig in allen übrigen Punkten der Verzweigungs- 
fläche, besonders auch in jedem zu (x, y) konjugierten Punkte (x, y'). 

Daher zeigt der Ausdruck 

(10) *(*; *,) : (F'y) XiVi 

als Funktion von (x if y,) folgendes Verhalten: 

Er ist — oo 1 in jedem Verzweigungspunkt; er ist endlich und 
verschieden wertig in den beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes; 
er ist =- oo 1 in (x, y) wie — (x t — x) -1 ; er ist —0' in jedem der 
n Punkte im Unendlichen und zwar im pten Blatte wie — N^x' 1 ' 

n 

wobei JV p unabhängig von (x f y) und s?N c = 1 ist. 

4. Weitere Darstellungen durch die Funktion A(fl?j xj. — Eine 
algebraische Funktion It(x, y) der wten Ordnung, die in den 
m Punkten (x lf y t ) gleich oo 1 , in den m Punkten (x?, y?) (i»i,...,t») 
gleich 0 1 wird, ist bis auf einen konstanten Faktor bereits bestimmt 
durch die m oo 1 - Punkte und m—p der (^-Punkte. Zwischen den 
2w oo 1 und 0 1 - Punkten bestehen p Gleichungen. In der Tat, soll (9) 
für die m—p ersten 0 1 - Punkte verschwinden, so muß sein 



0=^B,X(X»1 X,) + B 0 (r = l,...,m-p) 

Aus diesen und den p Gleichungen (7) kann man die Verhältnisse 
der Koeffizienten B bestimmen und in (9) eintragen. Man erhält so 
für R(x, y), abgesehen von einem unbestimmt bleibenden, konstanten 
Faktor, einen Determinantenausdruck, der sich in leicht verständlicher 
Abkürzung schreiben läßt: 

j^) . . , l{x\ x m ) 1 

X x ). . . X(x° t ; X m ) 1 (r-1, ...m-p) 

O h (x t ) #*(#J 0 = ...p). 



(11) 
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Um die p Bedingungsgleichungen zwischen den 2m Punkten (*„ y,) 
und («f, yf) zu erhalten, hat man der Reihe nach für (x, y) die p 
letzten (^-Punkte (x° m _ p+k , (»«!,...*> einzutragen und die 

Determinante jedesmal gleich 0 zu setzen. 

An Stelle dieser p algebraischen Bedingungsgleichungen können 
die p transzendenten Bedingungen des Abelschen Theorems treten: 




die sich sehr einfach aus den Gleichungen (7) ergeben (s. Archiv 1. c. § 11). 

Mittels der Funktion- X(x; x^) kann man u.a. auch gewisse Funk- 
tionen explizite darstellen, die Weierstraß 1 ) vielfach benutzt, aber 
nur ihrem Charakter nach definiert hat. Zuerst die Funktion //(>; j,) 
d. i. eine rationale Funktion von (x, y) der (p + l)ten Ordnung, von 
der gegeben sind ein 0 1 Punkt (a 0 , b 0 ) und p -f 1 oo 1 - Punkte 
(a v 6,), . . ., (flp, b p ) und (x lf y x ) mit dem Zusatz, daß die Funktion in 
(x v jfj) oo 1 sei wie (x — .r,) -1 . Ferner eine Reihe von abgeleiteten 
Funktionen Hix^^ JPix^^ £T(^) A} //"(r,) A , . . . , die definiert sind 
durch die Entwicklung von H(x-, x t ) in der Umgebung von {x,y = fl v 6 A ), 
nämlich 

*0 - (* - a*)- 1 ^)* + H°( x i)h + (* - aJH'^X 
+ {x-a h )>H"(xX + '- 

Diese Funktionen erweisen sich (für /« = 1, ...,p genommen) als 
Systeme von je p Integranden der 1., 3., 2., 2. . . . Gattung und lassen 
sich in einfachster Form anschreiben. 

5. Die Abelschen Integrale 3ter und 2ter Gattung. — Die Funktion 
k(x\ führt auch zur Darstellung der Abelschen Integrale 3ter und 
2ter Gattung in folgender Weise. Ist (a 0 , \) verschieden von (x, y), 
so hat der Ausdruck 

(14) . lK*\*t)-l(*i*i)h 

nach Nr. 3 als Funktion von (x lt y,) folgende Eigenschaften. Er ist 
= oo' in (x, y) und (a„, b 0 ) bezw. wie + — x)~ l und — (x { - a 0 )~ l ; 
er ist = O s in jedem der n Punkte im Unendlichen; er ist = oo 1 in 
jedem Verzweigungspunkt; er ist endlich und verschieden wertig in den 
beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes. 

1) Weierstraß, Ges. Werke Bd. IV (1902). Vgl S. 60 73. 79. 97. 176. 
.193. 206. 
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Dies Verhalten charakterisiert die Funktion (14) von (x li y x ) als 
Integranden 3ter Gattung oder den Ausdruck 

(15) W*% - J [Ifa x x ) - Z(s; x,)] H; 

als Integral 3ter Gattung, das logarithmisch wird in (x, y) und (a 0 , b 0 ) 
bezüglich wie 

(16) -flogfo-x) und — log(x,-a 0 ) 
und die Ableitung nach x, nämlich 



(17) r?« - j 



dl(x; Xj) dx, 
dx Fy t 

*0 



als Integral 2ter Gattung, das in (x, y) gleich oc 1 wird wie — (x x — x)~ l . 

Das allgemeinste Abel sehe Integral setzt sich aus den p Integralen 
Iter Gattung, aus Integralen 3ter und 2ter Gattung der Form (15) 
und (17) und ey. aus algebraischen Funktionen der Form (9) und den 
Logarithmen solcher Funktionen zusammen, Bildungen, die sich alle 
mittels X(x' i x l ) herstellen lassen. 

(>. Die Primfunliion P(.r; x lf x 0 ). — Die Funktion A(#; x x ) führt 
endlich zu einer sehr einfachen Primfunktion. 

Nach Nr. 3 hat der Ausdruck (14) als Funktion von (x, y) folgende 
Eigenschaften. Er ist — 0 1 für {x, y) — (a^ 6 0 ); er ist — oo 1 in (x v y x ), 
wie — (x — x x )- x -, er ist — oo" - * in jedem der n Punkte im Un- 
endlichen; er ist endlich und verschiedenwertig in den beiden Punkten 
eines jeden Doppelpunktes. 

Hiernach hat der Integratoustlruck (15) als Funktion von (x, y) 
folgende Eigenschaften: 

Er ist —0 1 in (a 0 , fc 0 ); er ist logarithmisch oo in (x 1} y x ) und 
(x 0 , y 0 ) bezw. wie + log (x — x x ) und — log (x — x 0 )] er ist — oo*~ a 
in jedem der n Punkte im Unendlichen; er ist stetig und eindeutig 
an allen anderen Stellen der Verzweigungsfläche mit Ausnahme des 
zwischen (r 0 , y 0 ) und (x x , y x ) verlaufenden Integrationsweges, an dem 
er eine Wertdifferenz = 2 in hat. 

Hiernach endlich zeigt der Ausdruck 

(18) P(z; *t> *•) - 

als Funktion von (x, y) folgendes Verhalten: 

Er ist = 1 in (a 0f b 0 )\ er ist = 0 l in (x X) y x ) und = oo 1 in (x 0 ,y 0 ); 
er ist wesentlich singulär in den n Punkten im Unendlichen; er ist 
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stetig und eindeutig an allen übrigen Stellen der Verzweigungsfläche. 
Daher der Satz: 

Der Ausdruck P(x; x v x 0 ) ist als Funktion von (x, ff) eine trans- 
zendente Primfunktion mit einer O l -Stelle (x v i/j) und einer oo l -Stelle 
(x 0 , y 0 ) und mit wesentlich singulären Stellen im Unendlichen. 

Hieraus folgt weiter der Satz: 

Jede algebraische Funktion li{x, y) läßt sich als Produkt von Prim- 
funktionen P{x\ x lt x Q ) darstellen, gebildet mit den Koordinaten der 0 l 
und oo l - Punkte von li(x, y). 

Sind nämlich wieder (tf, yf) und (x t , y,) (i— 1,...,») die 0 1 und 
oo 1 - Punkte von ß(a?, y), so erhält man die Darstellung 

m m 

1=1 1=1 

wo (a, ß) ein beliebiger Punkt ist, nur verschieden von den (x^, yf) 
und (x„ y t ). Hierbei sind die Integrationswege zwischen den Paaren 
( x o> Vo) un d (x t) tfi) i n bestimmter Weise zu wählen. Werden sie be- 
liebig gewählt, so tritt zu dem Produkt der rechten Seite noch ein 
von (x, y) abhängiger Faktor hinzu von der Form e fu( * ,s ' ) , wo io(x, y) 
den allgemeinen Periodizitätsmodul des Integrals W*^ bedeutet. 

Man beweist die Gleichung (19), indem man statt des Integrals 
durch Zufügung eines allgemeinen Integrals erster Gattung das 
Normalintegral für das der Satz der Vertauschung von Parameter 

und Argument gilt, einführt und die bekannte Formel 1 ) anwendet: 

M m m 

1=1 1-1 <=1 

die den Logarithmus von E(x, y) durch eine Summe von Normal- 
integralen 3ter Gattung darstellt. Dabei kommt das Abelsche Theorem 
(12) für Integrale erster Gattung zur Anwendung. 

Darstellungen der Form (19) sind zuerst von Weierstraß*) ge- 
geben worden. Die von ihm benutzte Primfunktion E(x; x v x 0 ) hängt 
noch von p willkürlichen Punkten {a h , b h ) <**=i,...,p) ab (vgl. Nr. 4), 
in denen E(x; x v x 0 ) wesentlich singulär ist. Die hier benutzte Prim- 
funktion P(x; x v x 0 ) ist insofern einfacher, als ihre wesentlich singulären 
Punkte in die unendlich fernen Punkte der Verzweigungsfläche fallen. 

1) H. Stahl, Theorie der Abelnchen Funktionen (1896) S. 146. 

2) Weierstraß I.e. S. 377. 388. 390. 
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7. Verallgemeinerungen. — Für den Fall, daß F(x, y) — 0 höhere 
Singularitäten und R (x } y) Unstetigkeiten höherer Ordnung besitzen, 
gelten ähnliche Betrachtungen und Formeln. Man ersieht dies bereits 
aus dem nächst einfachen Fall, auf den auch Herr Fields 1 ) seine 
Beweise der Sätze ausgedehnt hat. Die Gleichung F(x, y) = 0 be- 
sitze r vielfache Punkte (mit getrennten Tangenten oder getrennten 
Blättern) ct lt . . ., « r bez. von der Ordnung p t , . . p r , und es sei 

r 

p = %^Q k (<f k — 1)- Dann ist das Geschlecht p bestimmt durch die 
Gleichung 

(21) - * + -1)(h- 2). 

Die Funktion R(x, y) habe m Unendlichkeitspunkte X lt ... t X m bez. von 

m 

der Ordnung p if . . ,/i m , und es sei « = y^V/f*, — 1)- Bedeutet r(:r-, a) 

wieder den Ausdruck (2), so wird die Funktion R(x, y) dargestellt 
durch den Ausdruck 

r m 

(22) R(x, y) =2A k [T(x; a k )) +2fr[r(*; *fl + B 0 . 

Hier sind aber die A k und J?, nicht konstante Faktoren, sondern 
Operationssymbole, nämlich 



(23) 



Die Zahl der Koeffizienten a, fi in ist = |p t (p* — 1) und die 
Gesamtzahl der a tth gleich p. Die Zahl der Koeffizienten b ltl in 
ist = \p t (ii { — 1) und die Gesamtzahl der b ttl gleich p. Für die 
Bedingungsgleichungen gilt folgendes. Seien <P lt . . ., O f p linear- 
unabhängige adjungierte Funktionen vom Grade n — 3, d. h. Funktionen, 
die den Gleichungen genügen: 

und jrj, . . . • p nicht adjungierte Funktionen vom Grade n — 3 ; unter 
1) Fields, Journal für Math. 124, 179 flF. 1U02. 
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eich und von den 4> h linear-unabhängig. Dann bestehen ähnlich dem 
früheren die /) Gleichungen: 

(25) 2^4(4] - 0 <*=' " 

und die q Gleichungen 

r m 

(26) y^bui^ - -^teton & 

Setzt man nun 

*k-JU - 1, ., f ); (fJfä'lTto «,)] = T,(m), 

ferner 

und bezeichnet man die Determinante der w i( mit M und die nach 
m 0 genommene und durch 3/ dividierte Unterdeterminante mit M ijy 
so erhält man 

(27) R(x, y) -2 xj] + B a , 
wenn X(x\ *,) den Funktionalausdruck bedeutet: 

(28) X(x; xj — T(x; «,) J«l (l W 7». 

. = 1 >=1 

Diese Funktion *(#; hat nun ganz ähnliche Eigenschaften wie in 
dem früheren einfachen Kall und führt genau wie früher zu dem 
Integral ;5ter Gattung W** t dem Integral 2ter Gattung r* ,x ° und der 
Primfunktion P(x\ x ly x 0 ). 

Man übersieht bereits, daß und wie sich diese Formeln und ihre 
Beweise ausdehnen lassen auf andere Singularitäten von F{x, y) = 0 
und andere Unstetigkeiten von Ii(x, y). Man hat wieder die Form (22). 
Unter die Punkte (a^ ß k ) sind alle singulären Punkte aufzunehmen und 
in das Symbol A k die Ableitungen nach a k und ß k so weit, daß 
A k \T(x\ a k )] noch endlich bleibt in (a^, ß k ). In das Symbol B t T[(x; a^)] 
sind die Ableitungen nach x t und y t so weit aufzunehmen, als es die 
Unstctigkeit von li(x, y) in (x lf y,) erfordert. Man kann aber auch 
noch Unstetigkeiten von li(x, y) berücksichtigen, die in singulare 
Punkte von F(x, y) =- 0 fallen. Ich teile demnächst an andrer Stelle 
eine ausführlichere Begründung der vorstehenden Formeln und weitere 
Angaben über die Tragweite dieser Darstellungen mit. 
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Ich möchte die Erwähnung des Riemann- Rochgehen Satzes (Nr. 1) benutzen, 
um einige Bemerkungen richtig zu stellen, die sich in der Habilitationsschrift 
von Herrn G. RoBt „Theorie der Riem an n »eben Thetafunktionen" (Leipzig, 
Teubner 1901) finden. Es heißt dort S. III: „Diese Theorie enthält noch wesent- 
liche, von den bisherigen Bearbeitern nicht bemerkte Lücken, und es hat dies 
seinen Grand darin, daß die Möglichkeit des Auftretens von Punktsystemen mit 
speziellem Charakter übersehen worden ist. Die vorliegende Arbeit bezweckt, 
die in der Theorie der Riem annseben Thetafunktionen noch vorhandenen Lücken 
auszufüllen." Auffallend ist, daß Herr Rost auf seinen Hauptzweck, nämlich anf 
die Untersuchung jener übersehenen speziellen Punktsysteme in seiner Arbeit mit 
keinem Wort mehr zurückkommt. Er gibt nur ein dem byperelliptischen Fall 
entnommenes Beispiel (l. c. S. 63, Anm. 6). Es ist nicht schwer zu sehen, daß 
die ihm vorschwebenden speziellen Punktsysteme sich einfach aus dem Umstand 
erklären, daß im Riemann- Roch sehen Satze bei einer algebraischen Funktion 
Mix, y) der witen Ordnung die Eindeutigkeit in der Bestimmung der p letzten 
0'- Punkte aus den übrigen 0 1 - Punkten und den m oc 1 - Punkten aufhören kann, 
wenn man die m—p ersten 0'- Punkte nicht allgemein wählt (vergl. Anm. zu Nr. I i. 
Ich habe diese Bemerkungen übrigens Herrn R. schon im Jahre 1901 mitgeteilt. 
Nach dem Vorstehenden dürfte auch das Referat von Herrn Krazer (Jahrbuch 
über die Fortschritte der Mathematik Bd. 32, S. 458) und ebenso die Bemerkung 
in seinem Lehrbuch der Thetafunktionen (Leipzig, Teubner 1903) 8. 436: „daß die 
Mängel, welche früheren Darstellungen von v. Dalwigk, Stahl und Christoffel 
anhaften, durch Herrn Rost eingehend kritisch beleuchtet seien", als wenig zu- 
treffend erscheinen. Was Herr Rost bez. des Riemann-Rochschen Satzes 
und der zugehörenden Sätze über das Verschwinden der Thetafunktion gibt, sind 
„übrigens leicht ersichtliche Änderungen, welche die Gleichungen dieser Sätze 
im Falle mehrfacher Null- und Unendlichkeitspunkte einer Funktion f(x, y) 
(Quotient zweier Integranden erster Gattung) zu erfahren haben", wie Herr 
Krazer in seinem Lehrbuch S. 416 Anmerkung richtig bemerkt. 



Über das Problem, eine Fläche IL Grades in einem der 
Gestalt nnd Größe nacli gegebenen Kegelschnitte zn schneiden. 

Von W. Ludwig in Braunschweig. 

1. Einleitung. — Die Ebenen, die ans einer Fläche II. Grades Kegel- 
schnitte ausschneiden, die einem gegebenen Kegelschnitt kongruent 
sind, bilden eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, einen Torsus; 
solcher Torscn gibt es, entsprechend der Anzahl der nach Gestalt und 
Große verschiedenen Kegelschnitte, bei derselben Fläche II. Grades ein 
doppelt unendliches System. Dieses Torsensystem nun hat M. Krewer 
in einer mit dieser gleich betitelten Abhandlung 1 ) im 12. Bande der 

1) Sie ist hervorgegangen aus einer Preisarbeit, die Herr F. Schur, wie ich 
seiner gütigen Mitteilung verdanke, in Dorpat kurz vor Beinern Fortgange von 
dort gestellt hat. 
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zweiten Reihe dieser Zeitschrift (1894) mittels einer auch in der Theorie 
der Flächen IV. Ordnung gebrauchten Transformation auf einen bekannten 
Bündel von kubischen Raumkurven abgebildet, um aus diesem Kriterien 
dafür abzuleiten, ob ein gegebener Kegelschnitt auf einer gegebenen 
Fläche II. Grades reell möglich ist oder nicht; jedoch ist die Untersuchung 
nicht so einfach und anschaulich durchgeführt, wie es möglich ist, und 
demgemäß sind auch die erhaltenen Kriterien unübersichtlich und 
praktisch unbrauchbar. Deshalb soll im folgenden das Problem mit 
Hilfe derselben Abbildung nochmals behandelt werden, obwohl inzwischen 
wenigstens für das Ellipsoid die gesuchten Kriterien von Herrn 
Georg Diem 1 ) aufgestellt worden sind. 

2. Die analytische Formulierung des Problems. — Wir denken uns 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem und in ihm die vorgelegte Fläche 
H. Grades durch die Gleichung 

(1) F & aX» + b Y* + cP - 1 = 0 

gegeben, indem wir uns vorläufig auf die allgemeinen zentrischen 
Flächen H. Grades beschränken. Die Fläche schneiden wir mit einer 
Ebene, deren Gleichung 

(2) UX+ VY+ WZ- 1 

laute und als deren Koordinaten wir U, V } W verwenden wollen; die 
Schnittkurve bestimmt sich in folgender Weise'): Die Ebene (2) nehmen 
wir zur jc^- Ebene (j = 0) eines dem X YZ- System kongruenten 
Jüj- Koordinatensystems, dessen j -Achse durch den Ursprung jenes 
gebe; setzen wir dann abkürzungshalber 

(3) CP + F« + W\ 

so haben wir die Koordinatentransformationsformeln: 

*-a+fii+fii+7Bi, 

1) Über Ellipsen auf einem Ellipsoid, deren Achsen gegebenen einfachen 
Bedingungen genügen, insbesondere über kongruente Ellipsen. Dissertation, 
München 1898. Seite 28. 

2) Vgl. F. Schur, Lehrbuch der analytischen Geometrie, Leipzig 1898, § 22. 
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Jetzt ist die Schnittkurve durch die Gleichungen 

«J f + »ü' + 2 Gr^ + 2S) E + 2 (Sq + 5-0, g = 0 
gegeben, wobei 

* - a/J + ftp* + e*}, 3) - ~ (a/ t 17 + &fc F+ «Ä, F), 

© = a/1 + 6tf + ch\ , S - * (a/ , U + bg t V + ch s W) , 

« - «A/i + tfkft 8 - fii («^ + + - 1 ; 

ist sie zunächst ein zentrischer Kegelschnitt mit den Halbachsen A und 
B und mit der Diskriminante A, so bestimmen sich A und B durch 
die Gleichungen 

U\ 1 J. 1 («g- «*)(« + ») M.*\ f (* + »)! 

und 



(5) 



A beU* + caV* + qfrTT'- atc * 
va) bcU' + caV' + abW _ * 

«r . « _ ( 6 + c > ^ + (c + q)F» + (a + 6)W" V 



in denen wir 0, X, 3? als Abkürzungen eingeführt haben. Unser 
Kegelschnitt ist nun einem gegebenen zentrischen Kegelschnitt kongruent, 
wenn die Gleichungen 

erfüllt sind, in denen die Größen r und 8 sich aus den Achsen des 
gegebenen Kegelschnittes den Gleichungen (6) entsprechend berechnen. 
Da umgekehrt 

(6 a) A* = * + V* (8 f B* — * — — *) 

ist, sehen wir, daß wir nur reelle Werte von r und s, und auch diese 
nur zum Teil, werden in Betracht zu ziehen haben; es ist nämlich 
bei einer reellen Ellipse: 

r>0, 4^s<oo, 

bei einer Hyperbel, die im stumpfen Winkel ihrer Asymptoten liegt: 

r>0, s<0, 

bei einer Hyperbel, die im spitzen Winkel ihrer Asymptoten liegt: 

r<ü, 6<0, 
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Bei der gUichseUiyen Hyperbel ist r — s = 0 und bei der Parabel, die 
sich dadurch hier einordnet, daß für sie erstens — CS* = 0 ist und 
daß zweitens A und ß so unendlich geworden sind, daß der Parameter 

p = -j endlich bleibt, ist r — 0, s ■= oo. In diesen beiden Fällen ist 

die Größe des Kegelschnittes nicht durch r und s bestimmt, aber es 
werden sich ungezwungen Mittel finden, die uns auch diese Fälle zu 
erledigen gestatten. Andere besondere Werte von r und s fuhren zu 
Ausartungen und können außer Acht gelassen werden. 

Die Bedingungen nun, die gleichzeitig von den Ebenen (CT, V, W) 
erfüllt werden müssen, die durch ein Wertepaar r, s der Gestalt und 
Größe nach gegebene Kegelschnitte aus der Fläche (1) ausschneiden, 
lauten gemäß den Gleichungen (4), (5), (G) folgendermaßen: 

(7) II r ^r $Ä-Xy-0, K, = s- XSl- *F»=0; 

die Ebenen bilden deshalb einen Torsus, der den beiden durch die 
Gleichungen .(7) dargestellten Flächen IV. Klasse gemeinsam ist und 
der in zwei Torsen zerfällt; der eine davon ist durch W =» 0, & *- 0 
bestimmt und scheidet aus unserer Betrachtung aus, da er aus lauter 
imaginären Ebenen, Berührungsebenen des unendlich fernen imaginären 
Kugelkreises, besteht; dagegen haben wir die Aufgabe, zu untersuchen, 
wann der übrig bleibende Torsus XIL Klasse reelle Ebenen besitzt. 

3. Abbildung des erhaltenen Systems von Torsen XII. Klasse auf 
eitlen Bündel von kubischen liaumkurven. — Die von uns eingeführten 
Ausdrücke <£, X, V, Sl haben einfache Bedeutungen; setzen wir sie 
nämlich gleich 0, so erhalten wir die in Ebenenkoordinaten geschriebeneu 
Gleichungen der Fläche (l) und dreier unendlich fernen Kegelschnitte, 
und zwar ist, wenn wir kurz das durch eine Gleichung 3 — 0 dar- 
gestellte Gebilde mit 3 bezeichnen, X der unendlich ferne Kegelschnitt 
von 0 und Sl der unendlich ferne imaginäre Kugelkreis, während *P 
die acht Tangenten berührt, die X und Sl in ihren Schnittpunkten 
haben (das letzte folgt daraus, daß der durch X und Sl in der un- 
endlich fernen Ebene bestimmte Kegelschnittbüschel in den homogenen 
Geradenkoordinaten U : Vi W die Gleichung X :+ x »f» + x s Sl - 0 hat). 

Unsere vier Flächen II. Klasse: 

0 = 0, X^O, »P-0, & = 0 

bestimmen nun ein lineares System III. Stufe von Flächen II. Klasse 
dessen Gleichung wir in der Form 

u JP rßn+y W- - 1 
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schreiben können, in der u, ß, y veränderliche Parameter sind. Mit 
seiner Hilfe bilden wir den Raum Z, in dem wir bisher gearbeitet 
haben, so auf einen andern Kaum ff' ab, wie es für den dualen Fall 
Herr Th. Reye in seiner „Geometrie der Lage" im 3. Band der 3. Auf- 
lage, Seite 142, schildert: Wir denken uns in ff' dasselbe Koordinaten- 
system wie in Z", nur daß wir die Koordinaten mit x' , y', z' , bezw. mit 
u, v, w bezeichnen, und ordnen jeder FJäche des obigen Systems den 
in bezug auf sie der Ebene u' = r' = w' = 1 zugehörigen Pol zu; da 
dessen Gleichung 

au' -f ßv' + yw' — 1 

ist, drückt sich die Beziehung der Ebenen der Räume H und ff' folgender- 
maßen aus: 

ip = u ', v* = v', W* — w'. 

* 

Der Anschaulichkeit halber ersetzen wir noch den Raum ff' durch den 
zu ihm in bezug auf die Einheitskugel polaren Raum ff, in dem die, auf 
dieselben Achsen bezogenen, Koordinaten mit x, y, z, bezw. u, v, w be- 
zeichnet seien. So erhalten wir die Abbildung: 

(8) ZT* = F f -y, W* = #; 
durch sie gehen die Ausdrücke <P, X, % Sl über in 

cp = lex + cay + abz — abc, 
X = bex + cay + abz, 

(9) * = (b + c)x + (c + a)y + (a + b)z, 

«pssg +y+z 

und die Gleichungen (7) in 

(10) ic r = r • <pa — 1$ = 0, x t = s • %a — ty* — 0. 

Die Bilder der beiden Flächen IV. Klasse TI r und K t sind also die 
beiden Flächen H. Grades jr r# und x t , und das Bild des jenen gemeinsamen 
Torsus XII. Klasse ist die diesen neben der Geraden # = 0, © = 0 ge- 
raeinsame kubische Raumkurve, die wir mit IL . bezeichnen. Wir 
haben auf diese Weise das System von Torsen XII. Klasse durch ein 
viel bequemer zu behandelndes System von kubischen Raumkurven er- 
setzt. Vermöge der Transformationsgleichungen (8) stellt sich auch 
die Frage nach der Realität der Torsen sehr einfach dar: Ein Torsus 
besitzt reelle Ebenen, wenn die zugehörige Ii ri , in den positiven Oktanten 
des xyz- Koordinatensystems eintritt. Jedoch wollen wir, ehe wir uns 
dieser Hauptfrage zuwenden, noch einige Worte über das System der 
■^r, $ sagen. 
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i. Der Bündel der kubiscJien Raumkurven R r t . — Die vier Ebenen 

Jl-O, *-0, « = 0 

bilden ein Tetraeder, dessen eine Ecke, (jj, V, ©), der Ursprung unseres 
Koordinatensystems und dessen eine Kante, g /, unendlich fern ist. Die 
Flächen jr r sind hyperbolische Paraboloide und bilden einen Büschel, 
dessen Grundkurve sich aus den vier Geraden <px f <pij>, 0%, ärp zu- 
sammensetzt. Die Flächen x, sind Kegel II. Grades, deren Scheitel 
der Koordinatenursprung ist, und berühren sämtlich die Ebenen % und 
o längs ihren Schnittgeraden mit bilden also eine sogenannte 
Büschelschar. Hieraus folgt, daß die Kurven R r , im Koordinaten- 
ursprung die Gerade ipä zur Tangente und die Ebene o zur Schmiegungs- 
ebene haben, während sie im Punkte (<jp, %, 4>) die Gerade <px berühren 
und die Ebenen <p oskulieren; sie bilden also einen Büschel von 
kubischen parabolischen Hyperbeln, die das Tetraeder ^, o) in 

derselben Weise zum Schmiegungstetraeder haben. Solche Bündel sind 
bereits eingehend untersucht worden. 1 ) 

In unserm Bündel bestimmt (mit gewissen Ausnahmen) jedes Werte- 
paar r, s umkehrbar eindeutig eine Kurve R r t \ die Kegelschnitte also, 
die eine Eigenschaft besitzen, die man durch eine Beziehung zwischeu 
r und s ausdrücken kann, werden repräsentiert sein durch die Punkte 
einer Fläche, die von oo l Kurven R r t erfüllt ist. So führen uns ins- 
besondere die Kegel x t (s =» const.) zu den Ebenen, die aus der gegebenen 
Fläche II. Grades Kegelschnitte ausschneiden, die einem gegebenen 
ähnlich sind. 3 ) 

Die Flächen % T haben nur die Bedeutung für uns, daß die Be- 
dingung r = const. die einfachste ist, die mit der Bedingung s = const. 
die Gestalt und Größe eines Kegelschnittes festlegt; für die Fälle der 
gleichseitigen Hyperbel und der Parabel, in denen die Vereinigung 
dieser beiden Bedingungen versagt, ersetzen wir den Büschel der jr r 
durch zwei andere möglichst einfache Flächenbüschel, nämlich durch 
die beiden Büschel von Kegeln IU. Ordnung, deren Gleichungen 

(11) - m ■ x 3 - 0, (12) qpw 2 - n -ti>* = 0 



1) R. Sturm, Journ. f. Math. 79 u. 80; Math. Ann. 20 u. 28. E. Heinrichs, 
Über den Bündel derjenigen kubischen Kaumkurven, welche ein gegebenes Tetra- 
eder in derselben Art zum gemeinsamen Schmiegungstetraeder haben; Dissertation, 
Münster 18*7. M. Stuyvaert, Surfaces algeb riques engendrees par des courbes 
du II. et III. ordre, Dissertation, Gent 100*2 (worin weitere Literatur angeführt ist.) 

2) Vgl. W.Ludwig, Über die Ebenen, die aus einer Flache II. Grades 
einem gegebenen Kegelschnitt ähnliche Kegelschnitte ausschneiden; Dissertation, 
Breslau 1898. 
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sind 1 ), und untersuchen die zu unserem Bündel gehörigen ebenen 
Kurven III. Ordnung, die diese Kegelbüschel mit dem in die Doppel- 
ebene V entarteten Kegel x 0 , bezw. mit dem in das Ebenenpaar %, ra 
zerfallenen Kegel x x gemeinsam haben; es sind dies die in ^ liegenden 
Kurven J R 0 , W und die in % liegenden Kurven B m9te 

Für die Punkte eines durch die Gleichung (11) oder (12) definierten 
Kegels ist nach (10) 

~~ i = wj , bezw. — ^ w 

und deshalb nach (6) für die durch sie gelieferten Kegelschnitte 

A*B* 

A % J? = m, bezw. , = n. 

Die erste Bedingung bestimmt bei positivem m flächengleiche Ellipsen*), 

bei negativem m aber Hyperbeln, bei denen der konstante Inhalt des 

von den Asymptoten und einer beliebigen Tangente begrenzten Dreiecks 

einen gegebenen Wert hat; deshalb ist bei einer gleichseitigen Hyperbel 

(B — A • Y— l) im = — A* zur Bestimmung ihrer Größe geeignet. Die 

zweite Bedingung geht, wenn es sich um eine Parabel handelt, wenn 

B* . 

also A und B so unendlich werden, daß der Parameter p= . endlich 

bleibt, Über in p* — n und definiert uns ebenfalls die Größe der 
Parabel (wir kommen hierzu auch unmittelbar von den Gleichungen 
(5) aus, weil eine Parabel durch 

«e-<p-o, p»-^ 

d. h. durch 

X = 0, 0ß J -p ! r = O 

vollständig bestimmt ist). Die Parabel ist nur reell, wenn n > 0. 

5. Der Gang der liealitätsuntersucJiung. — Wie am Ende von Nr. 8 
gesagt wurde, ist die Frage, ob ein durch ein Wertepaar r, s gegebener 
Kegelschnitt auf der vorgelegten Fläche U. Grades reell möglich ist, 
identisch mit der Frage, ob die zu demselben Wertepaar r, s gehörige 
kubische Raumkurve R ft , in den positiven Oktanten des Koordinaten- 
systems eintritt. Dafür, daß das geschieht, ist die Vorbedingung, daß 
der Kegel x„ auf dem Ii r t liegt, und dessen Scheitel der Koordinaten 
Ursprung ist, Kanten hat, die im positiven Oktanten (und in seinem 
Scheiteloktanten) verlaufen. Da x t durch die projektiven Ebenenbüschel 

(13) s% + I1> - 0, i> + Ito = 0 

1) Vgl. Heinrichs, a. a. 0. Seite 38. 

2) Vgl. Diera, a. a. 0. Seite 13 u. 14. 

Archi» der Mathamatlk und Physik III. Roihe. XII. 15 



Digitized by Google 



226 W. Li dwiq: 

erzeugt gedacht werden kann, entspricht jeder seiner Kanten eindeutig 
ein Wert des Parameters A; auf ihr ist 

x : y : z 

= (c - b)(k* + ask + a 2 s) : (a - c)U 8 4- + b*s) : (b - o)(A f + csA + c*s), 

und es handelt sich somit darum, ob es auf x t ein oder mehrere 
Intervalle von k gibt, für die 

, (c - />) ■ (A s + ask + a 8 .s), (a - c) ■ (X* + bsk + b's), 

( 14) 

l(2> — «) • (A 2 + csk -f- c 2 *) gleiches Vorzeichen haben, 

und welches die untere Grenze k u und die obere Grenze A„ jedes dieser 
Intervalle sind. 

Haben wir nun ein solches Intervall (A„ £ k <^ Aj festgestellt, so 
müssen wir des weiteren noch untersuchen, ob auf den zugehörigen 
Kegelkanten die Punkte der li r t im positiven Oktanten selbst oder in 
seinem Scheiteloktanten liegen. Das geschieht am einfachsten dadurch, 
daß wir die Punkte der Jt r , uns in die Kanten von x J eingeschnitten 
denken durch Ebenen, deren jede immer nur den einen der beiden 
fraglichen Scheiteloktanten, aber niemals beide zugleich durchsetzt, 
also z. B. durch Ebenen, die zur Ebene CO parallel sind; dann ist aus 
diesem Parallelebenenbüschel jeder Kante k von x, eine Ebene zugeordnet 
(die umgekehrt zu drei Kanten gehört), und ihre Gleichung erhalten 
wir folgendermaßen: Nehmen wir zu den Ebenenbüscheln (13) noch 
den zu ihnen projektiven Büschel 

(13a) r <p + k x = 0 

hinzu, so ist vermöge der Gleichungen (10) li r s der Ort der Schnitt- 
punkte je dreier zusammengehörigen Ebenen aus diesen drei projektiven 
Büscheln; mit Hilfe der aus (9) folgenden Identität % = qp + abc ergibt 
sich aus (13) und (13a) durch Elimination von <p,z>4' sofort die ge- 
suchte Gleichung 

/1CA abers ~ , , abers 

< 15 ) *-*Ffä)-° oder x + y +*-i-^+ir 

Damit diese Ebene in den positiven Oktanten eintritt, muß 

(16) > 0 

sein; also lautet unser Problem jetzt so: Wann gibt es ein Intervall 
* w dem die Bedingungen (14) und (16) erfüllt sind? 
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Zur weiteren Untersuchung müssen wir jetzt die drei Fälle unter- 
scheiden, die bei einer zentrischen Fläche II. Grades möglich sind; 
sie sind: 

I. Ellipsoid: a > b > c> 0. 

II. Einmanteliges Hyperboloid: a > h > 0 > c. 
III. Zweimanteliges Hyperboloid: a > 0 > b > c. 

Durch diese Festsetzungen nehmen die Bedingungen (14) für alle drei 
Flächen die einfachere Form an: 

A J + fisl -f a's und y — A 8 -f csk -f- c s s müssen dasselbe 

Vorzeichen haben, aber ß~k* + bsk + b*s das davon verschiedene. 

Ferner folgt, daß in allen drei Fällen die k eines jeden Intervalls 
(k„ <| k <[ k„) ein und dasselltc Vorzeichen haften; denn die sich für 
k = 0 und A = oo ergebenden Kegelkanten, die Geraden %ty und yto, 
liegen immer außerhalb des positiven Oktanten. 

Bei jeder dieser drei Flächen sind dann noch die sich auf den 
Kegelschnitt beziehenden drei Fälle zu unterscheiden, nämlich (vgl. Nr. 2): 

1. Ellipse: r > 0, s ^ 4. 

2. Stumpfe Hyperbel: r > 0, s < 0. 

3. Spitze Hyperbel: r < 0, s < 0. 

Da die Kombinationen I 2 und I 3 von vornherein fortfallen, erhalten 
wir 7 Fälle; und zwar ist die Bedingung (16) erfüllt: 

in den Fällen I 1, II 2, IH 1, III 3, wenn r + k > 0, und in 
den Fällen II 1, II 3, III 2, wenn r + k < 0 ist. 

Das heißt: Die Bedingung (16) ist für ein Intervall (k u <,k<L k 0 ) 
erfüllt in den Fällen II, II :i und Uli, nenn entweder k u > 0 oder 
k a < 0 und zugleich \k 0 \<r ist; in den Fällen III und III X, wenn 
k v < 0 und zugleich k u > r ist; im Falle II 3, wenn entweder A„<0 
oder k u >0 und zwar k u < |r| ist; im Falle III 3, wenn k u >0 und 
zugleicli k u > |rj ist. 

6. JDi'e Ellipsen auf dem Ellipsoid. — Wir gehen jetzt daran, die 
Realitätsbedingungen im einzelnen aufzustellen und zwar zuerst für den 
Fall I 1. Da es sich dabei um die Vorzeichen von a, ß, y handelt, 
brauchen wir die Nullstellen 1 ) dieser drei quadratischen Funktionen 
von k. Die Nullstellen von a sind 

K, = -\ac', a;; = -± 0 *", 

1) Diese Nullstellen sind die Werte von i, die die Schnittkanten des Kegels 
x* mit den Koordinatenebenen liefern; das ist der geometrische Grund ihres Auf- 
tretens an dieser Stelle 
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worin 

= « + \y s (s-4)\, <s"~ s- tysis -4)|; 

da für A - |(A'„ + ^ - - i«s « = - «(« - 4) ist, sehen wir, daß 

für alle reellen Werte von s, die nicht zwischen 0 und 4 liegen, a negativ 
ist, wenn k dem von k' u und A'J Itegrenzten Intervall angehört, sonst aber 
positiv. Genau dasselbe gilt für ß und y, deren Nullstellen wir mit 
k' lif k"i und X'y, k" Y bezeichnen. 

Wenn wir 8 von 4 bis oo wachsen lassen, wächst tf' stetig von 4 
bis oo, wahrend <?" stetig von 4 bis 2 abnimmt; also haben wir dabei 
immer 

*' > *" > 0; 

deshalb ist im Fall I 1 

k'„<k:<o, q<x;<o, a;<a';<o. 

Wir suchen nun ein Intervall (A M ^ X ^ k u ), für dessen A u und j' 
dasselbe, von dem Vorzeichen von ß verschiedene Vorzeichen haben; 
also muß dieses Intervall entweder sowohl zwischen k'„ und k", als auch 
zwischen k' y und k" n nicht aber zwischen k'i und kZ begriffen sein oder 
ganz zwischen k'i und A" liegen und von den beiden anderen Null- 
stellenpaaren ausgeschlossen sein. £s ist nun in unserm Füll 

a;<a;<a; und k:<k';<k f ; f 

und deshalb ist nur die zweite Möglichkeit denkbar; das heißt: 

Unter der Vorbedingung, daß kü < ky ist, ist k u der größere der 
beiden Werte A« und A^ und k u der kleinere der beiden Werte A ; ' 
und kl'. 

I" 

Da nun A" und ky negativ sind, ist A" < A>', sobald " > 1 ist, 

r 

und das ist der Fall, wenn 4 < s < - — " ; denn es ist ~ = - • ° . 

7 — Cd ' 1.. C ö 

= a — 1) und nimmt deshalb stetig von - bis 0 ab, wenn s von 

c c 

. , ^" 

4 bis oo wächst, wobei dem Werte s =* "* ■— der Wert = 1 ent- 
' ca X' y 

spricht. Ganz ebenso finden wir, daß JLjl ^ k' r) wenn 4 ^ s ^ - - > 
und daß ky < A^', wenn s> ^ ^ »st. Ziehen wir dann noch in Be- 
tracht, daß es für die Erfüllung der Bedingung (16), da die A negativ 
sind, auf die obere Grenze k ü ankommt, und ferner, daß beim EUipsoid 

(c 4- o)" (6 + C)* (a — b) (o 6 — c») 



ca bc abc 
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al8 ° (c + «)> <6_+c)" 

ca bc 

ist, so haben wir folgendes Resultat: 

Sollen auf unserem Ellipsoid die durch ein Wertepaar r, s gegebenen 
Ellipsen reell möglich sein, so muß entweder 

iZ'ZHf, '>!>"" 

oder 

— *~ < 8 ^ ~~cä~ > r > > ctf 

sein. 1 ) 

Hat das Ellipsoid die Halbachsen 8, 33, (£,') so daß 
ist, und die Ellipse die Halbachsen A, B, so daß nach (6a) 

ist, so gehen die Bedingungen r > \bö", r > \cö' ohne weiteres über 
in B < 33, yi < ß und vermöge (6) jede Bedingung s 1 5 <! s, in 

A. Ii i? 

setzen wir + ^ = j^ 1 ^ betrachten wir 17 als Funktion von |, 

so kommt es hier nur auf den Zweig rj = \ (£ — J y^' — 4 ) an, der stetig 
von 1 bis 0 abnimmt, wenn £ von 2 bis 00 wächst; mithin folgt, sobald 
s l J> 4 ist, aus der Bedingung s 1 ^s^s i : 

i (i f^i-iv*- J|) £2 ^ t(iy%i - 1 v*- ~* 0. 

Hiernach können wir das gewonnene Resultat auch so 3 ) ausdrücken: 

SoUen auf einem FMipsoid, dessen Halbachsen St < 33 < (5 sind, 
reeüe Ellipsen von den Halbachsen A> B liegen, so muß entweder 



1} (6 £ C C)1 ' " C ca 0 ' ' ( ° tl!^ 8ind dieWerte von *• f,lr die die ^hörigen 
Kegel x gerade durch die x-, bezw. y-, bezw. z- Achse des Koordinatensystem» 
gehen; darin liegt der geometrische Grund für die Rolle, die sie spielen. 

2) Wir brauchen hier und im folgenden % 18, CS in anderer Bedeutung als 
in Nr. 2. 

8) Vergl. G. Diem a. a. 0. S. 28. 
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oder 

|^2^1 und B<® 

sein. 

Wenn wir alle einander ähnlichen Ellipsen als „eine Art' bezeichnen, 
so gibt es auf unserem Ellipsoid für jede Art eine oder mehrere größte 
Ellipsen, für die A = (S, bezw. B = 93 ist. Für diese Ellipsen ist 
r — — X' Y , bezw. r A", d. h. r + X = 0; die Ebene (15) geht dem- 
nach in die unendlich ferne Ebene über, und die Ebenen der „größten" 
Ellipsen werden in unserer Abbildung (8) durch die unendlich fernen 
Punkte der Kanten der Kegel x, dargestellt, die durch X = X' Yy bezw. 
X = X'i bestimmt sind und deshalb in der xy-, bezw. ex- Ebene des 
Koordinatensystems liegen; sie bilden also die Ebenenbüschel um die 
2-Achse und um die y-Achse des Koordinatensystems, denen ja vermöge 
(8) die unendlich fernen Geraden der xy- und der #;r-Ebene entsprechen. 
Da jedem Punkt dieser Geraden zwei Ebenen aus dem zugehörigen 
Ebenenbüschel zugeordnet sind, haben wir hiermit gefunden: 

Auf dem Ellipsoid gibt es von jeder reell möglicJien Art von Ellipsen 
zwei größte Ellipsen (die einander kongruent sind); die Ebenen aller 
dieser größten" Ellipsen bilden die Ebenenbüschel um die größte und 
um die mittlere Achse des Ellipsoides. 

(Fortsetzung folgt.) 



Über Aufnahme von Wechselstromkurven 
durch Oszillographen und ihre Analyse. 

Von E. Orlich in Charlotten bürg. 
(Schluß.) 

III. Harmonische Analyse der Wechselströme. 

Ist die Kurve eines Wechselstromes auf experimentellem Wege 
gefunden und gezeichnet, so handelt es sich nun darum, die Fourier- 
sche Reihe zu finden, welche diese Kurve darstellt. Dafür sind die 
verschiedensten Methoden und Apparate angegeben worden; letztere 
werden als harmonische Analysatoren bezeichnet. 

Im folgenden soll ein Weg gezeigt werden, durch den man auf 
verschiedene Methoden der Analyse kommt. 
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Die zu analysierende Kurve ist darstellbar durch eine Fouri er- 
sehe Reihe von unendlich großer Gliederzahl: 

(10) y = JiX nnkni + cosA-ra«. 

*= i i = i 

Hat man es nicht mit einem reinen Wechselstrom zu tun, d. h. ist die 
gesamte innerhalb einer Periode transportierte Elektrizitätsmenge nicht 
gleich Null, so tritt noch ein konstantes Glied S9 0 auf, d. h. über den 
reinen Wechselstrom ist ein Gleichstrom gelagert. Man rechnet in 
diesem Falle einfach alle Summen von A = 0 an. Die folgenden For- 
meln werden hierdurch nur unwesentlich verändert. 

Eine weitere Beschränkung wird dadurch eingeführt, daß in der 
Reihe (10) nur Glieder ungerader Ordnung vorkommen (k ungerade). 
Dieser die Praxis allein interessierende Fall tritt ein, wenn Ordinaten, 
die einen Abstand von einer halben Periode haben, einander gleich 
sind, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben, d. h. wenn positive und 
negative Kurvenhälfte einander spiegelbildlich gleich sind. 

Wir teilen nun vom Anfangspunkt der Koordinaten aus auf der 
Abszissenachse eine Periode t in p Teile und messen die Längen y v 
&>••• V P der m den Teilpunkten errichteten Ordinaten ab. Dabei ge- 
höre die Ordinate y x zur Abszisse h^p*' Diese zusammengehörenden 
Werte y x und t x müssen aber die Gleichung (10) befriedigen, d.h. 

(10a) ^-^^ sin k a *a + 2* ®* C08 

Sei nun y eine ganze Zahl, die zunächst noch unbestimmt ge- 
lassen wird, so werde gebildet 1 ): 



sin 5,. 



1) Für das Folgende ist eB nützlich, sich an folgende Formeln zu erinnern: 



. pa , p-f 1 
sin ' sin ' a 
2 2 

sin ia = 

a 

sin - 
2 

Bm r. cos— ^— « 

cosio= 

u 

¥ 
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Dabei ist: 



2xkl 2nyl 



i «.[co. 2 * 1 (* -,)- co 8 ^ (* + r)] 

-m^ : 



«4- 1 

sin * (Jfc — y) cos ^ n{k — y) 



im - — 7 



^ Ai«(|+ y )eM^J-«(* + y) 



sin jt/>£ cos n(p -|- 1)« 
Bin itz 



t = l sin v 1 " 

P 

d. h. sämtliche Summanden werden gleich Null mit Ausnahme der- 
jenigen, in denen auch der Nenner Null wird, wo also - -J y = z eine 
ganze Zahl ist. Mit Einführung dieser Bezeichnung wird: 
9 _ m 'S?iat sin « /)zcog«(p4- I)« 

also 

wo die Summe Aber alle Zahlen s zu erstrecken ist, die einen positiven 
ungeraden Index für 31 angeben. 
Andrerseits ist: 

V Voi 2**'* »*r* 
"^-S i ®* [ 8in T + v) ~ 8in T ^ " y >] 



«in « (y + k) s\n P -±± *(y + k) sin * (y - ft) ain^ *(y - *) 



sin - — 



V t m Binn;jz Bin jtQj 4- l)xr , sin jtpz sin »(/i -\- l)z 



-0. 
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In genau derselben Weise wird die Rechnung durchgeführt für 

Man findet: 

c,-0, 

Ebenso werde die Rechnung wiederholt, nachdem der Koordinaten- 
anfangspunkt um eine Viertelperiode nach vorn verschoben ist; setzt 

man in (10) t -f T statt t, so erhält man: 

a» * + 1 « * - 1 

(10b) * $ k ria*<ot+2j(- 1) 8 WtCOBkat. 

Zur Berechnung der Koeffizienten Sl und 33 stehen daher folgende 
Gleichungen zur Verfügung: 



(11) j 


6 y > em > = 


f 2*.-f 2«. 


(12) i 


V» 2wiy 

/. y, cos — = 


f 2*.+ 1 2*. 


(U.) 


^ «, sin = 


_ * + l _ * + l 

2(- i >~ r ».-s !)"•"». 

k=p, + / kzzpi-Y 


(12a) 







Diese Gleichungen enthalten die Methoden von Fischer-Hinnen 1 ) 
und von Runge. 1 ) 

a) Die Methode von Fischer-Hinnen erhält man, wenn man 
y — 0 setzt. Dann ergeben die Gleichungen (12) und (12a): 



1) Elektrotechn. Zeitsehr. 1901, S. 396. 

2) Zeitechr. f. Math, und Phys. 48, 443, 1903. Diese Methode war zwar 
schon vor Runge bekannt, ist aber von ihm am vollkommensten begründet 
worden. 
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(t in 5 Teile geteilt) 
(t in 9 Teile geteilt); 



234 E. Oruch: 

d. h. für: 

;> = 5 yi+- + Ä-öOB 5 +»„ + ...) 

P = 9 yi +... + ^-9( «,+ ••• ) 
P-S «1,+ 9,+ l.-3(- H 15 + • < .) 

jp — 9 7jH 9( St, )• 

Sind also die Koeffizienten $1 und $8 höherer Ordnung so klein, daß 
man sie vernachlässigen kann, so kann man auf bequeme Weise die 
einzelnen Koeffizienten niederer Ordnung finden. 

b) Methode von Runge. Es sei /) eine gerade Zahl — 2», so 
folgt aus (11) und (12): 



in 

2 



71 Vf. 



-*[*,+ *,+«•+ *„ + 4.+ 
n - y ^* " - Y " 



J^cos"^ - »[® y +® r+ls 4-SB y+4<| -f 



+ «,„_,+ »«„_,+ •••] 



Es mag nun 2« so groß gewählt werden, daß alle Koeffizienten von 
%„ + l und an vernachlässigt werden können. Gibt man y nach- 

einander die Werte 1, 3, 5,...«, so folgt, wenn man wieder statt y 
den Buchstaben Ä* setzt: 



(13) 
(14) 

(14 a) 



i = l 

Sn 



Jfci 



*-(!, ...m- 1) 



COSJtÄ. 



Diese Formeln lassen sich weiter vereinfachen. Es war vorausgesetzt, 
daß Ordinaten, die einen Abstand von einer halben Periode haben, 
einander entgegengesetzt gleich sind. Da nun auf eine halbe Periode 
N Teilpunkte fallen, so ist für diesen Fall 
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und wenn man bedenkt, daß k nur ungerade ist, d. h. cos kx = — 1, 
so folgt 

. *(» + !)* kln k(n + l)n kln 

y,+i 81D „ = vi 8in „ > y„+i c08 n = y,cos n 

Mau kann somit in den Suramen (13), (14) je zwei einander gleiche 
Glieder zusammenfassen und erhält zwei nur über eine halbe Periode 
zu erstreckende Summen: 



m = 2 2 Vi Bin * J,* ) n ®k — 2 ^ Vi cos ** * 

In diesen Summen lassen sich, wenn n' gerade ist, wiederum je 
zwei Glieder zusammenfassen, die gleich weit von dem in der Mitte 

stehenden Gliede (l = *-j entfernt sind. Es ist nämlich: 

. k(n — l)n . kln 

sin — — gm 

n n 

k(n — l)n kln 
C08 = — COS 

fl H 

Daraus ergibt sich: 



(15) »«, - 2 £ ( Vl + y..,) »in + 2y. sin * 



TT 

2 



(16) «SB, - 2 2 (9,-,.. ,) co» - 2», 



/ = 1 



Diese Formel mag durchgerechnet werden für den Fall n = 12 

(Halbperiode in 12 gleiche Teile geteilt). * entspricht also 15°. 

Man schreibe die Werte der 12 Ordinaten in der folgenden Weise 
untereinander und bilde die Summen u und die Differenzen v: 

% y> y 3 y* y* .v« 

yn Vn Vio Pj y» Vi 

Summe u t w, u 3 m 4 1*5 « s 

Differenz t' 6 r 5 v t v % v t i\, 

wobei 

"1 " fft + y„ . »1 - .V* - y 7 

und 

- y 6 , »• = - fit 



Digitized by Google 



236 E- Oklich: 

gesetzt ist. Dann ist: 

6 51* = u i sin + Wj sin 30fc -| [■ u 5 sin 75fc -f sin 90fc, 

6 © t = D 4 cos 15A* + t?, cos 30* + 1- v t cos Ibk + t? 6 . 



Verwandelt man alle vorkommenden Winkelfunktionen in Sinus 
von Winkeln, die zwischen 0 . . . 90° liegen, und ordnet nach den 
Winkeln, so erhält man folgende Tabellen: 



sin 0 




«4 






«4 




Bin 16 


«i 




«5 








Bin 80 












-«*! 


Olli **u 


M s 


«*i T "i M » 


— U s 


"I 


»1 T «*S M * 


4M 

«s 


sin 60 


«»4 




— «4 


«4 




-«4 


sin 76 


«4 




«1 


«1 




«4 


sin 90 


•s 


- «4 


«4 


-«« 


" «, + «4 


-«. 




6N, 


6«, 




6«, 


6«, 


6«„ 


sin 0 




*4 










sin 16 








-*i 






sin 30 








»'» 






sin 46 


f. 






r » 


- »| + »,+«! 


- F S 


sin 60 


*4 




— »4 


- v < 




•« 


Bin 76 








— 






Bin 90 








*4 


»4 - « t 


^4 




6«, 


6$, 


6*5 


6?V 


6* S1 


6$ M 



Man hat jedes in der Tabelle stehende u oder v mit der in der- 
selben Horizontallinie stehenden Winkelfunktion zu multiplizieren, und 
nach der Multiplikation die Vertikalkolonnen zu addieren. Die zweite 
Tabelle entsteht aus der ersten, wenn man überall die u durch die v 
mit gleichen Indices ersetzt. Die Vertikalsummen ergeben dann: 

633,, — 699 3 , 693 5 , — 693 7 , 693 9 , — 695 n . 

Die Anordnungen in den Vertikalkolonnen findet man auf ein- 
fachem, mechanischem Wege. Um z. B. die Kolonne für 3t s zu finden, 
zählt man, angefangen von der Reihe sin 15, ununterbrochen herab und 
hinauf durch sämtliche sieben Reihen von 1 bis 9, und setzt jedesmal, 
sobald man an die Zahl 9 kommt, nacheinander u„ «, bis m 5 an die 
betreffende Stelle; dabei wird das Vorzeichen der « umgedreht, sobald 
man die Reihe sinO passiert. Hat man auf diese Weise in alle 
Kolonnen die Werte m, bis u 5 untergebracht, wird in die Horizontal- 
reihe mit sin 90 abwechselnd m 6 und — « 6 eingesetzt. 
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Setzt man die Zahlenwerte für die Sinus ein, so ergibt sich fol- 
gende für praktische Berechnungen brauchbare Tabelle: 



0,043 14 


«i 












0,083 33 


«t 


— M, 




— «* 






0,117 86 


u s 


"» 


— «s 


-M, 


«i + «s - «s 


«1 + «S - «5 


0,144 34 


u i 


- "4 


— »4 


«4 






0,160 99 


« 6 


"* 


«1 


«. 






0,166 67 


«« 


— «« 


«• 


-«6 




-(«,-«„) 




«. 


«,, 


«. 




*. 




bzw. 




— ö,, 











Nach dem Gesagten ist es nicht schwer, die Rechnung auch für 
andere Werte von n durchzuführen. 




IV. Harmonischer Analysator von Michelson und Stratton. 1 ) 

Vergleicht man die Formeln (10a) und (13, 14) miteinander und 

bedenkt, daß kfot-^*^ ist, so erkennt man, daß zwischen den Or- 

dinaten y t einerseits und 
den Koeffizienten $1 und 33 
andererseits ein gewisses 
Rezi prozitätsgesetz besteht. 
Gelingt es also einen Ap- 
parat zu konstruieren, der 
eine endliche Reihe von 
Gliedern der Form (10a) 
zu summieren gestattet, so 
kann ein solcher Apparat 
dazu dienen, sowohl die 
Kurve zu einer gegebenen 
Fourierschen Reihe zu 
zeichnen, als auch die 
Fouriersche Reihe zu der 
gegebenen Kurve zu finden. 

Ein derartiger Ap- 
parat ist von Michelson 
und Stratton angegeben 
worden. 

Eine Achse D (Fig. 6) ist gekuppelt mit einer Trommel, auf welche 
die Kurve gezeichnet werden soll; andererseits trägt I) eine Reihe von 

1) Der Apparat ist zu beziehen durch Wro. Oaertner & Co., Chicago, 
6347—6349 Lake avenue. 




Flg. 6. 
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80 Zahnrädern, welche in 80 Exzenter (in der Figur nur einer, A, ge- 
zeichnet) eingreifen. Die Zahnzahlen sind derartig gewählt, daß sich 
die Drehgeschwindigkeiten der Exzenter wie 1 : 2 : 3: . . . : 80 verhalten, 
und daß der am langsamsten laufende Exzenter und die Registrier- 




F»g. 7. 

trommel gleichzeitig eine volle Umdrehung ausführen, entsprechend 
einer Periode. Die Bewegung des Exzenters A wird durch den Hebel 
Ii und die Stange Ii auf den Punkt x übertragen, wobei die Größe 
der Bewegung von x abhängt von der regulierbaren Entfernung d der 
Stange Ii vom Drehpunkt des Hebels B. Ist A der k te Exzenter, und 
hat er anfangs die in der Figur gezeichnete Lage, so führt der Punkt x eine 
auf- und abgehende Bewegung aus, die proportional ^ = rfsin Ä ra/ ist. 
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Die 80 Punkte x sind durch ebensoviele, einander gleiche Spiral- 
federn 8 mit einem Hohlzylinder C verbunden, der auf zwei Schneiden 
ruht; eine stärkere Feder S hält dem durch die 80 Federn ausgeübten 
Drehmomont das Gleichgewicht. Die Bewegung des Zylinders C wird 
durch Hebel h und Draht W auf eine Schreibfeder übertragen, welche 
auf der Registriertrommel aufliegt. Seien nun L und l die natürlichen 
Längen der entspannten Federn S und s, dL und Öl ihre Verlänge- 
rungen in der Anfangslage von A, dann kann man setzen: 

die Zugkraft je einer kleinen Feder . . . i>=- e ^, 

die Zugkraft der großen Feder . . . . P^^i^i 

wo e und E Konstanten sind. Sind n Exzenter vorhanden, so ist also 

„_* aneSl bEdL 
(") — l L • 

Nun werde D aus seiner Anfangslage herausgedreht, dann orfährt S 
eine gewisse Verlängerung y, folglich muß der untere Befestigungs- 
punkt jeder Feder sum % gehoben werden. 

Andrerseits wird aber der obere Befestigungspunkt der Z ten Feder« 
gehoben um z k \ d. b. die gesamte Verlängerung der A tcn Feder beträgt nun- 
mehr Öl + z h - £ y\ die Zugkraft dieser Feder ist ' (dl -f z k — J yj, 
folglich die Gleichgewichtsbedingung für den Zylinder C 

w> ^t("+'«-;»)-x(* £ +»)- 

Davon Gleichung (17) abgezogen ergibt: 
Dies durch (17) dividiert, folgt: 

dl ' ~ 6V 

oder 

2 z k Vrf^sin kat 

Stellt man also an den Hebeln (/ die einzelnen Amplituden 
Slj, der Oberschwingungen ein, so beschreibt die Schreibfeder 

die zugehörige Fouriersehe Reihe. Der Nenner des Ausdruckes (20) ist 
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eine Konstante, die nur von den Konstruktionsdaten des Apparates ab- 
hängt, und gibt Anhaltspunkte über die Regulierbarkeit der Empfind- 
lichkeit. 

Wird die Anfangsstellung der Exzenter A gegenüber der bisher 
angenommenen um 90° gedreht, so wird, wie leicht einzusehen ist: 

Vaf t cos kat 

Um das Einstellen der Anfangslagen leicht bewerkstelligen zu 
können, sind die Exzenter A ausrückbar konstruiert; naQh dem Aus- 
rücken werden sie durch eine Führungsstange gleichzeitig in die rich- 
tige Anfangslage gebracht. 

In dieser Form ist der Apparat nur imstande, entweder eine Sinus- 
reihe oder eine Kosinusreihe zu summieren. 

Um den Apparat auch als Analysator einer gegebenen Kurve zu 
gebrauchen, erinnern wir uns der Gleichungen (13) and (14). Setzen 
wir in diesen Gleichungen m = 40, so kann man sie schreiben: 

40«, - Vfcrio % 40», - J> lC « 8 

für X - 1, 2, . . . 39. 

Man teilt nun auf der Abszissenachse der aufzunehmenden Kurve 

eine Periode in 80 gleiche Teile und macht die 80 Hebel d gleich den 

80 in den Teilpunkten errichteten Ordinaten y. Bei dieser Einstellung 

zeichnet man mit dem Analysator sowohl die Sinuskurve wie die Kosinus- 
80 so 

kurve: z =* J£y k s'm knt, u — ^jt^cosfecofc Auf der Abszissenachse von 

1 = 1 i = i 

jeder dieser Kurven z und M wird wiederum eine Periode abgegrenzt 
und in je 80 Teile geteilt. 

Der A tc Teilpunkt der Abszissenachse hat vom Anfangspunkt den 

Abstand und die zugehörige Ordinate der Sinuskurve die Größe 

*a - ^V* sin *■ so = ^fcsin "* = 40 
d. h. die Ordinaten in den ersten 39 Teilpunkten sind 

40 x «„ Sl 3y bezw 40 x 93„ 23 s , . . . 93 89 . 
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Über den Wechsel der unabhängigen Variablen 
bei Differentiationsprozessen. 

Von Otto Biermann in Brünn. 

Ist eine Funktion z von n unabhängigen Variablen x Xf x t , . . . x n 
gegeben, und sind die Ableitungen von z nach diesen Variablen durch 
Ableitungen nach neuen Variablen u l} u s , . . . u m darzustellen, die etwa 
durch Transformationsgleichungen 

= 

eingeführt seien, worauf auch t eine Funktion dieser Variablen wird: 

so läßt sich diese wohlbekannte Aufgabe in folgender Weise ganz all- 
gemein ausführen, und in der Allgemeinheit der Behandlung besteht 
allein der Wert des hier vorgelegten Gedankens. 

Man entwickle x x , x t , . . ., x n in der Umgebung einer Stelle uj, . . ., m°, 
wo die Werte von x x , x t , . . x 9 der Reihe nach x\ } x\ f . . . } x* seien, 
bilde also bei Gebrauch der symbolischen Schreibweise 

* -*- 2h(g% («. -«!>+•••+ - <v 

X = 1 1 

(v = 1, 2, . . . n), 

wo der Index 0 bei der symbolisch genommenen xten Potenz anzeigen 
soll, du Ii die Ableitungen an der Stelle (t<°) zu nehmen sind, kehre 
diese als konvergent angenommenen Reihen um, entnehme also, welches 
die Koeffizienten in den Reihen 

u, - u° - -*?) + ••• + oW(j, - a{) 

' + 1* M?(*, -*?)* + ••• + - *zr\ + • • • 

(*-l,2,...») 
sind, setze dann diese Reihen in der Darstellung 

n(&K-«ö+ -+&(«■ - -«)>.♦, 

Archiv der Mathematik und Physik. III. Reihe. XII. 16 
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ein, so sieht man in der Entwicklung von z nach den ersten Variablen 
x lt x s , . . ., x n 

,u ■ 1 

den Koeffizienten von 

der abgesehen von einem Zahlenfaktor durch das Symbol 



auszudrücken ist, in der erwünschten Weise durch Ableitungen der Funk- 
tionen gp, nach den neuen Variablen dargestellt, und damit ist die 
Aufgabe dann gelöst. 

Diesen Vorgang kann man auch in der Weise auffassen, daß man 
für das oo n ausgedehnte Gebilde, das durch die Gleichung 

f(*i,*t, ...,*„,*)-<> 
definiert sei, eine Parameterdarstellung 



(v=l,2,...,n) 



einführt, dann aus den ersten n dieser Transformationsgleichungen die 
analytischen Darstellungen der n Differenzen u r — u° r in der Umgebung 
der Stelle (x°) ermittelt, mit deren Hilfe die Entwicklung von z — z Q 
nach Potenzen der n Größen u, — u° r umformt und das Element der 
durch die Gleichung f — 0 bestimmten Funktion z{x X) x s , . . ., x n ) 
ableitet. 

Bei dieser Auffassung ist es vollends erklärlich, was betreffs der 
Bestimmung der Ableitungen nach den Veränderlichen x durch Ab- 
leitungen nach den Veränderlichen « gesagt war, und warum man in 
den zweierlei Entwicklungsformen nur die Koeffizienten gleichnamiger 
Potenzen einander gleichzusetzen hat. 

Es bleibt daher hier nur mehr übrig, diese Methode auf die ein- 
fachsten Fälle n = 1 und n = "2 anzuwenden und hier etwa die Ab- 
leitungen der ersten zwei Ordnungen nach den ersten Veränderlichen 
durch Ableitungen nach den neuen Veränderlichen darzustellen. 

Ist also eine ebene Kurve in den zweierlei Arten dargestellt, erstens 
durch eine Gleichung f(x, y) = 0 und zweitens mit Hilfe eines Para- 
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meters t durch die Gleichungen x = <p(t), y = il>{t), und ist (x 0 , y 0 ) eine 
reguläre Stelle der Kurve, die dem Parameterwerte / 0 zugehören mag, so 
gelten die Entwicklungen 

9 ~ * - Ti $0,(* ~ *J + n " + • ' ' 

und 

X ~ X 0 " Ii V'« ~ 0 + 2,9" (< ~ <o)' + • • • , 

y - y. - Ü + fi*"(< - « f + ■••» 

wo q>', qp", . . ., ferner . . . die Werte der ersten, zweiten, . . . 

Ableitungen von <p(t) bzw. ii-\h an der Stelle t 0 vorstellen sollen. 

Nun hat man die vorletzte Reihe umzukehren, hat somit in der 
Reihe 

t ~ 'o - — *o) + f{(* - *o) S + • " ' 

die Koeffizienten so zu bestimmen, daß der früheren Reihe für x — x 0 
nach Substitution der letzten identisch Genüge geleistet wird. 
Man erhält so die Gleichungen 

«,9-1, 

«»t+^v'+^V"- 0 - 

1 

aus denen schrittweise hervorgeht 



" n ff • 



Und wenn man nun die zu bildende Reihe für t - ^ in der Entwick- 
lung für y — y 0 nach Potenzen von t — ^ einsetzt, so folgt: 

[ 9»' qp" 

1 K>' , x 1 xb' tl>" , 




dt dt 

16* 
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und hier ersieht man — wie es notwendig ist — für den Koeffizienten 
von y[ 0 , d. i. , eine Darstellung durch eine rationale ge- 

brochene Funktion solcher Ableitungen von <p(t) und tl?(t) an der 
Stelle (/ 0 ) auftreten, die höchstens von der Ordnung v sind. 

Wenn man das Element der durch die Gleichung fix, y, z) = 0 
definierten Funktion, also die Entwicklung 

' - 'o - fx (* - * 0 ) + ftbt - ifo) + ijf fn (* - *o) 2 + %(* - x 0 )(y - y 0 ) 

+ /; 2 Cy-2/o) 8 ] + 

wo f m und f xl die Ableitungen nach der xten bzw. xten und Aten der 
beiden Variablen x und y an der Stelle (.r 0 , y Q ) bedeuten, dadurch 
bildet, daß man die Entwicklungen für 

in der Umgebung einer Stelle (m 0 , r 0 ), nämlich 

X-Xt-Vt (u - m 0 ) + <p, (v - r 0 ) + |j [<p n (m - u 0 ) 2 + 2<p ls (u - « 0 ) (r - r 0 ) 

+ tp n (v - vJF] + 

*i (« - M 0 ) + ^sO - p J + f,[>u (m - m 0 )* + ( M - w o)( r - *o) 

umkehrt und in die Entwicklung von 

« - Z(«, »)> 

nämlich in 

«-*t- Zi(m - «„) + fcO - 'o) + l\Xu(ß ~ Mo) ! + ^Zh(m-m 0 )(i-- 'V) 

+ Z»(»-«o) , ] + --- 

einsetzt und nach wachsenden Potenzen von x — j* 0 und y — y 0 ordnet, 
so löst wieder der Vergleich der Glieder gleicher Potenzen in der so 
zu bildenden Reihe und der ersten liier genannten die gestellte Aufgabe. 1 ) 
Heißen die zu suchenden Reihen für « — » 0 und v — t' 0 : 

« - w 0 - (x ~ *o> + «> ( y - y 0 )) + 2I («ii & - *<f + 2a lt (z-xJ(y- yj 

+ ajsC'/-2/o) , ) + --- 

« - p o - iV A (;r ~ *•) + A * ~ *8 + 2 : (A « ( * - *«) f + 2 ft» ( * - *o> y - yo) 
+/?«(y-y 0 ) , ) + ---, 

1) Könnte man aus dem in der genannten Weise eingeführten Elemente z 
als Funktion von x und y diese Funktion ho weit durchschauen, daß man auch 
die Beziehung f(x,y, z) = 0 ersähe, so wüßte man auch die Bedingungen für den 
zweifachen singulären Punkt anzugehen. Vergleiche dieses Archiv (3), 5, 246 ) 
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so sind die Koeffizienten et und ß bei den Gliedern erster und zweiter 
Dimension aus folgenden Relationen zu bestimmen: 

«iVi + ßi<Pt — 1 > 
+ A*i = 0, 
«t<Pi + A<Pt -0, 
«tV'i + ß s 1>i - 1 , 

«ii<Ti + Ai?t + W<3P„ + + ff<Tst) a 0,1 

«n *i + Ai *. + M*n + *«i A*m + ß>u) -Ol' 

«n9i + A*9>s + ( a i«j<Pn + («iA + **ßd9u + ÄAVm) - °; 
«n^i + Ai^i + («iM'n + («iA + «jA)^u + ÄA^tt) 

*n9i + AsVt + («tVn + 2« s AVit + ÄVm) = °> 



0 I 



i + PttVt i" l«t*ii + *«*ftVit + Pt?W = 

i + At*i + («!*n + 2«tA*it + fii-n) - o '* 



v w Betzen diese 



Bestimmen wir die Reihen für u — u 0 und v 
in die aus der Relation z = z( u > *') fließende Reihe ein und ordnen 
nach Potenzen von x — x 0 und y — y 0 , so liefert uns der Vergleich 
der Koeffizienten gleichnamiger Glieder in dieser und in der aller- 
ersten Reihe folgende Relationen: 

/dz\ _ l ^y t /an = + qp,z, 

W/o ' Wj//o |9i^i ' 



I 9, *, 



Zi, &i &t*i-2j&t*i*i + xtt^l 



zi» zu%*i-«ii(9i*i+^*t)+atiiVi*ii z» 

VnVs - ^VitVi Vt + <Pn<Pi> Vi» <Ps 

Zu?! - 2 Zu Vi 9t + Ztt9?> Xai Zt I 

Ableitungen von höherer als der zweiten Ordnung sind methodisch in 
gleicher Weise zu bilden. 

Brünn, den 6. Dezember 1905. 
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Pascalscher Satz, Desarguesscher Satz und Nullsystem. 

Von Eugen Meyer iri Charlottenburg. 

Die aus dem speziellen Pasealschen Satz (für das Geradenpaar) 
und die aus dem Desarguesschen Satz über zwei Perspektive Dreiecke 
entspringenden Konfigurationen haben die Eigenschaft gemeinsam, daß 
immer je drei Punkte auf einer Geraden liegen und je drei Geraden 
durch einen Punkt gehen; sie unterscheiden sich dadurch, daß die 
erstere aus je neun, die zweite aus je zehn Geraden und Punkten be- 
steht. Die Existenz der ersteren folgt schon aus den Verknüpfungs- 
axiomen, die der zweiten nach Herrn Hilbert nur, wenn man entweder 
die Kongruenzaxiome oder das Archimedische Axiom zu ihnen hinzu- 
nimmt. In Übereinstimmung hiermit läßt sich die Desarguessche 
Konfiguration durch Projizieren und Schneiden aus einer räumlichen 
gewinnen, deren Herstellung auf Grund ausschließlicher Benutzung der 
Verknüpfungsaxiome möglich ist, die Pascal sehe dagegen nur aus einer 
solchen, deren Herstellung noch die Hinzunahme der genannten andern 
Axiome erfordert. Eine zu dem ersten Zweck geeignete Konfiguration 
ist ein vollständiges Fünfeck im Räume 1 ), d.h. die zehn Verbindungs- 
geraden und die zehn Verbindungsebenen von fünf Punkten, von denen 
niemals vier in derselben Ebene liegen; eine zu dem andern Zweck 
brauchbare besteht aus zwei Geradenquadrupeln, die zu je einer Geraden- 
schar eines Hyperboloides gehören.') 

Die erste dieser beiden Raumkontigurationen läßt sich etwas anders 
auffassen. Man nehme zwei Tetraeder, denen drei Ecken gemeinsam 
sind, und ziehe die Verbindungslinie der nicht gemeinsamen Ecken, — 
oder zwei Tetraeder, denen drei Ebenen gemeinsam sind, und zeichne 
die Schnittlinie der nicht gemeinsamen Ebenen. Sehneidet man das 
erste Tetraederpaar durch eine Ebene (die nur nicht durch einen der 
Schnittpunkte von zwei der in der Figur vorkommenden Geraden gehen 
darf), oder projiziert man das zweite Tetraederpaar von einem beliebigen 
Punkte aus (der nur nicht auf einer der durch zwei der vorkommenden 
Geraden gehenden Ebene liegen darf) auf eine Ebene, so erhält man 
beide Male die Desarguessche Konfiguration. 

1) v. Staudt, Geometrie der Lage, S. 41. 

2) K. Th. Vahlen, Abstrakte Geometrie, Leipzig 1905, 8.70. — Auf Zeile 7 
von oben und Zeile 17 von unten ist dort durch einen Druckfehler ® c und $S (J 
vortäuscht. — Ferner: G. HeH«enberg, Math. Ann., Bd. 61, S. 164. 
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In jedem der beiden Tetraederpaare fallen je drei Kantenpaare in die- 
selben Geraden; im ersten Fall liegen sie in derselben Ebene, im zweiten 
gehen sie durch denselben Punkt. Nun nehme man zwei Tetraeder, 
AB CD und A i BCD x (vgl. die Figur), von deren Kanten auch dreimal 
je zwei in dieselbe Gerade fallen, ohne aber in derselben Ebene zu 
liegen oder durch denselben Punkt zu gehen. Projiziert man die Figur 
von einem allgemein gewählten Raumpunkt auf eine allgemein gewählte 
Ebene, läßt die Verbindungslinie BC der beiden gemeinsamen Tetraeder- 
ecken fort und fügt die Gerade ein, so hat man die Pascalsche 
Konfiguration. 

Daß % (S, 5 in 
einer Geraden liegen, er- 
gibt sich folgendermaßen 
aus der räumlichen Figur. 
Durch AD und AJ) { 
als konjugierte Polaren 
und BC als Leitstrahl 
ist ein Nullsystem be- 
stimmt. In diesem sind 
die beiden Tetraeder ein- 
ander zugeordnet, und 
zwar entsprechen den 
Ebenen ABC, BCD, 
CDA, ADB des einen 
bzw.dieEckenJ5, C,D l ,A l 
des andern. Es sind zwei 
Möbiussche Tetraeder 
in besonderer Lage. Da also die Kanten Z),2?, A X C, A l D J bzw. zu AC, BD, 
AD konjugiert sind, so müssen, wenn S das Projektionszentrum bedeutet, 
die Raumgeraden S®, Sft Leitstrahlen sein. Als solche liegen sie in 
einer Ebene, also 6, $ in einer Geraden. Diese noch hinzukommende 
Gerade ist also der Schnitt der Projektionsebene mit der Nullebene des 
Projektionszentrums. Es können also im Desarguesschen sowohl 
wie im Pascalschen Falle die Tetraederpaare durch bloßes 
Verbinden und Schneiden von Punkten, Geraden und Ebenen 
hergestellt werden. Während aber zur Vollendung der Raum- 
figur im ersten Falle dann nur noch die Verbindungslinie 
zweier Punkte, bzw. die Schnittlinie zweier Ebenen nötig 
ist, bedarf man im zweiten Falle dazu der Nullebene eines 
Punktes in einem eindeutig bestimmten Nullsystem. Hierin 
liegt der wesentliche Unterschied. 
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Herr G. Hessenberg hat darauf hingewiesen 1 ), daß die beiden 
ebenen Konfigurationen in der affinen Spezialisierung als besondere 
Fälle zweier Viereckspaare angesehen werden können von der Art, 
daß jede Seite und jede Diagonale des einen Vierecks einer Seite, bzw. 
einer Diagonale des andern parallel ist. Nennt man die parallelen 
Seiten entsprechend, so besteht der Unterschied der Konfigurationen 
darin, daß im Desarguesschen Falle drei Gerade der Figur stets dann 
ein Dreieck bilden, bzw. durch denselben Punkt gehen, wenn dies für 
die entsprechenden gilt, im Pascal sehen Falle aber ein Dreieck 
bilden, wenn die entsprechenden durch denselben Punkt gehen, und 
umgekehrt. 

Diese allgemeineren Konfigurationen lassen sich gleichfalls leicht 
als Projektionen von Tetraederpaaren erhalten. Im Pascalschen Falle 
nimmt man zwei Möbiussche Tetraeder in allgemeiner Lage; statt der 
unendlich fernen Geraden der Konfiguration tritt wieder die Schnitt- 
linie der Projektionsebene mit der Nullebene des Projektionszentruras 
zu der Figur hinzu. Diese Schnittlinie rückt ins Unendliche, wenn 
man als Projektion eine Parallelprojektion nimmt mit den Durch- 
messern des Nullsystems als Projektionsstrahlen. Man sieht: es ist die 
Art, wie Cremona die reziproken Figuren in der graphischen Statik 
herstellt. 2 ) 

Im Desarguesschen Falle nimmt man zwei Tetraeder, deren 
Flächen durch die vier Seiten desselben ebenen Vierecks gehen, und 
projiziert das Tetraederpaar von einem Punkt der Ebene dieses Vier- 
ecks auf eine in allgemeiner Lage befindliche Projektionsebene. 

Dieses zweite Tetraederpaar ist, wie es sein muß, allein auf Grund 
der Verknüpfungsaxiome herstellbar, das erste dagegen nicht. 

Charlottenburg, 10. Oktober 190G. 



1) a. a. 0. § 2. Der Unterschied zweier solcher Vu rockspaare findet sich 
auch erörtert bei Steiner-Schröter-Sturm, Theorie der Kegelschnitte, 
8. Aufl., S. 73. 

2) Le hgure reeiproche nella «tatica grafica. 8. ed. Milano 1879. 
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The groups of isomorphisms of the simple groups whose 

degree is less than fifteen. 

By G. A. Miller in the University of Illinois. 

A list of the ordere of all the possible simple groups which can 
be represented as Substitution groups on 14 or a smaller number of 
letters was published in the Quarterly Journal of'Mathematics, volunie29 
(1897), page 225. The groups of isomorphisms of most of these 
groups are well known. The principal exception is the important five- 
fold transitive group of degree 12 and of order 9f>040. We proeeed 
to determine the group of isomorphisms (#) of this well known group 
(Gr) which was discovered by Mathieu nearly half a Century ago, but 
whose simplicity was discovered much raore recently. 

It is known that 0 is not invariant under a larger group of 
degree 12. It can therefore not have any other isomorphisms unless 
it contains subgroups of degree 12 and of order 7920. Moreover, the 
existence of such subgroups implies other isomorphisms. Their exist- 
ence may be proved as follows: It is known that the subgroups of 
order 7920 and of degree 11 which are contained in G include sub- 
groups of order 660 and degree 11, and therefore also the transitive 
icosahedral group of degree 10 1 ). With respect to such a subgroup 
of order 660 each of the given groups of order 7920 may be repre- 
sented as a transitive group of degree 12'). If it is represented in this 
way, we may suppose that it contains a particular subgroup of order 
(360 and degree 1 1 which is included in G. 

To complete the proof that G contains a transitive subgroup of 
degree 12 and of order 7920, it is only necessary to observe that one 
of the icosahedral groups of degree 10 is transformed into itself by 
exactly 120 Substitution s both under G and also under one of the 
group of degree 12 and order 7920. As these substitutions must be 
positive and involve 12 letters, they are completely determined by 
those of the given icosahedral subgroup. This proves that the given 
group of ordere 95040 and 7920 and of degree 12 may be construeted 
by adjoining the same Substitution to the groups of ordere 7920 and 
660 respectively, the latter being a subgroup of the former. 



1) Cole, Quarterly Jonmal of Matheinatics, 27 (1894), 49. 
I) Dyck, Mathematische Annalen, 22 (1883), 172. 
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Having proved that G contains transitive subgroups of degree 12 
and order 7920 it remains to deterraine the order of fr. This Order 
is twice the order of G if G contains only one set of 12 subgroups 
which are simply isomorphic with its subgroup of degree 11 and of 
order 7920. That there is only one such set in G may be proved as 
follows: The group of order 7920 and of degree 11 is a complete 
group and hence it contains exactly 12 subgroups of order 660. If 
there were more than 12 subgroups of order 7920 and of degree 12 
in Cr, at least two of them would involve the same subgroup of order 
660 and of degree 11. Each of tbese would contain 120 snbstitutions 
which would transform an icosahedral subgroup of degree 10 into itself 
while the maximal common subgroup of order 660 would contain only 
60 substitutions having this property. Hence this icosahedral group would 
be transformed into itself by more than 120 substitutions of G. As this is 
impossible we have proved that the order of fr is twice the order of G. 

As an imprimitive group fr can be represented on 24 letters, but 
it cannot be represented as a transitive group of a lower degree. If 
it is represented as an imprimitive group of degree 24 it has two 
Systems of imprimitivitv and its intransitive subgroup of half its order 
is simply isomorphic with G. As the largest subgroup which leaves 
one letter rixed is of degree 23, it followB that the subgroup of 
degree 12 nnd order 7920 corresponds to the one of degree 11 in the 
intransitive subgroup of half the order of fr. 

The simple group of order 5616 and of degree 13 contains as 
maximal subgroup of degree 12 groups which are simply isomorphic 
with the holomorph of the non-cyclie group of order 9 1 ). It also 
follows readily from its generating substitutions that it contains sub- 
groups which may be constructed by estahlishing au (18,1) isomor- 
phism between this holomorph and the Symmetrie group of degree 4. 
One of the latter subgroups has 10* substitutions in common with 
one of the former. As the given holomorph contains only 4 subgroups 
of order 108 and these are conjugate under this holomorph of order 432, 
it follows that the Bimple group of order 5616 and degree 13 contains 
only one systom of 13 conjugate subgroups of degree 13 and of order 
432. Its group of isomorphisms is therefore of order 11232 and it 
may be represented as an imprimitive group of degree 26 having two 
Systems of imprimitivity and containing one and only one subgroup 
of order 5616, which is simply isomorphic with the simple group 
under consideration. 



1) Quarterly Journal of Matheinatica, 2!) (1807), 231. 
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The group of isomorphisms of the groups of order 2, 3, 5, 7, 11, 
13 are the cyclic groups of ordere 1, 2, 4, 6, 10, 12 respectively. The 
alternating groups of degrees 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 have the 
Symmetrie groups of the same degrees for their groups of isomorphisms, 
while the alternating group of degree 6 has for ite group of isomor- 
phisms a group of order 1440 which may be represented as a primi- 
tive group of degree 10 or as an imprimitive group of degree 12 1 ), 
and is included in the published lista of these groups. The only other 
simple groups whieh can be represented as Substitution groups on 14 
or a smaller number of letters are given in the following list: 

Degree of group 7 9 11 11 12 13 14 
Order of group 168 504 660 7920 95040 5616 1092 
Order of its & 336 1512 1320 7920 190080 11232 2184. 

The simple group« of Orders 660 and 7920 may be represented 
as transitive groups of both degrees 11 and 12, while the simple 
group of order 168 appears among the transitive groups of degrees 
7, 8 and 14. The group of isomorphisms of this group appears among 
the transitive groups of degree 8, the group of isomorphisms of the 
simple group of order 504 is the well known triply transitive group 
of degree 9 and order 1512, while the groups of isomorphisms of 
simple groups of ordere 660 and 1092 appear among the transitive 
groups of degrees 12 and 14 respectively. All the other groups of 
isomorphisins were considered above as Substitution groups. 



Über die größte Schwankung einer analytischen Funktion 

auf einer Kreisperipherie. 

Von K. A. Poukka in Helsingfors. 

Es sei 

f(x) = a 0 -f n,x + OjS'-f h a n x" + • • • 

eine reguläre analytische Funktion für | x <^ 7?. Wenn n und b zwei 
beliebige Punkte der Kreisperipherie | x = R bedeuten, so nennt man 
den größten Wert von f(a) —f(b)\ die größte Schwankung der Funk- 
tion f(x) auf dieser Kreisperipherie und bezeichnet diese größte 
Schwankung mit D. 

1) Bulletin of the American Mathematical Society vol. 1 (1895), p. 268. 
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K. A. Pockka: 



Die Herren E. Landau und 0. Toeplitz haben bewiesen 1 ), daß 

D ^ 2 i ^ | Ii 

ist, und Herr Hartogs hat in demselben Aufsatz gezeigt, daß das 

Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn f(x) eine lineare 

Funktion ist: x 

f(x) — a 0 + 

Wir werden aber hier ganz allgemein beweisen, daß für jedes 
1 

D>2\a H \R» 

ist und das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn fix) 
die Form hat 



Der Beweis des ersten Teiles unseres Satzes ergibt sich aus der 
bekannten Ungleichheit 



wo M den größten absoluten Betrag von f(x) auf der Kreisperipherie 
bedeutet. Für den zweiten Teil müssen wir zeigen, daß die Gleichung 



folgt, wenn C die Peripherie des Kreises | x \ — R, in positiver Rich- 
tung genommen bedeutet, direkt aus der Gleichung 

in 



f(x)~a 0 +a„x\ 



M^\a n R" oder \a n £ 



M 

Ii" 





f(R<?#)R-*e- n 9 f d(f 



oder 




wo 0 das Argument von f(Re?' f> ) bedeutet. 
Damit die Gleichung 




1) Archiv der Mathematik und Phyaik, (8) 11, 302-307, 1907. 
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gilt, muß man zuerst notwendig 



in 



haben, was voraussetzt, daß das Argument des Integranden für das 
ganze Intervall 0 <p <J 2% denselben Wert c hat, so daß 

<Z> — ncp -f c 

wird. Zweitens ist notwendig, daß 

\f{B^)\ = M 

für alle qp auf der Kreisperipherie ist. 
Es ist also 

Wenn man dies in die Gleichung für a n einsetzt, sieht man, daß 
sein muß und also 

Auf der Peripherie des Kreises | x ; =• R haben wir also 

f(x) = a n x\ 

und nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung muß diese Glei- 
chung überall bestehen, w. z. b. w. 

Nun gehen wir zum Beweis unseres eigentlichen Satzes über und 
bilden dazu die Funktion 

f(x) — f(e» x) - (l - e*) a t x + (l - e " ) a^ 2 + (- 2a B ar" H 

Hieraus sieht man sofort, daß auf der Kreisperipherie \x\ — 22 



Max 

ist und somit auch 



f(x)-f{e*x)\>2\a H \R' 



D>2\a n \R*. 

Das Gleichheitszeichen kann nur dann gelten, wenn in der Reihe 

für f{x) — f{e n x) alle Koeffizienten, derjenige von x n ausgenommen, 
Null werden. Es muß daher a r = 0 sein, wenn v nicht gleich n oder 
2kn(k = 0, 1, 2, . . .) ist. Die Funktion f{x) muß also folgende Form 
haben : 

fix) — a 0 -f + a,^- 2 " + «4«^" + • ' • 
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H. Wiki-kitner: 



Wir zeigen, daß auch die Koeffizienten n 8n , a tnt « 6 „, . . . ver- 
schwinden müssen. 

Wenn man x n — e setzt, ist 

giß) = a„z + ^/Ißj/f- • • 

für 0 1 .R" eine reguläre Funktion von z. Wären die Koeffizienten 
(hn* a ir>> a tn) ■ • nicht sämtlich Null, so würde nach dem Satz von 
Herrn Hartogs die größte Schwankung von g{z) auf der Kreisperi- 
pherio \x | — R* und somit auch unser D größer als 2 ] a w | -R* sein. 
Wir haben also bewiesen, daß für das Bestehen der Gleichung 

auch das Verschwinden aller Koeffizienten a in , a in , a 6- , • ■ ■ erforderlich 
ist. Die Funktion f(x") kann mithin nur die Form haben: 

f(x) = a 0 + a n x n . 
Daß für die Funktion f(x) — o 0 + a n x n wirklich 

ist, kann man leicht ersehen. Es ist, wie man am besten geometrisch 
sieht, 



f{M«) - f(R**) = 2 \a nl Jf • i sin 




und somit haben wir für 

V. - V. " (41 4^ (*-0,±l,±2,...) 

die größte Schwankung = 2 ; a J jß". 
Den 4. Juli 1907. 



Die Scheitel-Konchoiden der Kegelschnitte. 

Von H. Wieleitner in Speyer. 

Zu jeder Kurve T gehören oo s aus ihr durch den „Jc&ncJwidalen 
Prozeß'' abgeleitete Kurven. Man nehme T als Basis, einen beliebigen 
Punkt 0 der Ebene als Pol und verlängere, bzw. verkürze jeden Radius- 
vektor um die konstante Strecke /. Von diesen „Konchoiden" sind bis 
jetzt nur die der Geraden (Konchoiden des Nikomedes), des Kreises 
mit dem Pol auf dem Kreise (die Pascal sehen Sehnecken) und die der 
archimedischen Spirale, die der Basis kongruent sind, näher untersucht 
worden. Wir wollen im folgenden zu der Theorie der Konchoiden 
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einen kleinen Beitrag liefern, indem wir die Konchoiden der Kegelschnitte 
einer näheren Betrachtung unterziehen, mit der Spezialisierung, daß der 
Pol 0 in einem Scheitel liege. 1 ) 

Um alle Kurven dieser Art gleichzeitig zu erhalten und alle Über- 
gänge verfolgen zu können, gehen wir aus von der Scheitelgleichung *) 

(1) y» - 2px + qx*, 

wo für die Ellipse 

p - - 6»/a; q = - /> s /a s ; q -f 1 - (a* - fc^/a* - e s /a s - 
oder umgekehrt 

a=p/q; b* pVq. 

Dann erhalten wir für unsere Konchoidengleichung in Polarkoordinaten 
(p, qp) sofort 

/o, „ 2»cos<p - 

W * sin'y-gcos*,,*'- 

Die Transformation zu Punktkoordinaten ergibt 

(3) 0» + y r )tf - 2px - qx*)> - P(y* - qx*)* 

oder geordnet 



(3«) ( + 



(x> + ^(y 8 - qx')' - 4px(x* + y')(y s - gx 8 ) 
(4p» - + 2(2/)* + J"g)*y - /y - 0 . 



Q = 0 stellt das Tangentenquadrupel des Anfangspunktes dar, der so- 
nach in jedem Falle ein vierfacher Punkt ist. Wir beginnen, wegen 
der Realität der unendlichfernen Singularitäten, am besten mit einer 
Hyperbel, -indem wir q > 0 (b rein imaginär) voraussetzen. 

1) Von solchen Kegelschnittkonchoiden spricht allerdings schon de la Hire 
in Mem. Ac. Sc. 1708 (Paris 1730), S. 82 ff. und Re^aumur, ebd. S. 197 ff. Der erstere 
nimmt einen Brennpunkt als Pol, gibt aber nur einiges über Flächeninhalte, der 
letztere zeichnet wohl Stücke der Kurven, hat aber von deren Gesamtverlauf noch 
keine Vorstellung. Aus der neuesten Zeit ist zu erwähnen F. Gomes Teixeira, 
Tratado de las cur ras speciales notables, Memorias de la Heal Academia de Cien- 
cias de Madrid 22, 1905, S. 242—263, der auch einen Brennpunkt als Pol wählt. 
— Das Progr. von F. Spencker „Über Konchoiden", Großh. Gymn. Schwerin 
i. M. 1902, 11 S. 4 8 sei aus rein bibliographischen Rücksichten genannt. — Ein 
in Bearbeitung befindlicher Band der Sammlung Schubert „Spezielle ebene 
Kurven" wird Näheres über mehrere Gattungen von Konchoiden bringen. 

2) Hier erlaubt sich der Verfasser auf den kleinen Aufsatz „Zwei Antcendungen 
der sog. SchciUlgUichung der Kegelschnitte' in Ztschr. f. math. u. naturw. Unterr. 85 

1904) S. 493/97 hinzuweisen, wo der Übergang der Kegelschnitte in einander auf 
eine vielleicht weniger bekannte Art auBchaulich gemacht wird. 
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H. Wikleitnkb: 



Sei dann 

A ^ (2/> 8 + Pqy + ZW ~ IW) = 4j»«(p» + (« + DO, 
so läßt sich Q in die beiden Faktoren zerlegen: 

j Q, m *W - <^*) + y 8 (2/> 8 + gP + 

I Qj = s 8 (V - + y'(2j) 8 + ql* ~ V*) ■ 

In Qj ist der Koeffizient von y 8 wesentlich positiv. Die weitere Zer- 
legbarkeit hängt also davon ab, ob l ^ 2p/q, d. h. ^ 2a ist. Für den 
Koeffizienten von y 8 in Q, ergibt sich das Zeichen „+", wenn l > 2a, 
aber „-", wenn l<2a; im ersten Falle ist aber der Koeffizient von i 1 
negativ, im zweiten Falle positiv. Q, ist also für l^2a immer zer- 
legbar. Wir haben demnach für l <2a zwei reelle und zwei imaginäre 
Zweige im Anfangspunkt, für l>2a vier reelle Zweige. Dazwischen 
liegt der Fall l*=2a, für den Qj eine Spitze anzeigt, während Q, zu- 
nächst unbestimmt wird. Durch Differentiation beider Koeffizienten 
nach l ergibt sich aber 

(5) Qf«> = x>q(q + 2) - y 8 = 0 . 

Dies würde man leichter und direkt für l = 2a aus Q selbst erhalten; 
es sei hier noch bemerkt, daß sich die Neigungswinkel der vier Tan- 
genten des Anfangspunktes auch ergeben, wenn man in der Polar- 
gleichung des Kegelschnittes p = 2p/q setzt. Wir können zusammen- 
fassend sagen: 

Der Anfangspunkt ist ein vierfacher Punkt, der aus zwei Doppel- 
punkten zusammengesetzt 1 ) gedacht werden kann. Von diesen ist der eine 
immer ein Knoten, während der atulere isoliert, Spitze oder Knoten ist, 
je nachdem l < 2 a, = 2«, >2a. 

Die Fig. 1 gibt für l^2a je ein Beispiel (Kurve 1 für l<2a, 
Kurve 2 für l > 2a), zwischen denen der Leser den Übergang sich 
leicht selbst herstellt. 

Wir müssen nun die unendlich fernen Punkte betrachten, die durch 
z = 0, ix* + y 8 )(y 8 - qx*)* — 0 gegeben sind. Wegen des ersten Faktors 
sind alle in Frage kommenden Kurven zirkulär. Da aber x % -f y- auch 
im zweiten Glied der Gleichung (3*) enthalten ist, sind die durch 
x* -f y 8 = U dargestellten Geraden selbst die Asymptoten; der Anfangs- 
punkt, durch den sie gehen, ist also ein außerordentlicher Brennpunkt 
der Kurve. Die übrigen unendlich fernen Punkte liegen zu je zweien 

1) Nur fürs Auge. Iu der Tat ist ein vierfacher Punkt sechs Doppelpunkten 
äquivalent. 
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in den unendlich fernen Punkten des Kegelschnittes vereinigt. Um 
über das Verhalten der Kurven in diesen Punkten Gewißheit zu er- 
halten, fuhren wir neue Achsen ein mittels der Gleichungen: 



(6) 



Dadurch wird die Kurvengleichung 

(7) |[<r + ^(i + i) + th(» - J)] •[<!(«+ g - tfj- w 




Hiernach ergeben sich die Tangenten der Kurve in der Ecke § = 0, 
e — 0 durch den Faktor von i? 4 zu 

ebenso die der Ecke 17 = 0, # — 0 durch den Faktor von |* als 



( 



abo Z n,am,nenfallend. Setzt man aber in (7) etwa { + A 



0, 80 



hebt sich | s heraus, so daß nur eine quadratische Gleichung übrig bleibt 
Daher berührt die Tangente in der Singularität vierpunktig. Das zeigt 
einen Berührungsknoten an. Dasselbe gilt für die andere Ecke. Nun 
ist aber (für die Hyperbel) 



Vi Vi 

Arctair der Mathematik und Fb/iik. III Reihe. XII. 



17 
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H. WlKI-EITSF.R .' 



d. h., da eine ähnliche Umformung auch für die Tangente der anderen 
Ecke gilt: 

Die Asymptoten des Kegelschnittes sind auch (Doppel-) Asymptoten 
der Konchoide in deren unendlich fernen ßerührungsknoten. 

Da jeder Berührungsknoten für zwei Doppelpunkte, der vierfache 
Punkt für sechs solche zählt, so sind unsere Konchoiden rationale 
Kurven seclister Ordnung. 

Wir gehen nun zur Parabel für q = 0 über. Daun lautet die 
Kurvengleichung: 

(*) 0* + 0 V - *f *^(* + tf ) + 4p*x* + tp'x'y* - *Y - 0 . 

Hier ist Q x nie, % immer reell zerlegbar; 
auf die Länge von / kommt es dabei nicht 
an. Im Anfangspunkt ist demnach nur ein 
reeller Knoten sichtbar (s. Fig. 2). 

Die unendlich fernen Punkte liegen 
wieder je einer in den Kreispunkten, die 
übrigen vier in z = 0, y = 0 vereinigt. 
Um die Art dieser Singularität zu erkennen, 
suchen wir eine Näherungskurve für diese 
Ecke, indem wir die Glieder der Kurveu- 
gleiehung in das analytische Dreieck 1 ) ein- 
tragen und die der betreffenden Ecke zu- 
nächst liegenden durch eine Gerade ver- 
binden. Wir finden drei Punkte auf einer 
Geraden liegend, nämlich: 

4;)*y + 4/> 2 * 4 - x-()r-2pxy= 0. 

Das ist die doppeltzählende Parabel selbst. Diese gibt uns noch nicht 
genügenden Aufschluß. Setzen wir x = 1 und führen dafür z ein, so 
haben wir jetzt ein weiteres Glied u zu suchen, indem wir setzen 




2p 



+ M 



und dies in die Kurvengleichung substituieren. Hier haben wir, nach- 
dem die Glieder der neuen Gleichung in ein Koordinatensystem (u, y) 
eingetragen sind, die dem Anfangspunkt zunächst liegenden Glieder 
durch eine Gerade zu verbinden. Das ergibt die Näherung 



0, daher 



z ~ f- + ^ 

Z » 2p^ 4/>* 



und z* 



'2p 



ty* 



1) Die bez. Metboden sind ausführlich dargestellt in des Verfassers „Theorie 
der ebenen algebraischen Kurven", Sammlung Schubert XLIII (Göschen) 1906. 
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als Näherungskurven für die zwei nach dem Unendlichen laufenden 

dz d*z d*z 

Zweige der Parabelkouchoide. Da , 1 , ' und . ' für u = 0 mit den 
B dy } dy* dy a y 

entsprechenden Differentialquotienten von e i übereinstimmen, berühren 
sich die Näherungskurven vierpunktig in y = 0, z = 0; daher hat auch 
die Kurve einen vierpunktigen Berührungsknoten. In der Tat können 
wir uns leicht vorstellen, daß die beiden zweipunktigen Berührungsknoten 
der Hyperbel für die Parabel in einen vierpunktigen zusammenrücken. 
Durch die Figuren l(a) und 2(o) wird 
dies deutlich gemacht. Dieselben stellen 
ungefähre Projektionen der betreffenden 
Konchoiden ins Endliche vor. 

Eine weitere stetige Deformatiou 
führt wieder die Trennung der beiden 
Berührungsknoten herbei, die dann kon- 
jugiert imaginär werden. Wir kommen 
zur Ellipse Hier ist im Unendlichen 
analytisch alles so wie bei der Hyperbel, 
nur imaginär. Nachdem wir da nichts 
sehen können, wenden wir unsere Auf- 
merksamkeit dem vierfachen Punkt des 
Koordinatenursprungs zu, der um so 
interessantere Erscheinungen bietet. 

Es sei zunächst q < 0, !g|<l, 
d. h. a > 6, so resultieren den Pascal- 
schen Schnecken äußerlicJt ähnliche Kur- 
ven, langgestreckt, die für l<2a, = 2a, 
> 2a Knoten, Spitze, isolierten Punkt 
im Ursprung haben. 

Für q mm ~ 1, d. h. a — 6(p =» — o) müssen die Pascal sehen 
Schnecken seihst sich ergeben. Die Erniedrigung der Ordnung sieht 
man am besten aus (3), wo sich x* -f i/ s abspaltet. Man erhält durch 
die übrigbleibenden Faktoren sofort die gebräuchliche Form 

{x* + y 2 + 2ax) t - l\x* + t/ s ) - 0 

für die Gleichung der Pascal sehen Schnecken. 

Es sei nun aber q < 0, q > 1, die Ellipse also hochgestellt. 
Auch hier werden die entsprechenden Kurven, solange l ziemlich klein 
bleibt, Pascalschen Schnecken äußerlich ähnlich sehen (Fig. Kurve 1). 
Auch werden die Kurven, solange h < a\2{\q\ < 2) genau so wie diese 
variieren, wenn man / variiert. Denn der Kreis um den Anfangspunkt 
mit l als Radius schneidet dann die Ellipse, wenn i>2«, gar nicht, 

17* 
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berührt sie im anderen Scheitel, wenn l = 2a, und schneidet sie zwei- 
mal, wenn /<2a. Das letztere ist nun offensichtlich für jeden Wert 
von q der Fall. Aber für l = 2a kann der Kreis die Ellipse außerdem 
noch in zwei weiteren reellen Punkten treffen. Wir sehen dies am 
besten, wenn wir in der Polargleich uug der Ellipse q = / = 2p/q setzen. 
Man erhält ganz allgemein 

(9) cosy^^-^^p , 

daher für l — 2p/q und q' — q 

t l 

OOSft— 1, 008 9?, = -. ^ 

Hier ist g> 2 nur ein reeller Winkel für q — 1 > 1 oder 5'= |g > 2. 

Wenn nun \q > 2 und l> 2a, so wird, wenn f nicht viel von 2a 
abweicht, der Kreis die Ellipse viermal reell schneiden, also der Anfangs- 
punkt vier reette Zweige haben (s. Fig. 3, Kurve 2), die drei Meine und 
eine große Schleife bilden. Den Übergang von l < 2a (Kurven J und l r ) 
durch die Spitze (für / = 2a; Schleife c muß zusammengeschrumpft 
gedacht werden) zu der Kurve 2 wird sich der Leser leicht vorstellen. 
Wird Z größer, so tritt der Fall ein, daß der Kreis die Ellipse doppelt 
berührt. Wir sehen aus (9), daß dann 

pi + \)p - 0 sein muß, was !■ - p ^ 

ergibt. 1 ) Dann schrumpfen im Anfangspunkt die beiden Schleifen a 
und b zu Spitzen zusammen. Dieser Wert von / ist auch reell, wenn 
fc<a)/2; dann sind aber die Berührungspunkte und die Tangenten 
der Spitzen konjugiert imaginär. Für noch größeres / ist der vier- 
fache Punkt ganz isoliert (Kurve 3). 

Es ist noch ein Wort zu sagen über den Grenzfall q = — 2, l = 2a. 
Die Tangenten des Anfangspunktes ergeben sich nach (4) und (f>) in 
diesem Falle durch y* — 0. Wir haben einen vierfachen Punkt mit 
vier zusammenfallenden Tangenten (liückkehrspitzpunkt). Eine Näherungs- 

kurve ergibt sich als //* + = 0. Das ist eine Rückkehrspitzparabel. 8 ) 
Die Kurve hat eine sehr scharfe Spitze, die alle drei Schleifen a f b f e 
absorbiert hat. Der Kreis um den Anfangspunkt mit 2a als Radius 
ist der Krümmungskreis im andern Scheitel. Alle Übergänge sind 
hiernach leicht zu verfolgen. 

Speyer, den 18. November 1906. 

1) Denselben Wert erhält man auch aus (4), wie man überhaupt die Dis- 
kussion mit (i, und Q, fortsetzen könnte. Dies ist aber bei negativem q un- 
bequem und viel weniger anschaulich. 

8j S. etwa Sauerbeck, De Qua (Teubner 1902, S. 38 34. 
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Meyer, W. Fr. Differential- und Integralrechnung. Zweiter Band: 
Integralrechnung. (Bd. XI der „Sammlung Schubert".) XVI u. 
444 S. Leipzig 1905. Göschen. 

Über den ersten, die Differentialrechnung behandelnden Teil des vor- 
liegenden Werkes, ist im Bd. 4, S. 164 des Archivs berichtet worden. Die 
dort gegebene allgemeine Charakteristik gilt auch vom zweiten Teile. Der 
Verfasser hat eine in Stoffauswahl und Anordnung selbständige DarsteUung 
der Integralrechnung geliefert, welche insoweit eine exakte Entwicklung 
des Gegenstandes abgibt, als dies ohne durchgängige Arithmetisierung 
möglich ist. Zahlreiche, sowohl zur Einführung der Begriffe, als zur Er- 
läuterung dienende Beispiele sind der analytischen Geometrie entnommen. 
Das Buch wird mit Vorteil den Studierenden der Mathematik beim ersten 
Studium der Integralrechnung dienen können, während es wegen der Dar- 
stellung im einzelnen und der Disposition im großen (Fehlen weitergehender 
Anwendungen, starkes Zurücktreten der Differentialgleichungen) etwas weniger 
für solche Leser geeignet erscheint, welche die Differential- und Integral- 
rechnung nur als Hilfswissenschaft betreiben wollen. 

Die Einteilung des Stoffes ist in der Art vollzogen, daß im ersten 
Abschnitte die wesentlichsten Grundbegriffe entwickelt werden, die alsdann, 
ehe an die systematische Durcharbeitung der Integration der Differentiale 
gegangen wird, zu geometrischen Anwendungen verwandt werden. Hier ist 
das Buch besonders reichhaltig und bietet an Quadraturen, Rektifikationen, 
Kubaturen und Komplanationen vielseitige Ausführungen. 

Im Anschluß an diese geometrischen Anwendungen der Integralrechnung 
finden sich dann hier auch diejenigen der Differentialrechnung, welche im 
ersten Bande vermißt wurden. Bei dieser Gelegenheit sind einige An- 
deutungen über Differentialgleichungen eingeschoben. Dagegen fehlt jedes 
systematische Eingehen auf die Integration einfacher Differentialgleichungen, 
ein Gegenstand, den man sonst gewöhnlich in Lehrbüchern der Integral- 
rechnung antrifft. 

Der zweite Abschnitt gibt in einem ersten Kapitel den systematischen 
Ausbau der elementar ausführbaren Integrale, wobei (hier ein wenig de- 
plaziert) eine längere Erörterung über komplexe Variabele und Funktionen 
eingeschoben ist. Den Beschluß bildet das zweite Kapitel, in dem fünf 
verschiedene Gegenstände zusammengestellt sind. Weiter wird ein ge- 
drängter Abriß der elliptischen Integrale und Funktionen nach Legendre- 
Jacobi gegeben. Es finden sich endlich der Satz über Differentiation eines 
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Integrales nach einem Parameter, Entwicklungen von Integralen in Reihen, 
Behandlung der Integrale totaler Differentialausdrücke, sowie endlich eine 
Besprechung der Doppelintegrale. Bei letzterem Gegenstande kommen leider 
die geometrischen Ausführungen etwas zu kurz. 

Braunschweig. R. Fricke. 



Hermite et Stieltjes. Correspondanoe publieo par lea soins de 
B. Baillaud et H. Bourgct. Avec une preface de E. Picard. Tome I 
(8 novembre 1882 — 22 juillet 1889). — Tome II (18 octobre 1889 
— 15 decembre 1894). XX + 477, VI -f 464. Paris 1905, Gauthier- 
Villars. Chaque tome 16 fr. 

Es ist wohlbekannt, einen wie umfassenden Briefwechsel Charles Hermite 
mit französischen und ausländischen Gelehrten unterhalten hat, wohlbekannt, 
welche Rolle dieser Briefwechsel in dem Leben des anerkannten Meisters 
und Führers der französischen Schule gespielt hat. Dürfte es doch nur 
wenige Mathematiker unter seinen Zeitgenossen goben, die mit dem Franzosen 
nicht in Korrespondenz gestanden baben. Aber keiner dieser Briefwechsel 
war so intensiv und so fruchtbar zugleich, keiner wurde mit der Ge- 
schwindigkeit eines Wechselstroms von solcher Frequenz geführt, wie 
der Briefwechsel mit Thomas Stieltjes (geb. 29. Dezember 1856 in 
Holland). 

Eine Notiz der Comptes Rendus vom Jahre 1882, wo Stieltjes eine 
einfache und elegante Ableitung Tisse ran d scher Sätze mitteilt, gab den 
Anstoß zur Korrespondenz, die bis wenige Tage vor seinem Tode (31. De- 
zember 1894) gedauert hat. 

Hermite gibt sich hier, wie ihn alle diejenigen kennen, denen auch 
das Glück einer Korrespondenz mit dem Nestor der französischen Mathe- 
matiker zuteil wurde: stets ist er hilfsbereit und aufmunternd, wenn dem 
andern plötzliche Schwierigkeiten den Mut zu rauben drohen, nie mangelt 
ihm die Zeit zur Antwort; mit rührender Bescheidenheit bewundert und 
auerkennt er die Resultate des andern und wird nicht müde, die Originalität 
der Gedankengänge des jungen Freundes ins rechte Licht zu setzen. Wir 
erfahren aus dem Briefwechsel von Schwierigkeiten, die sich der mathe- 
matischen Laufbahn von Stieltjes in seiner Heimat entgegenstellen. 
Hermite weiß Rat. Auf seinen Vorschlag siedelt der Holländer nach 
Frankreich über und wird nach kurzer Zeit — Hermite ebnet ihm alle 
Wege — zum Professor an der Toulouser Universität ernannt. 

Der Ton des Briefwechsels wird intimer und intimer, je mehr sich 
die mathematische Verwandtschaft zwischen beiden offenbart, je mehr 
Hermite, um mit Jacobi zu reden, des vir arithmeticus in Stieltjes 
inne wird. In einem der letzten Briefe schreibt Hermite: „M. Kro necker 
me disait en dinant a Flanville, oü j'ai eu sa visite, que nous avions la 
tete faite de la meine maniere; je crois que s'il vous avait connu, le 
binome aurait ete change en trinonie". Und an einer späteren Stelle findet 
Stieltjes Gelegenheit, dem großen Franzosen sein arithmetisches Glaubens- 
bekenntnis abzulegen, worauf dann Hermite erwidert: „Je me sens tout 
jojeux de vous savoir en si bonne disposition que vous vous transformez 
en naturaliste pour observer les phenomenes du monde arithmetique. Votre 



Digitized by Google 



Rezensionen. 



263 



doctrine est la mienne; je crois que les nonibres et les fonctions de l'Analyse 
ne sont pas le produit arbitraire de notre esprit; je pense qu'ils existent 
en dehors de nous avec le memo earactere de necessite que les choses de 
la realite objective, et que nous les rencontrons ou les decouvrons et les 
etudions, comme les physiciens, les chimistes et les zoologistes. 11 

Und der junge Holländer, erfüllt von aufrichtiger Dankbarkeit gegen 
den väterlichen Freund, fühlt „la necessite de ne jaraais cesser de travailler, 
d etre toujours sur la breche pour ne pas laisser s'endonnir l'esprit et le 
tenir en haieine". 

Es ist überraschend, mit welcher Schnelligkeit er auf jede, von 
Hermite vorgelegte Frage antwortet, und wie sich sein Forschungsgebiet 
mehr und mehr erweitert. Die Kugelfunktionen, kubische und biquadratische 
Reste, Zerlegung einer Zahl in fünf Quadrate, mechanische Quadratur, die 
Riemannsche Transzendente ?(«), die Theorie der Kettenbrüche und die 
halbkonvergenten Reihen, das sind im großen und ganzen die Gebiete, über 
welche der Briefwechsel gepflogen wird. 

Es ist ein schönes Denkmal, das die Herren Baillaud und Bourget 
der Freundschaft Hermites mit Stiel tjes durch sorgsame Herausgabe der 
Korrespondenz errichtet haben; und die mathematische Welt weiß ihnen 
lebhaften Dank! Ich glaube, daß es jedem, der sich entschließt, einen 
Band in die Hand zu nehmen, so ergehen wird, wie es dem Referenten 
ergangen ist: er wird von dem Eindruck dieser ganz einzigen Korrespondenz 
gepackt und gefangen genommen werden. Die abstrakte Sprache der 
Analysis verliert in dem Munde dieser beiden Freunde an ihrer Trockenheit, 
ja zuweilen wird die Darstellung dramatisch bewegt, „la Mathematique y 
devient plus humaine", wie sich Hermites Schwiegersohn in der Vorrede 
ausdrückt. 

Dem ersten Bande sind die Heliogravüren von Hermite und Stioltjes 
aus ihren letzten Jahren beigefügt, den zweiten Band ziert ein schönes 
Bild des fünfundzwanzigjährigen Hermite. 

Berlin. E. Jahnke. 



Laglierre, Oeuvres de. Publiees sous les auspices de l'academie des 
sciences, par MM. Ch. Hermite, H. Poincare et E. Rouche. Tome II: 
Geometrie. 715 p. Paris 1905, Gauthier- Villars. 

Mit nicht geringer Spannung erwartet, ist endlich, nach siebenjähriger 
Pause, auch der zweite Band von Laguerres gesammelten Werken erschienen. 
Er enthält sein Lebenswerk als Geometer; gehören doch von 140 Abhand- 
lungen, die er hinterlassen hat, mehr als die Hälfte zur Geometrie. 

Noch Schüler des Lycee Barbet, gelang ihm (1853) die Lösung eines 
Problems, das Poncelet und Chasles viel beschäftigt hatte, nämlich die 
Antwort auf die Frage, wie sich die metrischen Eigenschaften der Figuren, 
insbesondere die Winkelrelationen gegen projektive Transformation verhalten. 
Der jugendliche Laguerre gab die ebenso einfache wie elegante Lösung in 
einem Aufsatz: Sur la theorie des foyers, der in den Nouvelles Annales 
zum Abdruck gelangte. Bereits in dieser Arbeit macht er ausgedehnten 
Gebrauch vom Imaginären. Weiterhin erkennt er als einer der ersten 
die bedeutsame Rolle, welche der Inhalt des sphärischen Dreiecks in der 
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Kugelgeometrie spielt, und dehnt die Theorie der Brennpunkte auf alle 
algebraischen ebenen und sphärischen Kurven aus. 

Aus der erstaunlichen Fülle von Laguerres Untersuchungen begnüge 
ich mich hier diejenigen über die anallagmatischen Kurven und Flächen 
herauszuheben, welche zu jener Zeit die bedeutendsten Mathematiker be- 
schäftigten. Mehrere ihrer wichtigsten Eigenschaften hat Laguerre auf- 
gedeckt. Er untersucht zugleich alle Kurven vierter Ordnung, insbesondere 
die dreispitzige Hypozykloide, die Kardioide, die Lemniskate, die Cassini - 
schen Kurven und die Raumkurven vierter Ordnung. 

Und noch auf eine, Laguerre eigenste Schöpfung will ich hinweisen, 
seine Geometrie de direction. „II est peu d'exeraples", sagt Poincare 
in seiner Vorrede zum ersten Bande der gesammelten Werke, „qui 
fassent mieux voir combien l'idee la plus simple peut devenir feconde 
quand un csprit ingenieux et profond s'en einpare." Eine Gerade oder ein 
Kreis läßt sich als Bahn eines beweglichen Punktes auffassen, aber dieser 
Punkt kann die Bahn in zwei entgegengesetzten Richtungssinnen durch- 
laufen. Diese Überlegung führt dazu, eine Gerade als aus zwei Halbgeraden 
(semi-droites) und einen Kreis als aus zwei Zyklen (cycles) bestehend auf- 
z\ifassen. Auf diesem Wege gelingt es Laguerre, den wohlbekannten Trans- 
formationen eine neue geometrische Transformation hinzuzufügen. 

„S'il etait vrai", sagt Poincare an derselben Stelle, „qu'on ne püt ren- 
contrer la gloire sans la chercher, Laguerre serait reste toujours ignore; 
mais, heureusement, ses beaux travaux lui avaient attire l'estime et bientdt 
l'admiration des juges les plus competents, et il ne devait pas attendre en 
vain qu'on lui rendit justice. L'Institut lui ouvrit ses portes le 1 1 mai 
1883." Indessen, Laguerre hat diesen Erfolg nicht lange überlebt, er starb 
bereits am 14. August 1886 in seiner Geburtsstadt Bar-le-Duc. 

Berlin. E. Jahnke. 



Bonusse, H. Essais des materiaux. Notions fondamentales relatives 
aux döformations älastiques et permanentes. Bibliotheque de 
l'Eleve ingenieur. 150 S. Paris 1905, Gauthier- Villars. 5 fr. 

Der Verfasser hat sich vorgenommen, auf Grund langjähriger Versuche 
darzulegen, was das Experiment an gesichertem Besitzstand bezüglich der 
Deformationen zu Tage gefördert hat. Genauer gesprochen, behandelt er 
folgende Aufgabe: Wenn man einen Körper dehnt, spannt oder tordiert, so be- 
stehen bestimmte Beziehungen zwischen den geometrischen Variablen, d. i. 
der Verlängerung, der Durchbiegung, der Torsion auf der einen Seite, und 
den mechanischen Variablen, nämlich der Kraft, dem Kräftepaar auf der 
anderen. Wie lauten diese Relationen und wie lassen sie sich graphisch 
darstellen? 

Ich begnüge mich den Inhalt des interessanten Buches durch Angabe 
der Kapitelüberschriften anzudeuten: L Definition und allgemeine Betrach- 
tungen über die verschiedenen Arten der Deformationen. DT. Deformations- 
kurven, und zwar Kurven für den Zug und für die Torsion. Die Elasti- 
zitätsgrenzen. Dil. Vollkommen elastische Deformationen. Elastizitätsmoduln 
nach Young und Coulomb. Po is so n scher Koeffizient ff, welcher, bei der 
Dehnung eines kreisförmigen Zylinders, das Verhältnis der (auf die Einheit 
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bezogenen) Änderung des Querschnittsdurchmessers zur entsprechenden 
Änderung der Zylinderlänge bezeichnet. IV. Experimentelle Untersuchung 
der vollkommen elastischen Deformationen, Kritik des Hookeschen Gesetzes. 
V. Zugkurven bei bleibender Deformation. VI. Torsionskurven bei bleibender 
Deformation. VII. Über die Theorien der elastischen und bleibenden Deformation. 

Berlin. E. Jahnke. 



Macfarlaiie, A. Veotor analysis and quaternions. Nr. 8 der Mathe- 
matical monographs. 4. Auflage. 50 S. New- York 1906, J. Wiley 

Das Büchelchen bietet eine recht geschickte Zusammenstellung der 
elementarsten Begriffe aus der Vektoranalyse nebst einer Menge einfacher 
Übungen "aus Geometrie, Mechanik und Elektrizität. Der Verfasser legt 
Wert darauf, auch den Quaternionenbegriff einzuführen und seine Bedeutung 
an der sphärischen Trigonometrie und an der Zusammensetzung endlicher 
Drehungen darzulegen, im Gegensatz zu den neueren Schriftstellern über 
Vektoranalyse, welche fast durchweg geneigt sind den Quaternionenbegriff 
abzulehnen. 

Das Werk kann als Seitenstück zu dem in derselben Sammlung er- 
schienenen Büchelchen von Hyde bezeichnet werden, wo die Graßmannsohe 
Vektorenrechnung ihren Interpreten gefunden hat. 

Berlin. E. Jahnke. 



Dresse], L. S. J. Elementares Lehrbuch der Physik nach den 
neusten Anschauungen für höhere Schulen und den Selbstunter- 
richt. 3. vermehrte, umgearbeitete Auflage mit 665 in den Text 
gedruckten Figuren. 2. Bande, XXVI und 1094 S. Freiburg 1905. 
Herdersche Verlagsbuchhandlung. Geheftet 16,00 M., gebunden 17,60 JC. 

Das Dresseische Lehrbuch nimmt eine Mittelstellung ein zwischen den 
Lehrbüchern, die unmittelbar für die Hand des Schülers bestimmt sind, 
und den umfangreicheren Werken, wie z. B. Müller-Pouillet, Wüllner, 
Winkelmann, Gray, Chwolson usw., die für spezielle wissenschaftliche 
Studien geschrieben sind. Da das Buch dem neuesten Stande der 
physikalischen Wissenschaft angepaßt und in allen seinen Teilen wissen- 
schaftlich durchgebildet ist, kann man es als ein vorzügliches Werk für die 
Hand des Lehrers empfehlen, der seine Kenntnisse für die Zwecke der 
Schule vertiefen und sich mit den neuesten wissenschaftlichen Ansichten 
vertraut machen will. Auch auf die praktischen Anwendungen der Physik, 
auf die Technik ist vielfach Rücksicht genommen. So wird z. B. an einer 
eingehenden Durchführung der Berechnung einer Dynamomaschine die An- 
wendung der elektrischen Gesetze auf die Technik gezeigt. Daß das Buch 
in erster Linie für die Hand des Lehrers geschrieben ist, geht daraus her- 
vor, daß am Schlüsse jedes Paragraphen die in der „Zeitschr. für den 
physikalischen und chemischen Unterricht" enthaltene Literatur über den be- 
handelten Gegenstand angegeben ist. Dadurch wird der Lehrer in den Stand 
gesetzt, für die Ausführung der Versuche sich leicht näher zu informieren. 
Das Buch kann in jeder Beziehung empfohlen werden. 

Homburg. E. Grimsehl. 
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Mandl, J. Kursgefaßtes Lehrbuch der Mathematik für Ingenieure. 

VHI u. 327 S. Wien 1906, Lehmann & Wentzel. Geb. 9,50 Jl. 

Der Verfasser, ein Oberstleutnant, schreibt: „Das vorliegende Buch, ist 
aus dem Bedürfnisse hervorgegangen, jenen technisch gebildeten Offizieren, 
die eine höhere Ausbildung an der Kriegsschule oder an den Technischen 
Militiirfachkursen anstreben, einen möglichst gedrängten Leitfaden für die 
Vorbereitung zur Aufnahmsprüfung aus der höheren Mathematik an die 
Hand zu geben. Es enthalt demgemäß in einer für das Selbststudium ge- 
eigneten Form den für diese Aufnahmsprüfung vom k. und k. Reichs- 
Kriegsministerium vorgeschriebenen Prüfungsstoff." Und weiter: „In seiner 
gegenwärtigen Form enthält das Buch das zum Verständnis von Vorlesungen 
über Ingenieurwissenschaften an einer technischen Hochschule erforderliche 
Minimum an Lehren aus der höheren Mathematik nebst einigen einleitenden 
Abschnitten aus der Elementarmathematik, und kann daher als Hilfsbufh 
für studierende Ingenieure wie für Praktiker dieser Richtung dienen." 

Das Buch dürfte seinen Zweck durchaus erfüllen. Nach Inhalt und 
Darstellung macht es einen vorteilhaften Eindruck, der durch eine große 
Zahl von Beispielen und Übungen noch verstärkt wird. Hin und wieder 
möchte man wohl an der Darstellung einiges geändert wissen. So, wenn 
der Verfasser die Ordinate eines Punktes auf dem Einheitskreise schlecht- 
hin den Sinus, seine Abszisse schlechthin den Kosinus nennt. Die hier- 
durch verursachte Verwirrung wird durch die spätere Einführung derselben 
Funktionen als „Projektionsfaktoren" nicht völlig beseitigt. So, wenn vom 
Sinussatz zunächst nur der erste Teil (a : sin a = b : sin ß — c : sin y) ge- 
bracht wird, der auf den Umkreis bezügliche Teil aber seltsamerweise erst 
einige Seiten später. Ein Exkurs in die analytische Geometrie des Punktes 
und der geraden Linie sowie Kapitel über den Funktions- und Grenzbegriff 
leiten über zur Differential- und Integralrechnung. Hier ist zu bemerken, 
daß es sich für eine Einführung in die Infinitesimalrechnung empfohlen 
dürfte, nach der Definition des Differeutialquotienten mit dem Differential 
weiter zu operieren. Wenn übrigens der Verfasser bei dieser Gelegenheit 
erwähnt, daß die Differentialrechnung fast gleichzeitig mit Leibniz und 
Newton auch von Fermat erdacht worden sei, so wird hier dem großen 
Franzosen eine Vaterschaft zugestanden, von der er selber nichts weiß. 
Hieran schließt sich die analytische Geometrie der ebenen Kurven. Die 
Kegelschnitte erfahren ausführliche Behandlung, und zwar nicht bloß analy- 
tisch, auch elementargeometrisch. Wie sehr dem Verfasser dieser Gegen- 
stand am Herzen liegt, zeigt die Verwendung der Affinitätsverwandtschaft 
für Konstruktion von Kegelschnitten. Von transzendenten Kurven werden 
die logarithmische, die Ketten- und die Wahrschcinlichkeitslinie, die Zykloide 
und die Kreisevolvente abgehandelt. 

Zum Schluß noch eines, was dem Referenten aufgefallen ist: die An- 
wendungen treten in diesem Textbuch für Ingenieure stark in den Hinter- 
grund, nicht einmal Anwendungen auf einzelne Teile der Mechanik tauchen 
in den Übungen auf. 

Alles in allem: das Buch ist recht gut durchgearbeitet und verdient 
Verbreitung. 

Berlin. E Jahnkk. 
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Müller- Pou Miels Lehrbuch der Physik und Meteorologie. Zehnte 
umgearbeitete und vermehrte Auflage, herausgegeben von Leo p. Pfaundler. 
Unter Mitwirkung von 0. Lummer- Breslau, A. Waßmuth-Graz, 
J. M. Pernter- Wien, Karl Drucker-Leipzig, W. Kaufmann-Bonn, 
A. Nippolt-Potsdam. In vier Bänden. Erster Band: Mtchanik und 
Akustik von Leop. Pfaundler. Erste Abteilung. Ö93 Fig. XVI und 
544 S. gr. 8. Braunschweig 1907, Friedr. Vieweg und Sohn. Brosch. 7 JC. 

Die zehnte Auflage dos altbekannten und geschätzten Werkes wird sich 
von der vorigen Auflage wesentlich dadurch unterscheiden, daß die Neu- 
bearbeitung der einzelnen Teile der Physik von verschiedenen bekannten 
Physikern übernommen ist. Mit liecht hebt Leop. Pfaundler im Vorwort 
hervor, daß es einem einzelnen Mann kaum möglich ist, ein Werk von 
solchem Umfange bei dem stetigen und unaufhörlichen Anwachsen der physi- 
kalischen Wissenschaft allein in solch kurzer Zeit zu bearbeiten, daß nicht die 
ersten vollendeten Teile des Werkes schon veraltet sind, wenn der letzte Teil 
noch in Arbeit ist. Schon bei der neunten Auflage hatte 0. Lummer die 
Optik mit Erfolg bearbeitet; so ist es selbstverständlich und auch im Inte- 
resse tes Lehrbuches erwünscht, daß dieses Gebiet in denselben bewahrten 
Händen bleibt. Von den übrigen Gebieten haben übernommen: W.Kaufmann 
den Magnetismus und die Elektrizität, J. M. Pernter die Meteorologie, 
A. Nippolt den Erdmagnetismus, K. Drucker die physikalisch chemischen 
Teile und A. Waßmuth die Wärmeleitung und Thermodynamik. 

Der vorliegende erste Teil des ersten Bandes ist von L. Pfaundler 
wieder selbst bearbeitet. Ursprünglich hatte H. v. Wild Zürich die Neu- 
bearbeitung übernommen und auch schon einen Teil der Arbeit fertig, als 
der Tod dieses Mannes die Vollendung des Manuskripts unmöglich machte. 
Pfaundler hat nun den schon von v. Wild fertig gestellten Teil des 
Manuskripts mit benutzt. Dadurch hat das erste Kapitel der Mechanik 
einen ganz besonderen Charakter angenommen es behandelt ausschließlich 
die Meßmethoden und Meßwerkzeuge für Längen, Flüchen, Volumina, Winkel, 
Zeiten und Massen mit großer Ausführlichkeit und Gründlichkeit auf über 
achtzig Seiten. Die Ergänzung, die das Buch hierdurch erfahren hat, kann 
man nur mit Freuden begrüßen: denn es ist im hohen Grade erwünscht, 
daß jeder Physiker innerhalb des Rahmens eines Lehrbuches Gelegenheit 
rindet, sich über die präzisen Meßmethoden und Meßwerkzeuge für die 
fundamentalen Größen der Physik zu informieren, denn nur wenige werden 
in der Lage sein, sich durch Spezialstudium von besonderen Werken auf 
diesen Gebieten Belehrung zu verschaffen. 

Es lag kein Grund vor, in der Anlage der übrigen Kapitel wesent- 
liche Änderungen zu treffen, und es sind diese denn auch, abgesehen von 
Ergänzungen und Verbesserungen und abgesehen von der Aufnahme der neuesten 
wissenschaftlichen Ergebnisse, im wesentlichen unverändert geblieben. Wie 
in den früheren Auflagen, so sind auch in dieser Autlage schwierige mathe- 
matische Entwicklungen vermieden. Dadurch ist das Werk auch verständlich 
geblieben für solche Studierende, die sich nicht auf Mathematik und Physik 
als Spezialstudium geworfen haben. Das Studium des Buches wird durch 
die gefällige und klare Spracho und durch die vorzüglich ausgeführten 
Figuren leicht verständlich. Ohne Voraussetzung irgend welcher schon vor- 
handenen Kenntnisse werden auch die elementarsten Sätze und die ein- 
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fachsten Instrumente und Apparate beschrieben, gewiß nicht zum Schaden 
des Buches. Die schlichte Darstellung der schwierigeren Gebiete ermöglicht 
es auch dem Physiker, sich ohne große Mühe rasch Aufschluß zu ver- 
schaffen über Dinge, die seinem Spezialstudium ferner liegen, wenn er ihrer 
zu irgend einem Zweck rasch bedarf. 

Homburg. E. Grocsehl. 

Baehmailli, P. Zahlentheorie TeilV: Allgemeine Arithmetik der Zahlen- 
körper. XXIIu. 548 S. Leipzig 1905, B.G.Teubner. Geh.„#16,geb. Jtfl7. 

Von seiner „Gesamtdarstellung der Zahlentheorie in ihren Hauptteilen" 
laßt der Verfasser hier außer der Reihe den fünften Teil „Allgemeine 
Arithmetik der Zahlenkörper" erscheinen, weil augenblicklich dies Gebiet 
der Zahlentheorie das aktuellste Interesse darbietet. Das Buch ist dem 
Altmeister der Zahlentheorie, Richard Dedekind, gewidmet. Diese Wid- 
mung kennzeichnet zugleich den Inhalt des Buches, denn es sind haupt- 
sächlich die Dedekind sehen Entwicklungen und Anschauungen, die in dem 
Werke zur Geltung kommen. 

Es ist die Absicht des Verfassers, alles das, was man über den all- 
gemeinen endlichen algebraischen Zahlkörper weiß, darzustellen, alle Unter- 
suchungen über spezielle Zahlkörper dagegen einem späteren Bande vorzu- 
behalten. Die allgemeine Theorie läßt sich, soweit sie hier zur Darstellung 
gelangt ist, in drei größere Abschnitte teilen: Theorie der Ideale, der Dis- 
kriminanten und der Einheiten. Von den zwölf Kapiteln des vorliegenden 
Werkes sind das 4. bis 6. und das 9. und 10. im wesentlichen der 
Theorie der Ideale gewidmet, nachdem in drei einleitenden Kapiteln von 
zum Teil algebraischer Natur der allgemeine Begriff des algebraischen Zahl- 
körpers, die Dedekindschen Moduln und die höheren Kongruenzen behandelt 
sind. Die fundamentale Tatsache der Idealtheorie, daß nach Hinzufügung 
der Ideale zu den Körperzahlen in dem erweiterten Gebiete eindeutige Zer- 
legung in Primfaktoren herrscht, wird in bekannter Weise auf den „Kern- 
satz" zurückgeführt, daß jedes Ideal durch Multiplikation mit einem ge- 
eigneten anderen Ideal in ein Hauptideal, d. h. eine Körperzahl, verwandelt 
werden kann. Für diesen Kernsatz werden mehrere Beweise gegeben, zwei 
im Anschluß an Dedekind, ein Beweis von Hurwitz und in einem 
späteren Kapitel ein Beweis von Hilbert, der den Galoisschen Zahl- 
körper zu Hilfe nimmt. Besonders hingewiesen sei auf den Beweis von 
Hurwitz, der mit Hilfe eines dem Euklidischen Algorithmus analogen 
Verfahrens die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen erschließt und von 
liier aus den Kernsatz gewinnt. Dieser Beweis ist nicht nur wegen der 
erwähnten Analogie bemerkenswert, sondern auch deshalb, weil hier der 
Kernsatz gleich in der schärferen Form herauskommt, daß es von jedem 
Ideal eine Potenz gibt, die Hauptideal ist. Daraus läßt sich dann ohne 
weiteres schließen, daß man an Stelle der Ideale durchaus wirkliche alge- 
braische Zahlen setzen kann, die nur nicht dem betrachteten Rationalitäts- 
bereich angehören. Gerade im Hinblick auf die gegenwärtige Entwicklung 
der Theorie ist es aber für den Leser von Wichtigkeit, diesen Gedanken- 
gang klar zu erfassen. 

Das 7. Kapitel ist den Diskriminanten gewidmet, das 8. der Dirichlet- 
schen Einheitentheorie. Im 7. Kapitel werden auch die Kronecker- 



Digitized by Google 



Rezensionen. 



2G9 



H enseischen Entwicklungen herangezogen, bei denen neben den Zahlen 
noch Unbestimmte, also Formen, benutzt werden. Der Verfasser hatte ur- 
sprünglich die Absicht, die Dedekindsche und Kroneckersche Theorie 
der Ideale nebeneinander darzustellen, hat aber diese Absicht fallen lassen, 
um den Umfang seines Werkes nicht allzusehr wachsen zu lassen. Der 
Referent kann darin dem Verfasser nur zustimmen; nicht ebenso unbedingt 
kann er es aber gutheißen, daß auch die Gittertheorie ganz mit Still- 
schweigen übergangen ist, weil durch Hinzuziehung derselben manchem 
Leser der Zugang zur Theorie doch vielleicht erleichtert wäre. Denn so- 
wohl die Theorie der Ideale wie die der Einheiten gewinnt dadurch an 
Anschaulichkeit, und an die letzte hätte sich ungezwungen die Theorie der 
periodischen Approximationsprozesse für mehrere algebraische Zahlen an- 
geschlossen, welche die Verallgemeinerung der gewöhnlichen Kettenbrueh- 
ent wicklung bilden. Die Theorie dieser Prozesse gehört aber sicher zu 
einer allgemeinen Theorie der algebraischen Zahlen, denn ihre Periodizität 
ist eine allgemeine und gleichzeitig charakteristische Eigenschaft derselben. 

Das letzte Kapitel des Werkes gibt im engen Anschluß an Hilbert 
die Theorie des Galoisschen Zahlkörpers, scheinbar im Widerspruch mit 
der allgemeinen Tendenz des Werkes, aber sachlich durchaus berechtigt, 
denn der Galoissche Körper kann nicht als spezieller Körper aufgefaßt 
werden. In einem Anhang endlich wird ein kurzer Abriß der He ns ei- 
schen Untersuchungen, die sich auf die Reihenentwicklung der algebraischen 
Zahlen beziehen, gegeben, hauptsächlich um die Lehre von den Diskrimi- 
nantenteilern zu vervollständigen. 

Zusammenfassend kann man sagen, daß die Darstellung, dio der Ver- 
fasser von den Grundlagen der allgemeinen Arithmetik der Zahlkörper ge- 
geben hat, klar geschrieben und leicht lesbar ist, so daß das vorliegende 
Werk jedem, der tiefer in dies zukunftreiche Gebiet eindringen will, nur 
angelegentlich empfohlen werden kann. 

Bonn. Ph. Furtwaxgler. 



Mayer, I. W. und Czap, E. Die praktische Wartung der Dampfkessel 
und Dampfmaschinen. Dritte Auflage. IV, 191 S. mit 210 Abb. 
Leipzig 1906, B. G. Teubner. Geh. JC 3,50, geb. JC 4,30. 
Das Buch soll ein Lehrbuch sein für Dampfkessel- und Dampf- 
maschinenwärter sowie für Fabrikbeamte ohne technische Vorbildung. Der 
Inhalt ist ein sehr reicher, denn er umfaßt so ziemlich alles, was beim 
Dampfkessel- und Dampfmaschinenbetriebe von Wichtigkeit ist. Ich fürchte 
sogar, daß in einigen Abschnitten mit Rücksicht auf die Kreise, für welche 
das Buch bestimmt ist, zu weit gegangen ist, unter anderem beim Kapitel 
der Steuerungen. Die Abbildungen lassen zum Teil an Deutlichkeit zu 
wünschen übrig. Ich bezweifele z. B., daß einem Maschinenwärter oder 
einem Fabrikbeamten ohne technische Vorbildung die Wirkung der auf 
S. 57 abgebildeten Moorepumpe, selbst an Hand der beigefügten Beschreibung 
klar werden dürfte. Dem Bestreben, möglichst kurz zu sein, sind offenbar 
einige Erklärungen zuzuschreiben, die zum mindesten ungenau sind. So z. B. 
die auf S. 125 ausgesprochene Behauptung, daß die Expansion des gesättigten 
Dampfes nach dem Mariottescben Gesetze erfolge, oder S. 155 «lall der Zweck 
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des Receivers nur der sei, durch Zuführung von Wärme den Dampf ex- 
pansionsfähiger zu machen, usw. Im allgemeinen wird das Buch aber den 
Kreisen, für die es bestimmt ist, namentlich in aubetraeht seines billigen 
Preises sicherlich sehr willkommen sein, was ja auch schon aus der Not- 
wendigkeit einer dritten Auflage hervorgehen dürfte. 

Grunewald. R. Vater. 



Krause, H. Maschinenelemente. 241 S. Mit 305 Abb. Berlin 1905, 
Julius Springer. Preis geb. Jt 5. 

Das Buch ist ein Leitfaden für Berechnung und Bau der Maschinen- 
elemente und zunächst als Lehrbuch für technische Mittelschulen gedacht. 
Der Verfasser war dabei bestrebt, ein kurzgefaßtes, wohlfeiles Buch zu 
schaffen, welches die allgemeinen Gesichtspunkte enthält, von denen man 
beim Entwurf und der Herstellung der Maschinenelemente auszugehen hat, 
und welches die Hauptformeln zur Berechnung dieser Elemente zusammen- 
faßt. Man kann dieses Bestreben nur gut heißen und muß zugestehen, daß 
Verfasser sein Ziel erreicht hat. Denn trotz des knappen Umfanges und 
des, namentlich in anbetracht der sehr hübschen Ausstattung, wirklich 
billigen Preises, enthält das Buch die Grundzüge für die Berechnung aller 
wichtigen Maschinenteile. Durch die zahlreichen Angaben der zur Berech- 
nung notwendigen Koeffizienten, durch die bei allen wichtigeren Abschnitten 
eingefügten Rechenbeispiele und nicht zuletzt durch die große Zahl ein- 
facher, aber im allgemeinen recht klarer Abbildungen wird das Buch vielen 
willkommen sein, die sich des hohen Preises oder der beschränkten Zeit 
wegen in das Studium ausführlicher Werke, wie z.B. des von Bach, nicht 
vertiefen können. 

Grunewald. R. Vater. 

Fischer, 0. Theoretische Grundlagen für eine Mechanik der lebenden 
Körper. Mit speziellen Anwendungen auf den Menschen sowie auf 
einige Bewegungsvorgänge an Maschinen in möglichst elementarer und 
anschaulicher Weise dargestellt. Mit 67 in den Text gedruckten Figuren 
und 1 Tafeln. Leipzig und Berlin 1906, B. G. Teubner. X u. 372 S. 
Preis gebunden Jl. I i. — . 

Wer wie der Verfasser seit mehr als zwanzig Jahren auf einem Spezial- 
gebiete tätig gewesen ist, der wird mit berechtigtem Stolze Rückblick über 
das Erreichte halten. Wenn er noch dazu als erster und einziger Pionier 
die Grundlagen dieser Wissenschaft sich erst schaffen mußte, so wird er 
durch Weiterverbreitung der geschaffenen Methoden andere zur Bearbeitung 
von Einzelfragen anzuregen und sie mit dem nötigen Rüstzeug zu versehen 
gern bereit sein. Aus diesen Erwägungen besonders ist die Entstehung des 
vorliegenden Buches zu erklären, und wir möchten gleich hier sagen, daß 
es seinen Zweck sicherlich voll erreicht hat. Es wird — so zweifeln wir 
nicht — in weiten Kreisen Interesse für die Mechanik der Gelenksysteme 
erwecken und sowohl dem Techniker, der die Bewegungsvorgänge an Ma- 
schinen studiert, als auch dem Mediziner, der sich die Mechanik von Gelenk- 
verbindungen am menschlichen Körper zu bearbeiten vornimmt, die theo- 
retischen Grundlagen und die Methode der Forschung an die Hand geben. 
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Kür den Mathematiker — das sagt der Verfasser selbst — hätte eine viel 
kürzere Darstellung genügt. Bedurfte es für diesen überhaupt einer solchen 
Anleitung? Sind nicht die „theoretischen Grundlagen" auch für dieses 
Spezialgebiet in Lagranges analytischer Mechanik enthalten? Gewiß, wer 
aber die Mühsale kennt, die selbst die Darstellung der Theorie der einfach- 
sten Gelenkverbindung verursacht — das Problem von Glocke und Klöppel 
und das des Pendels mit kardanischer Aufhängung sind typische Beispiele 
wird die Vorteile zu schätzen wissen, die die vom Verfasser eingeführten 
„reduzierten Systeme" liefern. Wie einfach gestalten sich die Differential- 
gleichungen für die dreigliedrigen ebenen Gelenkketten, von denen aus- 
gegangen wird, bei Einführung der „Hauptpunkte" und „Hauptstrecken", 
die in einfachen, durch Addition von Vektoren zu erhaltenden Beziehungen 
zu den Schwerpunkten des Ganzen und der Teilsysteme stehen. Die 
Gleichungen werden aus der zweiten Lagrangeschen Form gewonnen, sie er- 
fahren aber sodann noch eine ganz elementare, nur von den einfachsten 
Definitionen der Kräfte Gebrauch machende, dabei durchaus elegant« Her- 
leitung, die auch den in die Prinzipien der höheren Analysis nicht eingeweihten 
Medizinern verständlich sein muß. Aus pädagogischen Gründen wird dieses 
spezielle und sodann das zweigliedrige räumliche System vorausgeschickt, 
wäbrend die allgemeine ebene »-gliedrige Kette und die räumliche allgemeine 
sodann ausführlicher behandelt werden. Auch dem Mathematiker wird dieses 
Aufsteigen vom Besondern zum Allgemeinen bei den immerhin nicht leicht 
zu übersehenden allgemeinen Gleichungen erwünscht sein. 

Im folgenden speziellen Teile werden diejenigen Aufgaben behandelt, 
für welche die Theorie entworfen wurde, und die der Verfasser in einer 
großen Zahl von Abhandlungen der k sächs. Ak. bearbeitet hat. Nur 
über eine spezielle Verwendung der Gleichungen haben wir (dieses Archiv 
(i>) 9, (J6 f.) berichtet. Hier war durch eine Art kinematographischer 
Aufnahmen des menschlichen Ganges die Möglichkeit gegeben, in den 
Gleichungen alle Kräfte graphisch zu bestimmen und die einzig noch un- 
bekannten Muskelkräfte abzuleiten. Die Vorteile der Theorie haben sich 
hier durch das schöne Ergebnis gezeigt, daß jene es sind, dio den Gang 
des Menschen viel stärker beeinflussen, als die Schwerkraft. Indessen sind 
die physiologischen Aufgaben viel mannigfaltiger. Es werden eine Anzahl 
von solchen, die die Statik und Kinetik der Muskeln betreffen, zur völligen 
Lösung gebracht, so daß /.. B. die zur Gleichgewichtsstellung des Armes 
unter dem Einflüsse der Schwerkraft und eines Unterarmbeugers gehörigen 
Koordinaten fabuliert und danach diese Stellungen zeichnerisch wieder- 
gegeben und die durch Kontraktion eines Muskels entstehenden Bewegungen 
wenigstens in ihrem Beginn in gleicher Weise klargestellt werden. Dieses 
auch in exakter Weise für den ganzen Verlauf einer Bewegung zu voll- 
bringen, gelingt im allgemeinen nicht wegen der meist unüberwindlichen 
Schwierigkeiten, welche sich der Integration der Differentialgleichungen ent- 
gegenstellen. Nur im besondern Falle ist durch die hier möglichen Ver- 
nachlässigungen die Integration möglich gemacht, und damit die durch einen 
Muskel für sich allein erzeugte Bewegung ermittelt. Aber die Wahrschein- 
lichkeit spricht nicht dafür, daß bei einer Bewegung überhaupt je nur rtfl 
Muskel tätig ist, so daß gerade hier sehr viel dankbare Arbeit übrig bleibt, 
durch die es gilt, die Komplikationen in Summationen einfacher Fälle aufzulösen. 
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Zum Schlüsse zeigt der Verfasser, welchen Nutzen die Technik aus 
den in dem Buche eingeführten Begriffen ziehen kann, indem er das Problem 
der Schubkurbelbewegung behandelt und dabei die wichtige Frage des 
Massenausgleiches wenigstens berührt, die durch moderne Untersuchungen 
in den Vordergrund des Interesses gerückt ist. Den Schluß bildet die Be- 
handlung des Pendels, das mit seiner Linse gelenkig verbunden ist. Die 
Schnelligkeit, mit der man hier zum Hinschreiben der Bewegungsgleichungeü 
gelangt, lassen in der Tat die „theoretischen" Grundlagen Äußerst praktiscli 
und ihre Verbreitung als sehr empfehlenswert erscheinen. Ein ausführliches 
Register erleichtert den Gebrauch des auch sonst recht übersichtlichen Buches. 

Charlottenburg. H. Samter. 



V. Neiiniayer, Anleitung zu wissenschaftlichen Beobachtungen auf 
Reisen. Unter Mitwirkung zahlreicher Gelehrter herausgegeben. In 
zwei Bänden. Dritte Auflage. XXIV u. 844 S. XV u. 880 S. 
Hannover 1906, Max Jänecke. Preis JC 49. 
Rechtzeitig zum 80. Geburtstage des hochverdienten Herausgebers ist 
die dritte Auflage des in dieser Vollständigkeit und Zuverlässigkeit einzig 
in der Weltliteratur dastehenden umfassenden Werkes erschienen. Wenn 
in den 18 Jahren, seitdem die zweite Auflage die Presse verlassen hat, so 
mancher weiße Fleck auf den Erdkarten sich gefüllt hat, manches Licht 
über die Natur fernliegender Länder und Meere ausgegossen wurde, die Er- 
forschung menschlicher Sprachen, Gewohnheiten, Einrichtungen uns er- 
schlossen wurde, wenn überhaupt die Detailforschung auf allen Gebieten der 
Erkenntnis sich über die Welt verbreitet hat, so hat dieses Buch einen 
wesentlichen Anteil daran. Die eingehende „Anleitung" ist die notwendige 
Voraussetzung für das Gelingen jeder Forschung, sie kürzt die Vorbereitung, 
sie verhindert sonst so häufige Mißerfolge. Demnach ist das Buch jedem 
Forschungsreisenden im wahren Sinne des Wortes unentbehrlich. Damit ist 
freilich die Bedeutung des Buches keineswegs erschöpft. Auch demjenigen, 
der sich etwa über die Grundzüge der Pflanzengeographie, oder über die 
landwirtschaftlichen Kulturgewächse naher und ferner Zonen mit leichter 
Mühe gute Kenntnisse schaffen will, dem, der diese Kenntnisse seinen 
Schülern zu übermitteln hat, dem, der in der Heimat sich — sagen wir — 
die Erforschung des Lebens in einem Binnensee zum Ziele steckt, kann die 
Lektüre des betreffenden Abschnittes in diesem Buche nicht dringend genug 
empfohlen werden. Wer — wie der Referent — diesem Buche weiteste 
Verbreitung wünscht, der ist sich zugleich bewußt, daß er die Anregung 
zu dankbarer Spezialforschung in die weitesten Kreise der Studierten und 
Laien trägt, eine Anregung, die für den Ausbau der Wissenschaft, die ja 
heute auf immer ausgedehntere Einzelboobachtungen angewiesen ist, nur 
vorteilhaft werden kann. 

Die Namen der Mitarbeiter dieser neuen Auflage bürgen dafür, daß 
die in den letzten 18 Jahren gemachten Fortschritte der Wissenschaft und 
der Forschungstechnik die gebührende Berücksichtigung erfahren haben. Daß 
ganz neue Methoden eine eingehende Besprechung erfahren, nimmt bei der 
Umsicht des ewig jungen Herausgebers nicht wunder. So hat S. Finster- 
walder einen Beitrag über „die Photogrammetrie als Hilfsmittel der Ge- 
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ländeaufnahme" geliefert als Ergänzung der diesmal von P. Nagel bear- 
beiteten „Aufnahme des Reiseweges und des Geländes". Der geologische 
Abschnitt stammt noch von dem kürzlich dahingegangenen F. Frhr. von 
Richthofen, dem bei der Korrektur dieser seiner letzten Arbeit die Feder 
entglitten ist. Hier hat der Verblichene noch die neuesten Ansichten über 
den Vulkanismus berücksichtigen können. Als neuer Bearbeiter der Erd- 
bebenbeobachtungen ist G. Gerland eingetreten, der dieselben etwas anders 
beleuchtet, scharf und klar nach den internationalen Vereinbarungen auf- 
faßt und die Fragen, die für die Lösung der verschiedenen Probleme zu 
beantworten sind, einheitlich und streng gliedert. Die erdmagnetische For- 
schung wurde in zwei verschiedenen Abschnitten behandelt, nämlich je nach- 
dem sie an Land oder an Bord geübt wird. Für die Landbeobachtungen 
wurde auf die Frage des Einflusses der geologischen Formation in den Ver- 
lauf der erdmagnetischen Kurven eingegangen, während für die Messungen 
an Bord den neuesten Erfahrungen, insbesondere der deutschen Südpolar- 
expedition Rechnung getragen ward. Bei beiden Abschnitten finden wir 
eine sehr anregende Auseinandersetzung der Grundlagen und rechnerisch 
genau durchgeführte Beispiele. Auch der Neubearbeitung der Ebbe- und 
Fluterscheinungen, bei der die neueren Forschungen von G. H. Darwin u. a. 
berücksichtigt und auf die Behandlung der harmonischen Analyse gebührend 
eingegangen wird, steht auf dem neuesten Standpunkte, wie der vorher- 
gehende, die nautischen Vermessungen behandelnde. Der Abschnitt über 
die Meeresforschung ist den geltenden internationalen Vereinbarungen ent- 
sprechend umgearbeitet, und die dem ersten Bande beigegebene Karte der 
Meeresströmungen zeigt, wie keine andere irgendwo, bis zu welchem Punkte 
dieser Zweig der Forschung gediehen ist. Zu den älteren Wetterbeobach- 
tungen, die wieder durch die bewährte Feder J. Hanns geschildert werden, 
tritt eine Ergänzung durch die an Bord vorzunehmenden Aufzeichnungen 
einerseits, sowie durch die neueste Beobachtungstechnik in Form von 
Drachenaufstiegen, die \V. Köppen ausführlich darstellt. Aus der be- 
währten Feder von J. PlaÜmann stammt die diesmalige Bearbeitung der 
mit freiem Auge und mit einfachen Instrumenten anzustellenden astronomi- 
schen Beobachtungen, welche den in den letzten Jahren gerade unter der 
Teilnahme dieses Mitarbeiters gemachten großen Fortschritten gerecht wird. 

Die Schwierigkeiten, welche sich den für koloniale Zwecke so besonders 
wichtigen hydrotechnischen Untersuchungen entgegenstellen, werden den- 
jenigen, die das von v. Lorenz-Liburnau bearbeitete Kapitel, das die 
Grundprinzipien, nach denen hier verfahren werden soll, wenn auch in ganz 
allgemeiner Weise auseinandersetzt, gelesen haben, sehr viel geringer er- 
scheinen. Den Schluß des ersten Bandes machen einige aktuelle „Winke 
über die Ausführung und Ausrüstung für Forschungsreisen" von G. Wis- 
licenus, die dazu beitragen werden, manche vergebliche Mühe zu ersparen 
und den Reisenden zu schützen und zu schonen. In einem Anhange ist 
den maritimen, meteorologischen und hydrographischen Arbeiten, die dem 
Reisenden empfohlen werden können, ein ansehnlicher Raum gewidmet, be- 
sonders wird durch einen Plan, der die Methoden der Aufnahme und die Be- 
zeichnungen der kaiserlichen Marine enthält, die Anordnung der zu machenden 
Aufzeichnungen klar beleuchtet. In einem andern Anhange wird noch zu 
Erhebungen über die gewaltigen Klima Veränderungen angeregt, die in geo- 

ArcbiY der Mathematik und Physik. III. Reihe. XII. 18 
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logischen Zeitepochen eingetreten sind. Eine Reihe anderer Ergänzungen, 
Erörterungen und Tafeln macht den Schluß dieses ersten Bandes aus, der 
für die Leser dieser Zeitschrift das größere Interesse haben wird. Daß 
auch der zweite Band eine Fülle von belehrendem, anregendem Materiale 
für Forscher und Laien enthält, deuteten wir schon an. Wir fürchten aber, 
mit einem weitern Eingehen die uns angewiesenen Grenzen zu überschreiten. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Fleming, J. A. Elektrische Wellen-Telegraphie. Deutsch von E. Asch- 
kinaß. Mit 53 Abb. VIII, 185 S. gr. 8°. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
Geh. Ji 4.20, geb. JC 5— . 

Das vorliegende Buch umfaßt vier Vorlesungen, welche der Verfasser 
als „Cantor-Lectures" 1903 vor der Society of Arts zu London gehalten 
hat. Wenn wir nun auch bereits zahlreiche Bücher über drahtlose Tele- 
graphie besitzen — ich nenne nur das ausgezeichnete Werk von Righi- 
Dessau — , so wird sich meiner Meinung nach doch auch das vorliegende 
sicher zahlreiche Freunde erwerben, wegen seiner besondern Eigenart. Sie 
ist begründet, wie der Übersetzer mit Recht hervorhebt, in der innigen Ver- 
schmelzung und gleichmäßigen Beherrschung von Theorie und Praxis; und 
gerade die letztere kann dem physikalischen Leserpublikum nur erwünscht 
sein. Aber auch die theoretischen Darlegungen sind überaus durchsichtig und 
elegant, so daß der Lehrende manche Anregung in dieser Hinsicht haben wird. 
Hinzugefügt sei, daß die Übersetzung tadellos ist. Man braucht demnach kein 
Prophet zu sein, wenn man dem Buch eine weite Verbreitung voraussagt 

Breslau. Clem. Sciiaefer. 

Lorentz, H. A. Abhandlungen über theoretisohe Physik. I. Band. Erste 
Lieferung. Mit 8 Fig. 298 S. gr.8°. Leipzig 1 906, B.G. Teubner. Geh. ^10.-. 
Es ist aufs freudigste zu begrüßen, daß die Verlagshandlung B. G. 
Teubner es unternommen hat, die wissenschaftlichen Arbeiten Lorentz' 
gesammelt herauszugeben. Denn unter diesen Abhandlungen befindet sich 
kaum eine, die nicht nachhaltigen Einfluß auf die Entwicklung der Wissen- 
schaft gehabt hätte. Dies gilt nicht nur von den augenblicklich im Vorder- 
grunde des Interesses stehenden Arbeiten über die Elektronentheorie, sondern 
auch von den in der vorliegenden Lieferung vereinigten Abhandlungen aus 
dem Gebiete der Mechanik, der Thermodynamik und der kinetischen Theorie 
der Gase. Es sind im ganzen elf Abhandlungen in der vorliegenden 
Lieferung enthalten. Es sei gestattet, wenigstens anf zwei derselben auf- 
merksam zu machen. Die erste von diesen ist neu, nämlich ein Teil einer 
Vorlesung des Verfassers, und führt den Titel: „Über den zweiten Haupt- 
satz der Thermodynamik und dessen Beziehung zu den Molekulartheorien.' 4 
Die große Tragweite und Fruchtbarkeit dieser Zusammenhänge hat sich 
erst kürzlich wieder in den Planck sehen Untersuchungen über das Strah- 
lungsgesetz des schwarzen Körpers gezeigt. Die andere, betitelt „über das 
Gleichgewicht der lebendigen Kraft unter Gasmolekülen", beschäftigt sich 
mit den Untersuchungen Boltzmanns über das Max well sehe Verteilungs- 
gesetz. Bire Bedeutung ist zu bekannt, als daß hier mehr als ein Hinweis 
darauf gegeben zu werden brauchte. 
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Es ist zu hoffen, daß die Fortsetzung des Werkes nicht allzu lange 
auf sich warten lassen wird. Für den Physiker ist es unentbehrlich, der 
Inhalt wird aber auch gewiß jeden Mathematiker interessieren. 

Breslau. Clem. Schaefer. 



Ebner, F. Leitfaden der technisch wichtigen Kurven. VIEt, 197 S. 
8°. Mit 93 Fig. Leipzig 1906, B. G. Teubner. Geb. JC 4.—. 

Das vorliegende Buch will einerseits das große Werk von Loria er- 
gänzen, insbesondere in bezug auf die Koppelkurven jeder Gattung, und es 
soll andrerseits „dem mathematischen Unterricht an technischen Mittel- 
schulen ein weites und fruchtbares Gebiet der Anwendungen erschließen, 
das bisher aus Mangel an einer zusammenhängenden Darstellung fast ganz 
vernachlässigt werden mußte". Beide Absichten, das wollen wir vorweg 
sagen, erreicht der Verfasser vollkommen. Freilich mußte infolge der 
zweiten Absicht manches elementarer dargestellt werden, als es für die erste 
Absicht gut war. Wir glauben aber, daß der Verfasser, nachdem einmal 
beide Zwecke verfolgt wurden, den richtigen Mittelweg eingeschlagen hat. 

Das Buch enthält zunächst einen kleinen Exkurs über die zykloid ale 
Ellipsenerzeugung, sodann ein Kapitel über die Schubkurbelbewegung und 
ein großes Kapitel über die Dreistabbewegung, bez. die Koppelkurve. Die 
Behandlung ist analytisch und sehr durchsichtig. Überall sind auch die 
betreffenden Polbahnen in Betracht gezogen. Die Einhüllenden der Stäbe 
sind ja wohl technisch nicht wichtig, vielleicht hätte aber doch die Astroide 
bei der elliptischen Bewegung erwähnt werden können. Die Koppelkurven 
sind für die verschiedenen Getriebe bis ins einzelne übersichtlich diskutiert 
und viele Fälle mit anschaulichen Figuren belegt. So exakt sind aber die 
Figuren doch nicht, daß sie der Verfasser im Vorwort selbst hätte loben müssen. 
Wir erwähnen folgendes. Fig. 4 dürfte außerhalb B t B A keine Wende- 
punkte mehr haben; Fig. 5 müßte in B 0 , wie Fig. 70 (S. 139) die y-Achse 
zur Wendetangente haben; in Fig. 10 liegt C unnötigerweise gerade auf 
dem Kreis; die Kurven der Figuren 16a, 16b u. 69 haben deutliche Ecken 
statt nur scharfgekrümmte Stellen; in Fig. 27 und 29 und bes. in Fig. 44 
ist der Mittelpunkt von AB sehr ungenau; in Fig. 69 soll CA' um sich 
selbst verlängert den zweiten Zweig treffen — man muß es aber um das 
lj fache verlängern. Merkwürdig ist auch, daß auf S. 142/44 der Erfinder 
des Inversors durchweg Peancellier statt Peaucellier heißt. 

Es folgen noch zwei Kapitel, kurz und gut, eines über höhere Parabeln 
und Hyperbeln mit Einführung dos Differentialquotienten und Integrals und 
ein letztes über die zyklischen Kurven im Anschluß an die Arbeit von 
Schilling im 44. Bd. der Zeitsohr. Math. Phys. Vielleicht trägt dieses 
Kapitel mit dazu bei, die einzig mögliche, schon seit mehr als 20 Jahren 
bekannte Einteilung der zyklischen Kurven in weiteren Kreisen Wurzel 
fassen zu lassen. Erwähnt sei nur noch, daß in Fig. 93 die Ziffern I', 
II', III' fehlen. Auch hätte angegeben werden können, daß die * stern- 
förmigen Trochoiden« (S. 186) schon seit Guido Grandi »Rhodoneen 
(Rosenkurven)« heißen. 

Speyer. H. Wieleitner. 

18* 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 
A. Aufgaben und Lehrsätze. 

186. Für 2", y als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in der 
Ebene möge ein nicht zerfallender Kegelschnitt durch eine beliebige Gleichung 
2. Grades in .r, y gegeben sein. Dann solleu die Koordinaten g, y eines 
Kegelschnittpunktes als rationale Funktionen (2. Grades, mit demselben 
Nenner) eines Parameters dargestellt werden. 

Königsberg i. P. W. Fr. Meyer. 

187. Wenn man von einem Punkte eines Kegelschnittes die vier 
Schnittpunkte eines zweiten Kegelschnittes auf diesen projiziert, so erhält 
man die Schnittpunkte eines dritten Kegelschnittes, welcher den ersten 
Kegelschnitt im Projektiouszentrum berührt und in den Schnittpunkten der 
anderen Polare dieses Punktes schneidet. 

Holzminden. G. Kobeu. 

188. Dio Summe der Quadrate der Binomialkoeffizienten der ( j) len Potenz 
ist gleich 4 und die Summe 

^ß)(- 1 V(i)(V)+ö)(-,V--f 

Für ein positives ganze*s gerades n ist 

nach Beweis dieser Gleichung ist die Summe der positiven und dio der 
negativen Glieder in S anzugeben und der Wert von S für ein beliebiges 
w, soweit die Reihe dafür konvergiert, aufzusuchen. 
Für positive ganze n und beliebige V ist: 

'+(;)G)r; +1 )+G)G)e + ; + *) 

+G)G)C + : + V--Ct? 

Die Reihe läßt sich auch summieren, wenn n eine negative ganze Zahl 
oder wenn v -f n eine nicht- negative ganze Zahl ist. 

Königsberg. Louis Saalschütz. 
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B. Lösungen. 

Zu 172 (Bd. XI, S. 132) (H. Wieleitner). — Gegeben ist eine 
Bemoxülische Lemniskate mit der Achse AB — 2a und dem Mittelpunkte 
M. Eine beliebige parallel zur Achse gezogene Gerade treffe die Kurve der 
Reihe nach in P, Q, Q\ P '; durch die Punkte M, P, (f wird der Kreis ge- 
legt, dessen Mittelpunkt X sei. Zu bestimmen ist der Ort von X, wenn die 
Parallele zur Achse ihre Lage ändert, und aus dem Ergebnis soll eine ein- 
fache Konstruktion der Lemniskate hergeleitet werden. 

Erste Lösung: Man nehme MA zur Polarachse eines Polar- 
koordinatensystems oder zur positiven x -Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems und setze 

MP - MP' = r, , MQ = MQ' ^r t , 
A MP' = BMP' - fr, , £ AMQ = BMQ' - fr,. 

Aus der Polargleichung der Lemniskate r — a y cos 2 fr folgt sodann 

(I) r 8 — a* cos 2fr, , r| — o* cos 2fr, 
und außerdem besteht die Bedingung 

(II) r, sin fr, — r, sin fr,. 
Hieraus erhält man 

cos 2frj sin 8 fr, = cos 2fr, sin* fr, , 

(cos 2fr! — cos 2fr,)(l — cos 2 fr, — cos 2fr,) = 0. 

Der erste Faktor auf der linken Seite der letzten Gleichung bezieht sich 
auf zwei symmetrisch zur »/-Achse liegende Kurvenpunkte und kommt da- 
her nicht in Betracht; mithin ist 

(III) cos 2 fr, -f cos 2fr, — 1. 
Weiter findet man aus (I) 

cos2fr, = ^|, cos 2fr, = £f, r\ + r\ = a\ 

cos«», -*±*1, ^-«£1, 

[cos.», -2^1, *,•»,- 

Es ist nun X der Durchschnittspunkt der Mittelsenkrechten von MP und 
MQ'. Die Gleichungen dieser Mittelsenkrechten sind 

(V) x cos fr, + y sin fr, — } r, , — x cos fr, -f y sin fr, — \r r 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit sin fr, , die zweite mit 
sin fr, und subtrahiert, so ergibt sich 

(sin 2 fr, -f sin 2 fr,) + y (sin 8 fr, — sin 8 fr,) — \(r t sin fr, — r, sin fr,) 

oder mit Rücksicht auf (II) und (IV) 

(VI) a 8 x(sin 2 fr, + sin 2 fr,) - y (r 8 - r\) = 0. 

Quadriert man ferner die Gleichungen (V) und subtrahiert, so erhält man 
x 8 (cos 8 fr, — cos 8 fr,) + xy (sin 2 fr, -f sin 2 fr,) + # 8 (sin 8 fr, — sin 8 fr,) =- { (r 8 - r 8 ) 



(IV) 
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oder 

(VII) (rj - rtyx* + 2a'zy(&m 20, + sin 20 s )-(r* - r|)y» - ^(fj— r$. 
Multipliziert man jetzt (VI) mit — 2y und addiert, dazu (VII), so findet man 

(»1 -i)(X-* s -*•)-<>• 

Der erste Faktor auf der linken Seite dieser Gleichung ist im allgemeinen 
von Null verschieden; mithin ist 

die Gleichung des gesuchten Ortes von X. Dieser ist der Kreis um M 

mit dem Radius £a)/2. 

Dieses Ergebnis führt zu folgender einfachen Konstruktion der Lemnis- 
kate mit der Achse AB = 2 a: 

Man zeichne um den Mittelpunkt M von AB den Kreis mit dem 

Radius \ay2, nehme auf ihm den Punkt X beliebig an, doch so, daß 
AMX > 45° ist, und schlage um X den durch 3/ gehenden Kreis. 
Die gemeinsame Sehne beider Kreise sei CD; sie geht durch die Mitte E 
von M X. Das von X aus auf die Achse A B gefällte Lot treffe CD in 
F, und die durch F parallel zur Achse gezogene Gerade schneide den Kreis 
X in den Punkten Y und Z. Dann liegen Y und Z auf der Lemniskate. 

Beweis: Da F die Mitte von YZ ist, so haben die Punkte Y und 
Z von der Geraden CD gleiche Entfernung; mithin ist, wenn man von )* 
und Z aus auf MX die Lote YR und ZS fällt, ER = ES, und weil E 
die Mitte von MX ist , 

XR + X# — MX. 
Ferner ist £ MXZ = = 2.4.MT 

UDd JfXF= 2MZY= 2BMZ; 

alS ° : XÄ - AT. cos U XY - MX • cos 2B3TZ; 

XS = XZ • cos MXZ - MX • cos 2 AM Y; 

XR+ XS= MX = iWX(cos 2 AM Y + cos 2 BMZ). 

Daraus ergibt sich 

cos 2A M Y -f cos 2 BM Z = 1 , 

und diese Gleichung entspricht der Gleichung (HI). Mithin sind Y und Z 
Punkt«* der Lemniskate. 

Prenzlau. W. Stegemanx. 

Zweite Lösung: Die Gleichung der Lemniskate ist: (x* -f y r f 
— 2a'(x* — y 3 ) = 0 (Achse 2 a \ 2). Man bringt die Kurve zum Schnitt 
mit der Geraden // =^ konst. = y x und erhalt für die Abszissen der Schnitt- 
punkte den Wert: x = ± Va* — y\ ± a Ya* — 4 y\. Der Kreis ist also 
durch die drei Punkte: 

(x, = - Va* - £ + «VV-4y> , yj , 

(x; = + Va* ; ^\Z a ~Y°y-^y\ , yj , (0, 0) 
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zu legen; hat sein Mittelpunkt die Koordinaten a, ß, so ist sein Radius 
- Va* + ß* und seine Gleichung hat die Form: 

x* — 2uz + y i —2ßy = 0. 

Damit kommen für a und ß die Gleichungen: 

2ax x + 2fr, = x\ + jff , 2«x; + 2^ t - + , 

woraus folgt: 

nun ist aber: 

= - v(«t-^)»_„t (a t— _ _ yi ^2«» +1; , 

folglich wird: 

(1) 2/J-y, +V / 2~a i Tyf- 

Um die Gleichung des Orts der Mittelpunkte zu erhalten, eliminiert 
2 0» o» 

man p t \ es wird: y t — ' 2 ^ --, ferner kommt: 

4« s = 2(o» - y\) - 2y i y r 2a , + yJ 4/J» + 4a». 

Die Gleichung des Ortes ist also: 

(2) «• + /»«-«•, 

die Mittelpunkte dieser Kreise liegen somit auf einem Kreis um den Mittel- 
punkt der Lemniskate, der durch die Brennpunkte geht. 

Aus (l) und (2) läßt sich nun eine Konstruktion der Kurve ableiten. 
Es seien A und B die gegebenen Brennpunkte, dann beschreibt man um 
die Mitte 0 von AB = 2« den Kreis mit Radius OA = a und errichtet 

auf AB in 0 das Lot. Ferner macht man auf AB die Strecke OC a]/2 
und errichtet in C aut OC das Lot h. (Dieses ist dann Scheitel tangente 
der Lemniskate.) Sollen nun die Kurvenpunkte auf einer Parallelen / zu 

A B in beliebigem Abstand (aber <C jj gefunden werden, so verbindet man 

den Schnittpunkt D von l und /* mit 0, macht OC = OD -f- DC und 
zieht im Abstände OE = \ OC zu AB die Parallele, die den Kreis in 
F und V schneidet. Um F und F' beschreibt man die durch 0 gehenden 
Kreise, die auf I die 4 Kurvenpunkte ergeben. 

Schorndorf (Württemberg). C. Hoffmann. 

Dritte Lösung: Subtrahiert man in der Lemniskatengleichung 
(Achse 2 a), die man in die Form bringen kann 

(1) * + y*(y' + « s ) - (a f - 2y V 

beiderseits 2x*yYy* + a*, so erhält man nach Radizierung für x (bei kon- 
stantem y) die quadratische Gleichung 

(2) z s - y Vy' + a' = xVa* -^Ty* - 2y]/y 1 r +ä" '• 
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Wenn wir jede der beiden Quadratwurzeln mit doppeltem Zeichen nehmen, 
sind dies vier quadratische Gleichungen für x. Wir setzen nun 

(3) Vy 8 T«*~2,,-y 

(4) Va* - 2y» - 2 y j/y* +7* - Va* - 4yi| - 2 1 • 
Dann wird aus (2): 

x* — 2|x-f y* — 2»jy = 0. 

Dies ist die Gleichung eines Kreises durch den Ursprung mit dem Mittel- 
punkt (£, tj) und dem Radius + tf. Wenn man aber (3) und (4) 
quadriert und addiert, so ergibt sich 

(5) v+ff-i*: 

Die Kreisgleichung lautet also: 

(6) (*-S) 2 + (y -v)' = W- 

Endlich kommt noch aus (3) 

(7) i-i(jr+W + <?), 

sodaß (l) durch (f>), (6) und (7) ersetzt ist. Nun ist (5) der Kreis um 
den Mittelpunkt der Lemniskate durch ihre Brennpunkte. Auf diesem 
Kreis läuft der Mittelpunkt des Kreises (6), der denselben Radius hat, also 
durch den Mittelpunkt der Lemniskate geht. Die beiden weiteren Schnitt- 
punkte dieses Kreises mit der Lemniskate liegen auf y = honst. Daraus 
ergibt sich der Kreis (5) als der gesuchte Ort 

Konstruktion: AA' sei die Achse der Lemniskate, 0 der Mittel- 
punkt, F und F' die Brennpunkte, B und B' die Mittelpunkte von OA 
bez. OA'. Ist nun y = honst. = ON gegeben, so schneide diese Parallele 
zur Achse das in B auf dieser errichtete Lot in C, CB' die Ordinaten- 

achse in M. Dann ist MC = J ]/;/* + a 8 . Da OM = Jy, erhalten wir 

sofort OQ' - Vl = J (y + "j/y* -f aj), 0<?" = , h = i(y-]/y 8 + « s ). Die 
Achsenparallelen durch Q' und <^f" schneiden den Kreis (5) in 0' und Ö 1 
bez. in 0" und () n . Das sind die Mittelpunkte der Kreise (6), die auf 
y — honst, die Lemniskatenpunkte ausschneiden, und zwar schneidet Kreis 
(()') diese Gerade in P n P„ der Kreis (O 1 ) in P,, P 4 , der Kreis (0") in 
P,,P 8 und Kreis (O 11 ) in P 3 , P 4 . 

Im Texte der Aufgabe würde es daher besser heißen statt „nicht auf- 
einanderfolgende Schnittpunkte": „nicht zur Ordinatenachse symmetrische 
Punkte". 

Aussig (Böhmen). stud. math. Joref Karo. 

Eine ähnliche Lösung ist von Henn J. Rose (Nivelles, Belgien) ein- 
gelaufen. 

Vierte Lösung: Indem icli zum Teil die Bczeichnungs weise des Herrn 
Stegemann und andrerseits die Rechnungen des Herrn C. Hoffmann benütze, 
will ich die Konstruktion des Herrn Stegemann etwas modifizieren. Ich 
verlängere noch XF bis zum Schnittpunkt G mit AB und dann XG um 
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sich selbst bis zum anderen Schnittpunkte X' mit dem Kreis über AB =■ 2a. 
Dann ist 

FX • FX' = (ß - ¥i )(ß + 9l ) - }-(«* - y» + yi >/2a« + ) . 
Dieser Ausdruck ist aber das Quadrat von 

±(Va*-y*-aVa>^ + ^«-y» + a}V- 4 yf) - «z, - \YZ. 
Daber ist Fr» - FZ % — FX • FX', 

d. h. die Punkte X, X', Y, Z liegen ebenfalls auf einem Kreise mit dem 
Mittelpunkte G. Die Konstruktion der Lemniskate lautet dann: Zeichne 
über AB = 2 a als Durchmesser den Kreis, ziehe irgend eine Sehne 
XX' JL AB und über XX' als Durchmesser den Kreis, sodann noch den 
Kreis um X (bez. X') mit dem Radius a, der den zweiten (über XX' 
gezeichneten) in F, Z schneidet. Die Punkte Y, Z beschreiben die Lemnis- 
kate. F ist der Chordalpunkt der drei zur Konstruktion verwendeten 
Kreise. A und B sind die Brennpunkte der Lemniskate. Ist A MX > 45°, 
so sind die Punkte Y, Z nicht aufeinanderfolgend, wie ursprünglich ver- 
langt; ist aber AMX < 45°, so folgen Y, Z aufeinander, ohne zur 
Ordinatenachse symmetrisch zu sein. Die Einschränkung, die Herr Stege - 
mann gibt, darf nach der Bemerkung des Herrn J. Krug in Wegfall kommen. 

Gibt man dem Kreis um X (und X') den Radius b =4= a, so ist das 
Erzeugnis der Punkte Y, Z (Y', Z 7 ) eine Kurve 8. Ordg., die man sich 
leicht zeichnet. Sie hat die Gleichung 

( 1 ) [(** + 'S)' - 2 a* x 8 + 2 bV f (« l - - 4 («' - b>) V ('/' +26»), 

welche für b = a offensichtlich in das Quadrat der Lemniskatengleichung 
übergeht 

Man sehe ferner die zwei Antworten, die auf eine Anfrage des Unter- 
zeichneten im Intermed. des math. 13, 1906, S. 165—168 von den Herren 
E. Malo und H. Brocard einliefen, sowie eine dritte von V. Retali 
(ebd. S. 253). 

Die Anregung den allgemeineren Ort (l) zu untersuchen, erhielt der 
Aufgabensteller von Herrn stud. math. H. Wittmann. Daraus ergab sich 
die in Rede stehende Eigenschaft und Konstruktion der Bernoullischen 
Lemniskate. 

Speyer. H. Wieleitner. 

Eine weitere von Herrn stud. math. A. Wieferich (Münster) ein- 
gesandte Lösung ist im analytischen Teil der Lösung des Herrn C. Hoff mann 
ähnlich und gibt die Konstruktion von Herrn Stegemann. Red. 

Zu 173 (Bd. XI, 132) (G. Kober). — Werden die Ecken eines Drei- 
ecks mit einem vierten Punkte seiner Ebene verbunden, so liegen die drei 
Punkte, in denen die harmonisch zugeordneten Eckenstrahlen die gegenüber- 
liegenden Seiten schneiden, in der dem willkürlichen Punkte harmonisch zu- 
geordneten Transversale. Welche Enveloppe hat in der Ebene eines Kegel- 
sclmitts diejenige Transversale eines Polardreircks, deren harmonisch zugeordneter 
Punkt den Kegelschnitt beschreibt? Welcher Punkt der Ebene besc/ireibt dieselbe? 
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Nehmen wir das Dreieck als Fundamentaldreieck, so findet man die 
Gleichung der harmonisch zugeordneten Transversale eines Punktes 

-Pfo, St> $»)> indem man 

(1) A = x l x i x s =» 0 

als Kubik auffaßt und die gerade Polare zu P sucht (s. etwa Wieleitner, 
Theorie dir atgcbr. Kurven. Leipzig, Göschen 1905, 8. 17 ff.). Die Gleichung 
dieser Transversale wird dann 

s 

(2) t^x ( || a x^r 1 + ^ir 1 + 1 - 0. 

1 

Die Gleichung eines Kegelschnittes, der A zum Polardreieck hat, ist (in 
Sli lt» U geschrieben) 

(3) K^g + ^g + «,«}-(>. 

Es ist nun die Enveloppe von T zu suchen, wenn der Pol P den Kegel- 
schnitt K beschreibt. Sind u n m, die Koordinaten von T, so hat man 

(4) — IT* (• = !.*, 3) 

Vermittels (3) erhält man sofort die Gleichung der Einhüllenden in Linien- 
koordinaten 

(5) A m « lW r 8 + <VV 2 + «•«•"■- 0 
oder 

(5*) A ^ «, u\u\ + a 3 u\u\ + a sM » M » = 0 . 

Für die Transformation zu Punktkoordinaten hat man aus (5) und (4) als 
Koordinaten des jeweiligen Berührungspunktes Q (vgl. a. a. 0. § 9) 

\B tf, 2W 3 , oder 

Die Kurve A wird also von einem Punkte Q beschrieben, dessen Koordinaten 
dm Kuben der Koordinaten des Punktes P proportional sind. Vermittels 
( 3) erhalt man als Gleichung von A in Punktkoordinaten 

(7) A ^ «J *J + aj*f + ajx} - 0 
oder rational gemacht 

(7*) A ^ (ajxf + a,*» + «»4) S - 27«,a t a,^^ - 0. 

Die Kurve ist also eine C-J (6. Ordg. u. 4. Klasse). Ihre Singularitäten ergeben 
sich aus (5*) und (7*) folgendermaßen. A hat auf jeder Fundamentalseite 
zwei Spitzen in den Punkten, wo K die Seiten schneidet, mit je der betr. 
Seite als gemeinsamer (Doppel - /Tangente. Außerdem muß A auch noch 
Doppelpunkte haben. Für diese muß 
d A 

(8) - = 3(a 1 xJ + o,icJ + « s jrJ) s • 2«^, — 27 • 2a l a l a s x j x* + ,xf_ 1 — 0 
cx i 

oder 

\{u x x\ + * % x\ + tt3 x\Y - 9a s a 3 x\xl - 0 



(9) 



(a lX * + a t xl + a,xf,) 8 — 9a,«,^x* - 0 
(<*!*; -f o,xJ + — 9aia f x 8 xj — 0 
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sein. Dieses System ist offenbar durch die Werte 

(10) «i x\ — a,** — u s x\ 

erfüllt. Es gibt also vier Doppelpunkte mit den Koordinaten 

_JL _ 1 _i 
(10*) x x : : * 8 - u x " : ± «, * : ± « 8 ! . 

Was die Gestalt von A betrifft, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
Erstens kann das Fundamentaldreieck reell sein. Damit dann K reell sei, 
muß einer der Koeffizienten a i negativ sein. Infolgedessen werden die 
Doppelpunkte sämtlich imaginär, während vier Spitzen reell sind. Man 
kann nun sofort alle Gestalten der Kurve übersehen, wenn man bedenkt, 
daß das Viereck dieser vier Spitzen in ein Quadrat projiziert werden kann. 
Man hat dann nur x s — 0 als unendlich ferne Gerade, x x = 0 und = 0 
als rechtwinklige Achsen zu nehmen und a x = a, = — « 9 — 1 zu setzen. 
Diesem Falle entspricht nach Konstruktion und Gleichung die reguläre 
Astroide (vierspitzige Hypozykloide). Die Kurve A ist also eine reelle Pro- 
jektion der regulären Astroide, eine sogenannte »Projektive Astroide* (vgl. 
Loria, Spezielle Kurien, Leipzig, B. G. Teubner 1902, S. 226). Sind 
x x =» 0 und Xg = 0 schiefwinklige Achsen, r s =■ 0 die unendlich ferne 
Gerade, tt x -f» a s , so ergeben sich Arne seder sehe Astroiden (Loria S. 229), 
und wenn x x = 0, x t =» 0 rechtwinklig sind , die Evoluten der Ellipse und 
Hyperbel (s. Wieleitner, Zeitschr. math. nat Unterr. 37, 1906, S. 249 — 252). 

Es kann nun aber zweitens das Fundamentaldreieck konjugiert imaginäre 
Seiten haben. Sei 

(11) *i-Ji+*'Ej, *» -Sj-ij,, 

dann muß, wenn die Kurve reell sein soll, a x = o, = et sein, und es lautet 
ihre Gleichung 

(12) A' - [2«(r> - rj) + «,*•]■ - 27« > « 3 (r; + l\)x\ = 0. 

Es sind dann nur zwei Spitzen reell (auf x a = 0), aber auch zwei Doppel- 
punkte (auf j, = 0, wenn a > 0, a 8 > 0; auf % x «= 0, wenn a > 0, a, < 0), 
wie man aus (10*) leicht ableitet. 

Um eine typische Form zu erhalten , setzen wir etwa \ x = 1 , 5, — y, 
x 3 = x für rechtwinklige Koordinaten , a 3 — 2 a. Dann ergibt sich 

(13) A;=4(^-y*+ 1) 8 -27(1 + y»)V = 0. 

Diese Kurve A^ hat auf x — 0 die beiden Spitzen mit den Ordinaten 

y = ± 1 ; auf y = 0 die beiden Doppelpunkte mit den Abszissen x — 4; Y\ 
und zwei imaginäre Schnittpunkte (i = f2i); auf der unendlich fernen Ge- 
raden zwei reelle Punkte (Asymptoten y = ± | x) 

und zwei imaginäre Doppelpunkte (y = ±»x}/2). 
Ihre Gestalt ist die der beigegebenen Figur. Die 
Kurve A' ist also eine reelle Projektion der durch 
die Figur gegebenen Kurve, eine imaginäre Projek- 
tion der regulären Astroide. Dieser Typus scheint 
noch nicht näher untersucht worden zu sein. 

Da die Aufgabe projektiv ist, läßt sie sich ins Dualistische umwerten, 
was wir nur andeuten wollen. Dem ersten Typus entspricht die Kreuzkurve 
(Loria S. 210), dem zweiten die Bernoullische Lemniskatc. 

Speyer. H. Wieleitner. 
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Die Frage, welcher Punkt der Ebene die Kurve A = 0 beschreibt, er- 
ledigt sich dadurch, daß seine Koordinaten x x : a-, : x 8 — a, £} : a t £ : a,£* 

3C X 

nicht nur der Gleichung £ -f -± -f ^ — 0, sondern auch den drei 
Gleichungen , . 

genügen. Er ist also vom Sehnendreieck (~- + ]r) + ]r)(]T + ^r) ™ 0 
des Kegelschnittes K = 0 und dessen Tangentendreiseit 

. (tYjljflj, + «,1,2:, - « 8 $ 3 Sg) = 0 

das auf T = 0 liegende Zentrum. 

Holzminden. G. Kober. 



2. Anfragen und Antworten. 

32. Wenn in einem (natürlich spitzwinkligen) Dreiecke eine Höhe 
durch die beiden anderen halbiert wird, so liegt der Kosinus des Winkels, 
von dessen Scheitel die halbierte Höhe ausgeht, zwischen j und 0. Ändert 
man das Teilungsverhältnis und läßt auch äußere Teilungen zu, so kommt 
man auf eine allgemeinere Aufgabe. Ist hierüber etwas veröffentlicht? 

Halensee. P. Zühlke. 

33. Existieren Untersuchungen über die von den Geraden der Ebene ein- 
gehüllten Kurven bei derjenigen Bewegung einer Ebene in sich, die durch 
Kurbelgetriebe (Gelenk Viereck mit einer festgestellten Seite) vermittelt wird? 

Speyer. A. Wieleitner. 

Zu 6 (III. 85) (E. Jahnke). — Der Satz ist von dem nur allzu früh 
verstorbenen Oberlehrer Dr. H. Kühne verallgemeinert und in folgender 
Form ausgesprochen worden: 

Das Zeigersystem [h t . . . h m ~\ y wo die h der Reihe 1 . . . n entnommen 
sind , wo ferner die h der Größe nach h t < A g < • • • < h m geordnet sind, 
werde mit deutschen Buchstaben Q, c, c bezeichnet. Es sei nun (a hi ) 
(h , t = 1 • • • n) eine beliebige quadratische Matrix mit nicht verschwindender 
Determinante und (a ih ) die zu ihr reziproke; dann ist bekanntlich 

2l a *i a ik - *kk (*i h * - i, • • ' ») - 1, 0» * + *)• 

i 

Nun setze man 
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und entsprechend 

| °V» i = a<t f* = *i • • • *«]» 

dann ist: 

i 

wobei über die verschiedenen c summiert wird und 6 at nur dann von 0 
verschieden ist, wenn a mit C übereinstimmt, dann aber den Wert 1 an- 
nimmt (vgl. Math. Ann. 56 (1903, 258). 

Berlin. E. Jahnke. 



3. Kleinere Notizen. 
Über konvexe Kurven mit einer Überall dichten Menge von Ecken. 

Hen- Jensen hat in einer Arbeit: Sur les fonetions convexes et los 
inegalites entre leursvaleurs moyennes (Acta Mathematica Bd. 30, p.175 — 198) 
ein analytisches Beispiel einer konvexen Kurve gegeben, welche in der 
Umgebung jeder Stelle Ecken besitzt. Man kann nicht leicht aus jeder 
perfekten linearen Menge geometrisch eine solche Kurve auf anschauliche 
Weise aufbauen. Es sei P eine solche nirgends dichte perfekte lineare 
Punktmenge, welche bekanntlich durch eine Intervallmenge | ö r ) (v= 1,2,3,.. .) 
definiert wird. 

Wir denken nun diese Menge 1* als Wertmenge ( // } der Werte y = f(x) 
einer ständig wachsenden höchstens zweiwertigen Funktion auf der y-Achse 
in folgender Weise ausgebreitet: 

Mittels einer ähnlichen Abbildung (d. h. einer Abbildung mit Aufrecht- 
erhaltung der Ordnung) entspricht jedem rationalen Werte x r der Abszissen- 
achse ein Intervall Ö y der Intervallinenge { ($ r J mit den oberen und 
unteren Endpunkten y r und y v . Diese seien die zu x v gehörigen beiden 
Funktionswerte. Im übrigen aber sei die Funktion y — f{x) eindeutig, und 
zwar mögen den Punkten der Menge P, welche Grenzpunkte einer unend- 
lichen Reihe von Intervallen { 8 } sind, diejenigen irrationalen Punkte ent- 
sprechen, die in ähnlicher Abbildung Grenzpunkte der entsprechenden { x fl } sind. 

Diese Funktion ist, da infolge der ähnlichen Abbildung zu größeren 
x-Werten größere y- Werte gehören und umgekehrt, eine standig wachsende 
Funktion. W T ir wollen es durch geeignete Wahl der Abbildung einrichten, 
daß sie für x = 0 selbst Null, aber für negative x negativ, für positive x 
positiv ist- Zugleich ist sie aber auch das, was man eine möglichst stetige 
Funktion nennt. Geht man nämlich von einer überall dichten Menge von 
Stetigkeitsstellen der Funktion aus und bildet nach rechs und links die Ab- 
leitungen, so erhält man wieder genau die sämtlichen Funktionswerte. 

Da in einer Intervallmenge { d r J die Zahl der Intervalle S r !> //, wo 
h eine willkürliche Zahl ist, endlich sind, falls man sich auf einen endlichen 
Bereich beschränkt, so erkennen wir, daß die Integrierbarkeitsbedingung 
für unsere Funktion erfüllt ist. da ja diese Intervalle zugleich die Größen 
des Sprunges an den ünstetigkeitsstellen bedeuten. 
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Das Integral F(x) f(x) dx der Funktion f(x) ist überdies, da sie 

möglichst stetig ist, so beschaffen, daß eindeutig wieder F'(x) = f(x) ist. 
Die Funktion F(x) ist die verlangte konvexe Funktion. In der Tat ist der 
D i fferenzenquotient 

für x > a;, eine ständig wachsende Funktion. Denn er besitzt eine Ab- 
leitung nach x, die gleich 

V W (*-«,)' (*-*,)" 

ist. Wir formulieren jetzt den ersten Mittel wertsatz für integrierbare 
Funktionen in der genaueren Form: 

Ist /"(x) eine höchstens zweiwertige integrierbare. Funktion im Intervalle 

(o . . . 6), so M 



ß 



b 



iro M(f{x\) einen Wert bedeutet, der derartig beschaffen ist, daß f(x) im 
Interrall größere und kleinere Werte annimmt, falls nicht alle Werte mit 
Mf(x) zusammenfallen, d. h. Mf(r) ist ein bmarer Punkt des Intervalls der 
Ordinatenteerte von f(x) zuischett a und b. 

Der Satz folgt unmittelbar aus der Definition des bestimmten Integrals. 
Ist die integrierte Funktion monoton, so ist die Ordinatenmenge begrenzt 

durch f(a) und f(b) und also Bl(fix))<f(b) oder ff(x)dx < f(b)(b — a) } 

a 

was auch unmittelbar klar ist. 

Wenden wir diesen Satz auf den Zähler von Q'ix) an, so folgt sofort 

X 

I f(x) dx = F(x) - FW - (x - x,) M(f(x)) < f{x) 

also ist stets 4>'(x) > Ü und <l>(x) eine ständig zunehmende Funktion. 
Setzen wir jetzt x l < x s und 2a-, = x l -f x„ so ist 



oder da 



F(x t )-F(x l ) F r. - F(x t ) 

'*»— «i ' 

x s x t — 2(a*j 

2F(-.^)<fW±£fe) q . e . d . 

Halle. Felix Bernstelv 
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Über einen Satz Ton Steiner. 

Steiner hat in dem Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 2 (wiederabgedruckt in seinen gesammelten Werken, Bd. 1, 8. 161) 
folgenden Satz aufgestellt: 

„Ist im Räume irgend eine Anzahl n beliebiger Punkte gegeben, und 
ordnet man dieselben auf willkürliche Weise, zieht dann aus dem ersten 
nach dem zweiten die Gerade A; aus der Mitte der Geraden A nach dem 
dritten Punkte die Gerade B\ aus dem Punkte, welcher von der Geraden B, 
von ihrem Anfange an gerechnet, das erste Drittel abschneidet, nach dem 
vierten Punkte die Gerade C; aus dem Punkte, welcher von D das erste 
Viertel abschneidet, nach dem fünften Punkte die Gerade 7); aus dem 
Punkte, welcher von D das erste Fünftel abschneidet, nach dem sechsten 
Punkte die Gerade E usw.; multipliziert hierauf die Quadrate der genannten 
Geraden nach der Ordnung mit den Brüchen 

11111 n — 1 

j» »i 4» s' «» ' n ' 

so hat die Summe aller Produkte, nämlich die Summe 

i A> + } B* + J C + i J>» + \& + • • • + ü= - l - 7} 

allemal einerlei Größe, in welcher beliebigen Ordnung man auch die 
gegebenen Punkte aufeinanderfolgen läßt." 

Dieser Satz läßt sich nun in folgender Weise verallgemeinern: 
Es seien n im Baume beliebig gelegene Punkte gegeben und in will- 
kürlicher Reihenfolge mit P x , P s , • • , P n bezeicJmet. 0 sei der Schwerpunkt 
dieses Punktsystems. Man siehe die Gerade OP x und teile die Strecke 
OP x =l x durch den Punkt Q x so, daß das Verhältnis der gerichteten Strecken 

0^:^-1:? 

ist, wo fi eine beliebige Zahl, ausgenommen nur die Zahlen — 1, — 2, • • •, — w, 
bezeichnet. Darauf verbinde man den Teüpunkt Q x mit dem Punkte P t und 
teile die Strecke Q x P t — i, durch den Punkt Q t so, daß sich 

QiQ% : = 1 : f* + 1 « 

verluilt. Weiter verbinde man den Punkt Q t mit dem Punkte P s und teile 
die Strecke Q % P 3 = / 3 durdi den Punkt Q a so, daß sicli 

Q*Qz : £P| - 1 : M + * 

verhält. So fahre man fort, schließlich verbinde man den Punkt Q„_ x , der 
die Strecke Q n _ s P n _ t = so teilt, daß sic/i 

verhält, mit P n und setze Q n _ x P M — l*. 

Multipliziert man dann die Quadrate der Strecken l x , l^, ", l n der 
Reihe nacli mit den Brüchen 

¥■ M- 1 H + n — 1 
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so hat die Summe S aller dieser Produkte: 

s/e/s denselben Wert, in welcher beliebigen Weise man aucii die gegebenen 
n Punkte auf rinatider folgen läßt und weldien Wert auch (i haben mag, und 
zwar ist S gleich der Summe der Qtiadrate d<r AbsUinde der gegebenen 
n Punkte von ihrem Schwerpunkte. 

Für n = 0 erhält man den Steinerschen Satz als speziellen Fall. 
Für fi = oo ist S unmittelbar die Summe 

op* + oiy + . . . 4. op n *. 

Die Figur schließt sich stets, da Q H-l P n durch 0 hindurchgehen muß 
und von 0 im Verhältnis 1 : p + n — 1 geteilt wird. 

Der Satz, dessen Beweis sich mit den elementarsten Mitteln der 
analytischen Geometrie führen läßt, findet vielleicht öfter als hübsches 
Übungsbeispiel in ihr Verwendung. 

Jena, 30. April 1907. R. Haussner. 



Ein Beitrag zum isoperimetrischen Problem in der Ebene. 

Steiner beweist die bekannte Eigenschaft des Kreises unter Benutzung 
des Satzes, daß der ümfangswinkel im Halbkreise ein rechter ist, nachdem 
er gezeigt hat, daß rechtwinklige Dreiecke auftreten müssen. In folgendem 
Beitrag soll ein etwas anderer Weg eingeschlagen werden. 

Ein in einer Ebene gegebener, sich nicht durchsetzender, geschlossener 
Linienzug von endlicher Länge umschließt eine Flache von bestimmtem 
Inhalte. Zu jedem Punkte X der Linie kann man ein -eindeutig einen 




Punkt Y so bestimmen, daß der Linienzug durch das Punktepaar X, Y 
halbiert wird. Desgleichen gibt es zu jedem Punkte X ein-eindeutig einen 
solchen Punkt Z y daß die Gerade XX die von dein Linienzug umschlossene 
Flüche halbiert. Ist der Linienzug z. B. ein Dreieck ABC, und läßt man 
X mit A zusammenfallen, so ist Y auf BC der Berührungspunkt des der 
Seite a anbeschriebenen Kreises und Z ist der Mittelpunkt von a. 

Wir untersuchen nun einen Linienzug, bei dem für jede Lage von X 
die zugehörigen Punkte Y und Z zusammenfallen. Sei also X, Y ein be- 
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Hebiges Punktpaar und X', Y' ein benachbartes, so muß zunächst XX' = YY' 
sein und der Schnittpunkt M von X Y und X' Y' wird innerhalb der Flache 
liegen. Nehmen wir XX' sowie YY' als geradlinig an und setzen 



X 



Schneiden sich 



XJtf = x , YM=*y % A = §, x-=rj, 
so folgt aus der weiteren Bedingung A XX'lf = A YTM die Gleichung 

x sin § = y sin »/ . 

Wählt man nun X" zwischen X und X', so liegt der zugeordnete 
Punkt Y" zwischen Y und Y", und es ist XX" = YY" 
die Geraden AT und X " Y" in M ', und setzt man XM' 
so folgt aus der Bedingung A XX" M' = A YY" M' die Gleichung 

x sin % = y' sin . 

Da aber x + y =■ *' + y', so ergibt sich .r =» #', y = */', 3/' fällt mit 3f 
zusammen und endlich ist XX' || YY'. 
Es folgt also der Satz: 

Ein im Endlichen gelegener, geschlossener, sich nicht durch setzender 
Linienzug von der Eigenschaft, daß durch jeden seiner Punkte eine Gerade 
geld, die Umfang und Inhalt euglcicli halbiert, ist eine Figur mit Mittelpunkt. 

Als Beispiel sei etwa erwähnt die 
Ellipse, ferner ein Polygon mit gerader 
Eckenzahl und parallelen Gegenseiten. Jede 
durch den Mittelpunkt gehende Strecke X Y 
heißt ein Durchmesser der Figur. 

Mit Hilfe des soeben bewiesenen 
Satzes kann man nun einfach zeigen, daß 
unter allen Linien gleicher Länge in einer 
Ebene der Kreis die grüßte Fläche um- 
sehließt, 

Zunächst ist sofort klar, daß die 
gesuchte Maximalfläche gegebenen Um- 
fanges von einer nach außen überall kon- 
vexen Linie begrenzt ist, also ein Oval 
sein muß, oder ein „gewöhnliches" Poly- 
gon, dessen Seiten geradlinig oder krumm 
sein können. Man würdo ja sonst durch überbrücken einer etwa vorhandenen 
einspringenden Ecke eine Figur von kleinerem Umfange und größerer Fläche, 
also durch ähnliche Vergrößerung eine Figur von dem gegebenen Umfange 
und noch größerer Fläche erhalten. 

Sei nun k die gesuchte Linie, und bestimmen wir zu irgend einem 
ihrer Punkte X den zugehörigen, den Umfang halbierenden Punkt Y", so 
muß die Gerade X Y auch den Inhalt halbieren. Denn wollte man be- 
haupten, daß der Teil XAY größer wäre als XBY, so spiegle man jenen 
an X, F; dann würde das neue Stück XA ' Y mit XA Y zusammen eine 
Figur ergeben, die bei demselben Umfange eine größere Fläche einschlösse, 
als XA YB. Die Figur k hat demnach die Eigenschaft, daß durch jeden 
ihrer Punkte eine den Umfang und zugleich den Inhalt halbierende Gerade 
geht ; sie hat also einen Mittelpunkt. 

Archiv der Mathematik und Phytik. III. Reihe. XII. 19 
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Weiter aber ergibt sich sofort, daß die Tangente in Y auf X Y senk- 
recht stehen muß, denn andernfalls würde die Figur XAYA\ die mit * 
gleichen Umfang und Inhalt hat, eine einspringende Ecke haben. Daraus 
aber folgt unmittelbar, daß alle Durchmesser von A* einander gleich sind; 
k ist also ein Kreis. 

Dresden. A. Wittinu. 



Über einen geometrischen Satz von Dirlchlet. 

In einer seiner klassischen Abhandlungen gab Dirichlet 1 ) einen 
geometrischen Satz in der Ebene an, der sj>äter auch in seine Zahlentheorie 2 ) 
aufgenommen wurde — allerdings in einer etwas geänderten und einfacheren 
Form. Dieser Satz läßt sich, wie der vorliegende Aufsatz zeigen soll, 
sehr leicht auf den Raum ausdehnen; in seiner ursprünglichen 5 ) Fassung 
lautet er folgendermaßen: Es sei eine geschlossene ebene Kurve gegeben 
und o der Inhalt der von ihr begrenzten Fläche. F(p) soll die Anzahl der 
Gitterpunkte innerhalb der Fläche bedeuten; dieselben werden aus zwei 
Systemen von zur y- und x-Achse parallelen Geraden (die voneinander je 
um die Strecke a resp. b abstehen) gebildet. Falls nun die Kurve über 
jedes Maß hinaus wächst, dabei aber immer sich selbst ähnlich bleibt, ist 

(1) Im, 

Im III. Supplement zur Zahlentheorie wird der Satz etwas anders 
formuliert: es wird nämlich angenommen, die Fläche sei unveränderlich 
und endlich, die Abstände Ö der äquidistanten Parallelen konvergieren aber 
gegen die Null. Dann wird behauptet und bewiesen, daß , 

(2) lim F(a)-6 i = a 

i) -0 

Ist. 

Den so gefaßten Satz wollen wir nun auf den Raum erweitern und 
zeigen, daß, falls eine einfach zusammenhängende, geschlossene, 
endliche Fläche F vorliegt ( V sei das Volumen des von ihr umschlossenen 
Körpers) und wir ein räumliches Punktgitter haben, das aus drei Systemen 
von äquidistanten (d sei der Abstand), zu den Koordinatenachsen senkrechten, 
parallelen Ebenen gebildet wird, die Gleichung 

(3) lim G • 6* = V 

d = 0 

richtig ist; dabei bezeichnet G die Anzahl der im Inneren des Körpers 
liegenden Gitterpunkte. 

Wir denken uns den Körper in kleine Prismen, die zur a-Achse parallel 
sind, zerschnitten; die Achse eines jeden Prismas sei eine zur x -Achse 
parallele Punktreihe, der Querschnitt der Prismen ein Quadrat vom Flächen- 
inhalte 6* (Fig. 1.). So ist nun jede zur x- Achse parallele Reihe von Punkten 

1) Recherche« nur diverse« applications de l'analyse infinitesimale ä la theorie 
de* nombre«. Crelle, Journ. f. Math., Bd. 19, pag. 324 = Werke, Bd. 1, pag. 411. 

2) Vörie«, üb. Zahlentheorie, herau«geg. von K. Pedekind, 4. Aufl. 1894, 
Supplement III, (§ 120), pag. 311 

3) Hecherche« etc. § 1. 
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von einem Prisma umschlossen, in dessen Achse sie liegt; die Höhe eines Prismas 
sei mit h bezeichnet (Fig. 2.). Dabei soll bemerkt werden, daß, falls der Körper 




Fig l 



ein stellenweise konkaver ist, dies bei der Beweisführung kein Hindernis 
ist, weil wir ihn dann so in andere Teilkörper zerlegen, daß diese auf der 




Fig. 2. 



ganzen Oberflache konvex sind, und fuhren dann den Beweis für jeden 
Körper einzeln. Nach den Grundprinzipien der Infinitesimalrechnung (Kubatur) ist 

(4) 



im [im^W*- F 1 ), 

=o <J=o 



Flg. 3. 



' j 1 d x 



da ja hb* das Volumen eines jeden einzelnen Prismas bedeutet. (Die Sum- 
mation ist über den ganzen Körper zu erstrecken.) Wenn n die Anzahl der 
auf der Achse der Prismen liegenden Gitterpunkte bezeichnet, so ist (Fig. 3) 

(5) *-(»- l)d + «i + H (0 < \ + 2d), 



1) P sei das Volumen einei einzelnen Prisma«. 



19' 
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also auch 

(6) h = nd + ed (0<|e|^l). 
Somit ist 

- y(n6* + « <* 3 ) = <* 9 G + J?*<* s , weil J>n = G. 

Die Summe ^] f ist auch gleich ö 2 £ ^*i diese letzte (2 f <$ 2 ) ist 
höchstens gleich dem zur yz- Ebene parallelen Querschnitt des Körpers, 
also jedenfalls endlich (= C), somit konvergiert 6 2 f «J 2 gleichzeitig mit 
d gegen Null, d. h. es ist lim d 3 = lim C ■ 6 = 0. Es ist also 

<) =0 (J = 0 

lim » lim 6*G. somit ist die anfangs behauptete Gleichung (3) 

et =o J=o 

lim G • d* = V bewiesen. 

imQ 

Diesen Satz können wir so formulieren, daß er dem ursprünglichen 
Dirichletschen Satze ganz analog ist, und sagen: Es sei ein Körper im 
Räume gegeben und V sein Volumen. F( V) soll die Anzahl der räumlichen 
Gitterpunkte bedeuten, die aus drei zueinander senkrechten Ebenenbündeln 
gebildet sind; die Abstünde von je zwei benachbarten Ebenen seien resp. 
«, 6, c. Der Körper soll über jedes Maß hinaus wachsen, dabei aber immer 
sich selbst ähnlich bleiben; dann ist 

(7) lin, ?!«:■:»•«- i. 

V = x 

Dieser Satz ist inhaltlich gleichbedeutend mit dem früheren, kann aber 
leicht auch selbständig bewiesen werden, was jedoch dem Leser überlassen sei. 
Fiume. M. Kiseljak. 



Über eine bekannte Eigenschaft der Zahl 30 und ihre Verallgemeinerung. 

Es ist bereits des längeren bekannt, daß 30 die größte Zahl ist von der 
Eigenschaft, daß sämtliche unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen 
Primznhlen sind: die Zahl 1 werde hier als Primzahl angesehen. Bewiesen 
wurde dieser Satz zunächst mit Hilfe des Tsc he bysehef sehen Satzes: 
,Z wischen a und 2 a liegt wenigstens eine Primzahl, wo a irgend ine ganze 
Zahl bedeutet." Später zeigte Herr Landau 1 ), daß es nicht notwendig 
sei, beim Beweise dieses Satzes auf den Tscheby schefschen Satz zurück- 
zugehen, und bewies die oben erwähnte Eigenschaft der Zahl 30 durch 
Abschätzung einer unendlichen Reihe. Herr Dehn regte mich dann dazu 
an, es zu versuchen, selbige Eigenschaft der Zahl 30 ohne Zuhilfenahme 
von unendlichen Reihen zu beweisen, und zugleich diese Eigenschaft zu 
verallgemeinern, d. h. zu untersuchen, ob es nicht eine größte Zahl von 
der Eigenschaft gibt, daß allo zu ihr teilerfremden und unter ihr liegenden 
Zahlen höchstens 2 oder 3 Primfaktoren enthalten. Im folgenden habe ich 
es denn versucht, zunächst in Nr. 1 für jene oben erwähnte Eigenschaft 
der Zahl 30 einen Beweis zu geben, der im wesentlichen sich auf bloße 
Induktion stützt; in ganz analoger Weise soll in Nr. 2 bewiesen werden, 

1) Vergleiche dieses Archiv 1, 138—142, 1901. 
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daß es auch eine größte Zahl von der Eigenschaft gibt, daß alle zu ihr 
teilerfrcmden und unter ihr liegenden Zahlen höchstens zwei Primfaktoren 
enthalten. 

1. a) Ich betrachte das Produkt A*=*p l p s p i . . . jt> H , wo p l = 2, p t = 3, 
Ps — 6» Pi ~ 7 xs *"i ferner p 5 , p 6 , j> 7 , . . . p n sämtlich Primzahlen sind und 
endlich auch noch p b <C P 6 <.P^ " • < P n ist. Von diesem Produkte sondere 
ich ab das Produkt der i ersten Primzahlen, also B = p l p s p i . . . p 0 wo i 
der Bedingung genügt: n — i -f 1 <p { . Für A ^ p l p t p t ... p 7 bekommo 
ich also etwa: B = p x PtPiP A = 2 3 5 • 7. Nun ist aber B — 2 • 3 • 5 • 7 

< V'Pi.Pj • • • Pt, PsPtPi > 1113 17 ist. Füge ich zu diesem A weitere 
auf die früheren und aufeinanderfolgende Primfaktoren hinzu, so kann ich 
stets zu A mindestens 3 solche Faktoren hinzufügen, ehe ich zu />'. um immer 
noch der Bedingung n — i i -f 1 < />, zu genügen, einen Faktor hinzufügen 
muß, da ja die Differenz zweier Primzahlen > 2 ist. Füge ich aber immer 
nur dann, wenn ich zu A wieder drei Faktoren hinzugefügt habe, zu B einen 
Primfaktor hinzu, der überdies noch kleiner ist als jeder der zu A hinzu- 
kommenden Primfaktoren, so muß auch stets B < \ * A bleiben für n > 7. 
Beweise ich nun noch, daß es eine Zahl p > 1 und "CPiPiP^ • •• P t gibt, 
die zu PxPiPz . • . p n teilerfremd ist, so ist sicher auch p s <iP\Pi > • • P H 
teilerfremd zu p l ;> 8 ... p n , also nicht mehr sämtliche zu p l p i ... p n teiler- 
fremden Zahlen sind Primzahlen. 

b) Es ist (p, jjjPj . . . J»|_|) — 1 teilerfremd zu p l p i , . . J»^, also 
sind auch alle Glieder der arithmetischen Reihe (PiP 3 ■ • . — 1 

4* KPiA ••• A-l)» wo 0 — ' P» teilerfremd zu J^/Jj ... Unter 
den Gliedern dieser Reihe ist aber höchstens ein Glied durch p 0 ein Glied 
durch p i + l usw., endlich höchstens ein Glied durch p n teilbar; denn wäre 



"I" hiPiPt • • • Pi-i) durch /> < + „, wo 0 < o < (n — t) ist, teilbar, so müßte 
auch /j — / 2 durch />,• + „ teilbar sein, und das ist unmöglich, da /, sowohl 
wie /, <p i + a sind. Da die arithmetische Reihe aber p t Glieder hat und 
nur « — j + 1 Faktoren von der Form p i + ff vorhanden sind, so muß sicher 
wegen n — i -f 1 <p d ein Glied der Reihe zu p,J> 1 + 1 . . . p„ teilerfremd sein, 
und da jedes Glied zu p { p s . . . p t _ t teilerfremd ist, so muß sicher ein Glied 
der arithmetischen Reihe zu p l Pi - P H teilerfremd sein. 

c) Es existiert also eine Zahl q > 1, die den Bedingungen genügt: 



Sind dann j>, , ■ ■ ■ P H ,P n + i die n + 1 ersten unmittelbar aufeinander- 

folgenden Primzahlen, so muß q mindestens einen Prinizahlfaktor > p n ent- 
halten. Aus q 1 <p x p, . . . p H folgt also für n > 7 allgemein pl + 1 < p t p t . . . p n . 
Es ist aber auch 




q < Vp l p 3 ... p n und g zu p t p t ... p n teilerfremd. 



A 



17 ! <2-3>5-711-13-p,/),...i)„ 



ferner 



Pl 



13* < 2 -3-5 -7 - 11 =PiP 2 ... Ps 



und 




ll a < 2-3 Ö-7 -p l p t p i p A . 
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Das Quadrat der (m + l) ten Primzaiil ist kleiner ah das Produkt der 
n eisten Primzalden , wenn nur n > 4 ist. 

d) Kein Produkt von n aufeinanderfolgenden Primzahlen hat also 
für n > 4 die verlangte Eigenschaft; dasselbe gilt aber auch von jedem 
Mnltiplum eines solchen Produktes, da dann immer das Quadrat des kleinsten 
in diesem Multiplum fehlenden Primfaktors kleiner ist als das Produkt der 
vorhergehenden Primfaktoren, um so mehr also kleiner ist als jenes Multi- 
plum. Die Zahl 2 • 3 ■ 5 = 30 endlich hat die verlangte Eigenschaft; würde 
eine Zahl m den Faktor 2 oder 3 oder 5 nicht enthalten, so müßte sie, 
falls sie auch noch die verlangte Eigenschaft haben soll, schon < 2* oder 
3* oder 5* sein. Da endlich noch kein Produkt von 30 mit einer Zahl 
außer 7 (für 7 ist der Beweis oben schon gegeben) die verlangte Eigen- 
schaft hat, da dann stets 7 8 kleiner als dieses Produkt und zu diesem 
Produkt teilerfremd ist, so muß mithin 30 die größte Zahl sein von der 
Eigenschaft, daß sämtliche unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen 
Primzahlen sind. 

2. a) Daß es eine größte Zahl von der Eigenschaft gibt, daß alle 
unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen höchstens 2, 3 oder all- 
gemein a Primfaktoren enthalten, wo 1 nicht als Primfaktor gilt, ist bereits 
von Herrn Mai 11 et 1 ) bewiesen worden, doch auch nur mit Hilfe des oben 
erwähnten Tscheby sehe f sehen Satzes. Um analog wie in Nr. 1 nun zu 
beweisen, daß es eine größte Zahl gibt von der Eigenschaft, daß alle unter 
ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen höchstens zwei Primfaktoren 
enthalten, betrachte ich wieder das Produkt A — p t p s p a . . . p n , wo 
jetzt ist p x = 2, p t = 3, = 5, p A = 7, p [t = 11, ferner p t . j*,, . . . p u 
Primzahlen sind und endlich p 6 < p 1 < p 9 < • • • < p n ist Von diesem 
Produkte sondere ich wieder ab das Produkt der i ersten Primzahlen, 
also B — PiPt ... Pu wo t wieder der Bedingung genügt: n — i -f- 1 < p iy 
z. B. für A = p x p t . . . p lt , B = p x p t . . . p 5 =■ 2 • 3 • 5 ■ 7 • 1 1. Nun ist 

J5=2-3-5 711<2-717-29<} / 2-3-5- • "37 < Vvi~PtPn~" Pir 
Also bleibt wie in Nr. 1, da ich zu A stets erst drei Primfaktoren hinzu- 
nehmen kann, ehe ich zu B einen Faktor hinzunehmen muß, für n> 12 

auch stet, B- M ,... Pl< V M ■.::,.-Va. 

b) Nun existiert, wie in 1 b) bewiesen wurde, stets ein q < p l p i p s . . . p t , 
das teilerfremd ist zu p l p 3 p 3 • . . p H . Sind also wieder wie in Nr. 1 
Pn Pn P& ■ • • JPm P n + i die n "fr" 1 ers ten unmittelbar aufeinanderfolgenden 
Primzahlen, so muß q wenigstens einen Primzahlfaktor > p n enthalten, es folgt 
also wegen q 3 < p x p, . . . p n für n > 12, p* + i < p x p t . . . p n . Es ist aber auch: 



A- 


37 8 < 2-3-5 . . . 


29 


•31 


= PiP%P» 


• ■ ftofti 1 


A- 


31 8 < 2 3 5 . . . 


23 


•29 


= P\P*Pi • 


•• PdPlO, 


A~ 


29 3 < 2-3-5 . . . 


19 


• 23 


= PiPtP» ■ 


•PbPo, 


Pl - 


23 8 < 2 • 3 ■ 5 . . . 


17 


•19 


= PiPiPs ■ 


•• PtP*, 


Pl = 


19 8 <2-3-5... 


13 


•17 


= PiJPji } 8 • 


• PsPi » 


Pl - 


17 8 <2-3-5-7- 


11 


•13 


— PtPiPsPiPsPti 



1) Vergl. L'lntenne'diaire des Math^maticiena VII, 1900. 
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und endlich . 

pl - 13 3 < 2 . 3 • 5 • 7 • 1 1 - PtPtPsPiPr, . 

Es folgt also allgemein der Satz: 

Die dritte Potenz der (n -f l)ten Primzahl ist kleiner als das Produkt 
der n ersten Primzahlen, wenn nur n !> 5 ist. 

c) Kein Produkt der n ersten unmittelbar aufeinanderfolgenden Prim- 
zahlen hat also für n > 5 die verlangte Eigenschaft; dasselbe gilt von jedem 
Multiplum eines solchen Produktes. Die Zahl 2 • 3 • 5 • 7 = 210 hat die 
verlangte Eigenschaft, aber auch noch die Zahl 6-210 = 1260; nicht mehr 
hat aber m — t ■ 210 lür t> 7 die verlangte Eigenschaft, da ja, wenn / 
den Faktor 11 nicht enthält, ll s <m und zu m teilerfremd ist, und wenn 
/ den Faktor 11 enthält, wir auf den oben schon erledigten Fall zurück- 
kommen, wo m das Produkt der n ersten Primzahlen, n > 5, enthält. Ent- 
hält endlich m den Faktor 2 oder 3 oder .*> oder 7 nicht, so müßte m, 
wenn es doch noch die verlangte Eigenschaft haben sollte, schon < 2 3 oder 
3 3 oder 5* oder 7 3 sein. Mithin ist 1260 die größte Zahl, die die ver- 
langte Eigenschaft hat. Alle Zahlen, die diese Eigenschaft haben, sind: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 30, 36, 42, 

48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96, 102, 108, 114, 120, 150, 180, 210, 

240, 270, 300, 330, 420, 630, 840, 1050 und 1260. 

Zusatz: Um zu zeigen, daß e8 eine größte Zahl gibt von der Eigen- 
schaft, daß alle unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen höchstens 
drei Phmfaktoren enthalten, beachte ich den Umstand, daß die Differenz 
einer Primzahl und der übernächsten > 6 ist. Ich sondere also wieder wie 
in Nr. 1 und 2 das Produkt der i ersten Primzahlen B — p l p i . . . p i ab von 
dem Produkte A = p x p t . . . />„, doch so, daß jetzt i der Bedingung genügt: 
(w — i + 9) < p r Ich kann dann stets zu A erst 8 Primzahlen hinzu- 
nehmen, ehe ich zu B zwei Primfaktoren hinzufügen muß, um immer noch 
der Bedingung zu genügen: n — i -\- 1 < p r Also bleibt auch, da ich zu A 
immer 4 mal soviel Primzahlen hinzufüge als zu 2?, auch immer B 4 < A, 
wenn es nur eine erste Absonderung B — p x p t ... p. gibt, für die B 4 < A 
ist; daß es eine solche gibt, zeigt der Versuch. Indem ich analog verfahre 
wie in Nr. 1 und 2, finde ich dann, daß 30030 die größte Zahl ist von 
der Eigenschaft, daß alle unter ihr liegenden, zu ihr teilerfreraden Zahlen 
höchstens drei Primfaktoren enthalten. 

Münster, Juli 1907. H. Bonbe. 



Verallgemeinerung der Aufgaben 145 (P. Epstein) und 165 (F. Schlegel). 

Geht man in 145 von der ursprünglichen Ebene zu einer affinen 
Ebene über (etwa durch Parallelprojektion), so erhält man den Satz: „Alle 
Geraden, die aus zwei festen, ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsen 
Sehnen von gleicher Länge ausschneiden, umhüllen eine gewisse Parabel." 

/ 
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Ebenso folgt aus dem Satz 165 durch Übergang zum affinen Räume: „Alle 
Ebenen, die aus zwei festen, ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden 
flächengleiche (und daher kongruente) Ellipsen ausschneiden, umhüllen ein 
gewisses elliptisches Paraboloid." 

Aussig, Böhmen. stud. math. J. Kruo. 
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Berichtigung. 

Auf S. 113, vorletzte Zeil»*, ist statt „Gebiete'- zu lesen: „Gebilde 11 . 
S 178 sind Z. 14 v. u. die Worte „l a und" zu streichen. Ebendaselbst 
Z. 1 v. u lies IIa statt II. 
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Mit 883 in den Text gedruckten Abbildungen und Figuren. 
[XIV u. 1068 S.) gr. 8. 1007. geh. n. .< 16.—, in Halbfranz geb. n . .«. l*. 

Früher erschienen: 

IL Band. Die Lehre von der Wärme. 6. Auflage. Mit 181 Abbildungen und 

Figuren im Text [XI u. 988 S.j gr. 8. 1896. geh. n. JL 12.—, in Halb- 
franz geb. n. JL 14.— 
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Die wissenschaftlichen Vorzüge dieses reich ausgestatteten Lehrbuches sind 
von der Kritik einstimmig anerkaunt worden. Das Werk hat nich die Aufgabe 
gestellt, einerseits die physikalischen Lehren in woiteren Kreisen beki ant zu 
machen, andererseits denen, die tiefer in das Qebiet des physikalischen Wissens 
eindringen wollen, alB Vorschule zu dienen; es hat aber, ohne den ersten Zweck 
außer acht zu lassen, die zweite, wissenschaftliche Aufgabe mehr ins Auge gefaßt, 
als dies von den verbreiteUten Lehrbüchorn der Physik bis jetzt geschehen iat. 
In der vorliegenden sechsten Auflage des ersten Bandos ist an dem Charakter 
des Werkes nichts geändert. Sie sucht den neueren Arbeiten gerecht zu werden, 
die bis zum Jahre 1906 erschienen sind. Das Buch soll unter dem steten 
Hinweise auf die Originalarbeiten eine übersieht geben über den augenblicklichen 
Stand der experimentellen Physik und Ober die theoretischen Auffassung 
denen die Physik snxxeit gelangt ist. Kur auf eine, wie wir glauben, nie 
wesentliche Verbesserung nach der historischen Seite möge hingewiesen v 
bei den Zitaten der einzelnen Arbeiten haben die Verfasser die Jahreesa 
Erscheinens hinzugefügt, so daß hierdurch eine Übersicht der historischen Ent- 
wicklung der Physik gegeben ist. 
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H* Alle für die Redaktion bestimmten Sendungen (Briefe, Manuskripte, Ke- 
seoslonaexemplare u. a. w.) sind an den geschüftntuhrenden Redakteur: 

Prof. Dr. E. Jahnke, Berlin W 16, PariBerstraße 36 

au richten. Es nehmen aber auch Oebeimer Begierungsrat Prof. Dr. E. Lampe in 
Marlin W 15. FasanenstraQe 64, und Prof. Dr. W. Frans Meyer in Königsberg 1. Pr., 
Muxaunenhof, Horzog Albrecht Allee 87, Sendungen für die Redaktion an. 

fjgf~ Die Herren Verfasser erhallen unentgeltlich von größeren ▲ufaitsen 80 mit 
Umschlag versehene Sondembdrucke , von kleineren Beitragen, Mitteilungen, Beten - 
sionen u. s. w. 10 Abr.üge der betr. 8eiten: eino größere Anzahl dagegen, als die genannt«, 
so den Herstellungskosten. 

r* Jeder Band des Archivs umfaßt 24 Druckbogen iu 4 Heften und koatet 
. jährlich sollen nicht mehr als 6 Hinsel- Hefte ausgegeben werden. Alle Buch- 
handlungen und Poatanaialten nehmen Bestellungen an. 

Die Redaktion ersucht die Herren Autoren, in ihren eigenen Interesse den 
Umfang der für das Archiv bestimmten Manuskripte nach Möglichkeit einschränke« 
SM wollen, da nur solche geringen Umfanges Aussicht haben, in nächster Zeit abgedruckt 
sa werden. Die Redaktion teilt ferner mit, daß sie sich dareb den Umfang de« 
variierenden Manuskriptenmaterials für die nächste Zeit verhindert siebt, Inaugural- 
dissertationen in extenso ins Archiv aufzunehmen. 
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Über hyperboloidische Würfe. 



Von J. Neu bero in Lüttich. 

Ich nenne hyperboloidisches Quadrupel oder kürzer hyperbolöidischen 
Wurf den Verein von vier Erzeugenden derselben Art eines Hyper- 
boloids. In der neueren Geometrie bilden oft vier analoge Ecktrans- 
versalen eines Tetraeders ein solches Gebilde und ersetzen die drei sich 
in einem Punkte treffenden Ecktransversalen des Dreiecks. Dies ist 
z. B. der Fall mit den Höhen des Tetraeders; mit den Geraden, welche 
die Ecken und die Berührungspunkte der gegenüberliegenden Ebenen 
mit der eingeschriebeneu Kugel (oder irgend einer eingeschriebenen 
Quadrik) verbinden usw. An Stelle von zwei Perspektiven Dreiecken 
treten oft zwei hyperbolöidische Tetraeder auf, d. h. solche, deren Ver- 
bindungslinien der entsprechenden Ecken oder, was dasselbe ist, deren 
Schnittgeraden der entsprechenden Ebenen einen hyperboloidischen 
Wurf abgeben. 

Die folgende Abhandlung enthält bekannte Tatsachen 1 ), mitunter 
aber auch einige neue Sätze. Sie hat zum Hauptzwecke, stärker als 
es gewöhnlich in den Lehrbüchern und Zeitschriften geschieht, die 
einfachsten geometrischen und analytischen Methoden hervorzuheben, 
um hyperboloidische Würfe zu erkennen. Ich selbst habe öfter diesen 
Gegenstand behandelt') oder Beispiele angegeben. 

1. Es seien m lt »«,, w< 3 , tn A vier von den Ecken des Tetraeders 
A l A t A i A A ausgehende Geraden, welche die gegenüberliegenden Ebenen 
in den Punkten M u M t , M if 3/ 4 schneiden. Wenn sie einen hyper- 
boloidischen Wurf bilden, so geht durch A x eine Gerade n lt welche 

1) Die nachstehenden Betrachtungen zeigen unter anderem manche Analogien 
mit den UnterBuchungen von O. Hermes: „Sätze über das Tetraeder, welche dem 
von Desargues über ebene Dreiecke analog sind" im Programm des Cölnischen 
Gymnasiums, Berlin 1856, S. 1—25. — „Über homologe Tetraeder", Journ. für die 
reine und angewandte Mathematik »6, 218—246, 1857. 

2) Ich führe nur an: Nouvelk Corresporulance mathematique , Band V, 1879, 
Seite 316—320; Memoire sur h Tetraedre, 1888, verötfentlicht in den Memoires de 
l'Academie royale de Belgique. 

Archiv der Mathematik und Physik. III. Reihe. XII. 20 
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m 8 , m a , m t trifft und folglich der gemeinsame Schnitt der Ebenen 
A i m 2 , A l m t1 A l m i ist. Nennt mau P,, P s , P 4 die Schnittpunkte 
(A i M t , A S A A ), (A l M i , A i A i ), (A i M i , A i A s ), so sind die Geraden 
A i P i , A 3 P S , A t P A die Spuren der Ebenen A l m tf A l )n s , A l m 4 in 
der Ebene A i A i A AJ und als solche müssen sie sich iu einem Punkte 
N x treffen, was man oft vermittels des Ce vaschen Satzes erkennen 
kann. Ahnliche Bedingungen finden statt in den andern Ebenen des 
Tetraeders; aber es genügen drei Bestätigungen. 

Beispiele: Die Geraden, welche die Ecken des Tetraeders mit dem 
Mittelpunkte der den gegenüberliegenden Dreiecken eingeschriebenen 
Kreise verbinden, bilden einen hyperboloidischen Wurf. So auch die 
Ecktransversalen, welche durch die Lemoineschen Punkte der gegen- 
überliegenden Dreiecke gehen. 

2. Es seien jetzt A l A i A s A i , B 1 B i B i B i zwei hyperboloidische 
Tetraeder; die Geraden A X B X , A i B i) A S B 3 , A i B l mögen m u w„ m s , m 4 
heißen. Die Koordinaten der Punkte B lf B s , B s , B A in bezug auf das 
Tetraeder A l A t A i A i bezeichne ich wie folgt: 

«11 «12 «13 «U 

a sl « 2S « M u SA . . . B Sf 

«31 «32 «33 «34 • ^3> 
«41 «42 «43 «44 • • #|- 

Die Gleichungen der Ebenen A l 7n i , A^, A x m A sind: 
(\\\ x * = x *. x * _ " r * x * = Xs . 

V ' « !3 «1«' «3« «M* «4» «45 

Damit diese Ebenen eine gemeinsame Schnittgerade n t haben, muß 
man setzen 

«»8 «34 «42 m «32 «43 «24 

Ähnlich findet man die Bedingungen für die Schnittgeraden « 8 , n A : 

«34 «41 «13 = «43 «14 «31» 
«41 «12 «24 = «14«21«45> 
«12 «23 «31 =» «21 «32 «13' 

Da das Produkt der ersten und dritten Gleichung gleich ist dem 
Produkte der zweiten und vierten, hat man nur drei verschiedene Be- 
dingungen. 

Wenn man beachtet, daß einzig die Verhältnisse der Koordinaten 
eines Punktes in Betracht kommen, können die Koordinaten der 
Punkte B it B s , B A mit solchen Zahlen multipliziert werden, daß man 
«si = «i2> «3i *™ «i.i> «4i = «u erhält; dann geben die drei letzten Be- 
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dingungen sofort: « 4a — « 84 , a 48 =- « 24 , «„ = o, s . Dieses Ergebnis kaun 
man folgendermaßen ausdrücken: 

Das Tetraeder B l lh H 3 ll K ist hyperbolöidisch mit dem Bezuytetraeder 
A l A i A 9 A l , wenn die Matrix (I) der Koordinaten der liehen sym- 
metrisch ist oder nach Multiplikation der Zeilen mit geeigneten Zahlen 1 ) 
symmetrisch wird. 

Wir werden jetzt immer die Symmetrie der Matrix (I) voraus- 
setzen. 

3. Die Gleichungen der Geraden m lt wi,, w 3 , m 4 sind 

3 = ■*» . x * 

«11 »13 »14 ' 

£l = 3. = x « 



3 =£» 

«31 St 
«41 «41 



«t« «14 



Man kann die Nenner als Koordinaten dieser Ecktransversalen auffassen 
und sie in der symmetrischen Matrix 



cm) 



Si 

«41 



l 12 



«15 «14 



«S3 



« 



SS 



"S4 
«34 



4.; 



mit leerer Hauptdiagonale aufstellen. 

Die Gleichungen (II) der Geraden », werden jetzt 

«34** - «4J* 3 - ««3*4; 

hieraus schließt man die Koordinatenmatrix der Erzeugenden zweiter 
Art der Regelfläche w, ?n 2 m 3 m if welche durch die Punkte A lf A i} A 3 , A x 
gehen: 



(IV) 





J_ 


1 




■ 


«34 


«41 


i 


1 


» 


1 








«41 


«13 


1 


1 




1 


«14 


«41 




«1» 


1 


1 


1 


• 


«I. 


«31 


«1t 





1) Aug dieser Regel kann man leicht die von Herrn E. Jahnke angegebenen 
der vierfach hyperboloidiechen Tetraeder ableiten (Archiv (3) 8, 81). 

20» 
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Man nenne komplementär die Elemente cc is und a 84 , a 18 und Oj 4 , 
a u und a, s einer symmetrischen Matrix vierter Ordnung; dann geht 
man von (III) zu (IV) über, indem man die Elemente durch die um- 
gekehrten Werte der komplementären Elemente ersetzt. 

4. Es seien jetzt p x , p if p a , 2h y * er * n den Ebenen des Tetraeders 
A x A t A i A A liegende Geraden. Wenn sie einen hyperboloidischen Wurf 
bilden, trifft die durch p x gehende Ebene A s A i A i die Linien p it p 3 , j) i 
in drei Punkten Q t} Q s , Q Af welche auf einer Geraden q x liegen. 
Diese Punkte sind offenbar die Schnittpunkte (p t) A s A A ) f (p 8 , A A A^), 
{p A1 A^A 9 )' } die Kollinearität wird oft in den Anwendungen mit Hilfe 
des Satzes von Menelaus bestätigt. Ahnlich verfährt man in den 
anderen Tetraederebenen. 

5. Betrachten wir jetzt ein Tetraeder B x B t B s B it dessen Ebenen 
die entsprechenden Ebenen des Grundtetraeders A l A t A i A A in vier 
hyperbolo'idischen Geraden p lf p t , ;; 8 , p A schneiden. Die Gleichungen 
der ersten Ebenen seien 

u n *i + ", 2 *, + M, 3 ^ + »<4*< = <> (f - 1j 2, 3, 4). 

Die oben genannten Punkte Q if Q s , Q A genügen in der Ebene 
A % A s A l den Gleichungen 

x t = 0, «8 8 a; 8 + u u x A = 0, 

»4 — 0, m ü z, + «„j:, =0. 

Drückt man aus, daß sie auf derselben Geraden liegen, so findet 
man die Bedingung 

«28 M 34 M 48 = M St M 48 M *4' 

Fährt man auf diesem Wege fort in den anderen Koordinaten- 
ebenen, so gelangt man zum folgenden Schluß: 

Wenn die ScJinittgeraden der Ebenen eines Tetraeders B x B i B s B 4 
mit den Ebenen des Koordinatentetraeders A x A t A s A i einen hyperbolöi- 
disclien Wurf bilden, so sind die Koordinaten der ersten Ebenen die 
Elemente einer symmetrischen Matrix oder werden es nach Multipli- 
kation der Zeilen mit passenden Zahlen. 

Man kann die Größen (m 1s , m 18 , >< 14 ), (u 81 , m, 8 , w 54 ), ... als Koor- 
dinaten der in den Koordinatenebenen liegenden Geraden p x , p if p z , p A 
auffassen. 

Der Übergang von der Koordinatenmatrix der Geraden p lf p if p 4 
zu der Koordinatenmatrix der Geraden q x , q t , q 3J q A geschieht, wie 
schon oben (3) angedeutet wurde. 
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Das Dualitätsprinzip hätte uns erlaubt sofort die Schlüsse der 
zwei letzten Nummern aus den vorhergehenden abzuleiten. 

G. Sind zwei Tetraeder A l A i A i A i , B l B s B 3 B i so beschaffen, daß 
die Verbindungsgeraden der entspreclienden Ecken einen hyperboloidischen 
Wurf' bilden, so kommt dieselbe Eigenschaft den Schnitten der entsprechen- 
den Ebenen zu. 

In der Tat, die Koordinaten der Ebenen des Tetraeders B l B^B i B 4 
sind den ersten Minoren der Matrix (I) gleich und sind somit die 
Elemente einer zweiten symmetrischen Matrix. 

7. Ein Tetraeder und sein Poltetraeder in bezug auf eine Quadrik 
sind hyperbolöidiscJi. 

Zum Beweise genügt es die Gleichungen der Polarebenen der 
Ecken des Koordinatentetraeders hinzuschreiben. 

8. Jede lineare Verwundtschaft verwandelt einen hyperboloidischen 
Wurf in einen andern hyperboloidischen Wurf. 

Es gibt auch andere Verwandtschaften, welche die hyperboloidische 
Lage beibehalten. Die Matrix (1) bleibt noch symmetrisch, wenn man 
die Elemente durch ihre umgekehrten Werte ersetzt. Legt man nor- 
male Koordinaten zugrunde, so verwandeln sich die Ecktransversalen 
in ihre isogonal verwandten (oder winkeltreuen); führt man bary- 
zentrische Koordinaten ein, so werden die Ecktransversalen durch ihre 
isotomisch verwandten ersetzt. Auch kann man die Elemente einer 
symmetrischen Matrix einmal als Punktkoordinaten, ein andermal sie 
oder ihre umgekehrten Werte als Linienkoordinaten ansehen. 

9. Nach einem Satze von Desargues schneidet jede Transversale 
die drei Paare gegenüberliegender Seiten eines vollständigen Vierecks 
und jeden diesem Vierecke umgeschriebenen Kegelschnitt in Punkte- 
paaren einer Involution. Eine Umkehrung dieses Satzes lautet: 

Schneidet eine Transversale u die Seiten eines Dreiecks A l A t A i 
in den Punkten B lf B if B. iy und sind C\, C t , C 3 die zu B lf B % , B s 
konjugierten Punkte einer Involution, so gehen die Geraden A X C„ 
A t C tf A t C t durch einen und denselben Punkt A A , und alle durch die 
vier Punkte A v A if A v A K gelegten Kegelschnitte schneiden u in zwei 
zugeordneten Punkten derselben Involution. 

Den ersten Teil dieser Umkehrung habe ich kürzlich folgender- 
maßen auf den Raum ausgedehnt 1 ): 

1) Siehe Mathesia, 1904, S. 33. Einen einfachen synthetischen He weis hat 
Herr H. De Vries in den Wiskundige (Jpgaven, 1904, S. 135 gegeben: Er pro- 
jiziert nämlich die Involution (B l C\, B t C\, B t C t , B 4 C\) aus jeder Ecke des 
Tetraeders A l A,A a A i auf die gegenüberliegende Ebene und wendet dann den 
plauimetri8chen Satz an. 



Digitized by Google 



302 



J. Nbcmebo: 



Schneidet eine Transversale u die Ebenen des Tetraeders A x A t A 9 A 4 
in den Punkten B x , B t , B s , B t , und sind C\, 6',, C 3 , C 4 die zugeordneten 
Punkte einer auf u liegenden Involution, so bilden die Geraden A t C XT 
A% C } , A$ 6' 8 , A t C\ einen hyperbolo'idischen Wurf. 

Der analytische Beweis kann sehr einfach geführt werden. Es 
seien (f t> f %9 f tf /* 4 ), (g x , g it g it g A ) die Koordinaten der Doppelpunkte 
F, G der Involution, auf das Tetraeder A x A t A i A A bezogen. Die Koor- 
dinaten der Punkte B x , (\ welche die Strecke FG harmonisch teilen, 
sind von der Form: 

B x . . . Xf x + pg xt kf t + pg t1 Xft+Mt> */i + f*W 

C, . . . kf x - pg x , kf t — pg t , W*-P9i, — Pfc« 

Da aber B x in der Ebene A 3 A s A l liegt, hat man kf x + ug x = 0; 
man kann also setzen A— g x , u — — f u und die Koordinaten von C x 
werden 

9xfi + 9xf u 9xft + 9,fi, 9vfz + 9zfx, 9ift + 0 4 /i- 

Setzt man also g t f k + fl/J = a <t = a tj , so ist die Koordinatenmatrix der 
Punkte C lf C„ C„ C\: 

«11 «IJ «is «14 

«Sl «SS «SS «24 
«31 «3S «33 «34 
«41 «4i «43 «44- 

Da sie symmetrisch ist, hat man den obigen Satz bewiesen. 
Der korrelative Satz lautet: 

Man gibt ein Tetraeder A l A i A 3 A l und eine Ebeneninvolution mit 
der Achse u. Die zu den Ebenen uA xt uA i} uA i} uA A konjugierten 
ffienen der Involution schneiden die entsprechenden Tetraederebenen in 
vier hyperboloidischen Geraden. 

10. Folgender Satz scheint mir neu zu sein: 

Eine Ebene p schneidet die Eigenen des Tetraeders A x A 1 A i A A in 
den Geraden d x . <7 2 , d 3 , d 4 . Man bestimmt die Pole D XJ D t , i) s , D t 
dieser Geraden in bezug auf einen in der Ebene u liegenden Kegel- 
schnitt K. Dann bilden die Ecktransversalen A X D X , A^D», A i D i} A A D t 
einen hyperbolöidischen Wurf. 

Es seien in bezug auf das Tetraeder A x A t A i A i 

u x x x -f UjX. + u 8 z 3 + ft 4 r 4 = 0, f(u) s^]r u %«t-0 

die Gleichungen der Ebene p (in Puuktkoordinaten) und einer durch 
den Kegelschnitt K gehenden Quadrik (in Ebenenkoordinaten). Be- 
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zeichnet man mit /',(«), f s (u), f 3 (**), f\(") die halben Derivierten der 
Funktion f(u) nach i^, ?< 3 , w s , m 4 , so 9ind die Koordinaten der Pole 
der beiden Ebenen ,u und A i A a A l bzw.: 

fiüö, fiW, AOOi fM> 

au fui fw Zu- 

Dj liegt auf der Verbindungslinie dieser Pole; mithin sind seine Ko- 
ordinaten von der Form 

setzt man sie ein in die Gleichung der Ebene (i f so kommt: 

V.GO + tfÖO-o, 

und folglich 

Mithin sind die Koordinaten von 7),: 

fiiAOO - /i Wfi 0*) p fii/W - Wfi W> • • • 

Man sieht sofort, daß die Koordinatenmatrix der Punkte D u D if D tf D i 
symmetrisch ist. 

Der korrelative Satz lautet: 

Man gibt ein Tetraeder A l A 3 A i A i und einen Kegel zweiter Ord- 
nung mit beliebiger Spitze P. Die Polarebenen der Geraden PA X , PA t , 
PA 3 , PA i in bezug auf den Kegel treffen die Ebenen des Tetraeders in 
vier Geraden eines hyperbolöidiscJien Wurfes. 

11. Im Vorhergehenden haben wir die geometrische Deutung 
einer symmetrischen Matrix vierter Ordnung gegeben. 

Ohne Beweis erinnere ich hier an die Deutung einer schief - 
symmetrischen Matrix: 

0 a b c 

-a 0 de 
-b -d 0 f 
-c -e -f 0. 

Die Zeilen geben die Koordinaten der Ecken (oder Ebenen) eines dem 
Koordinatentetraeder zugleich ein- und umgeschriebenen Tetraeders. 1 ) 

12. Die Systeme (III) und (IV) (3) fallen zusammen, wenn 

«12«34 - a i5«*4 - «14«*3 • 

1) Neuberg, Sur Us titraedres de Möbius (Mömoires de la Soci^te - Royale 
des Science« de Liege, 1884;. 
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Der Schlad liegt nahe, daß die Geraden m lf tn tf ni Sf m 4 sich in 
einem Punkte begegnen. Um dies zu bestätigen, ersetzen wir in (III) 

die Größen tu., a„ 4 , « 4i durch ihre Werte K , K , — und schaffen die 

Nenner in den Zeilen weg; dann bekommt das System (III) die Form 

• a 12 a 18 a, 4 

ß ■ «18 «u 
ß «18 «U 
0 «18 «15 ; 

w0 ß — üi^a?»« j£ ^ Produkt « 18 « S4 bedeutet. Die Koordi- 

naten des Schnittpunktes der vier Geraden sind ß, a lS) « 18 , a u . 

Nachtrag. — 1. Nimmt man in Nr. 7 für die Klassenquadrik den 
Kugelkreis, so sieht man, daß die vier Höhen eines Tetraeders einen 
hyperboloidischen Wurf bilden. 1 ) 

2. Eine reziproke Verwandtschaft verwandelt zwei Perspektive oder 
hyperboloidische Tetraeder in zwei Tetraeder derselben Art. Bei einer 
polaren Korrelation in bezug auf den Kugelkreis gelangt man so zu 
dem Steinerschen Satz über orthologische Tetraeder 8 ) und einer Ver- 
allgemeinerung desselben. Diese Bemerkung über orthologische Te- 
traeder habe ich erst kürzlich in Herrn Kötters Bericht über die 
Entwicklung der synthetischen Geometrie gelesen. 8 ) 

3. Als Analogon zu dem Satze über den Lotpunkt einer Geraden 
in bezug auf ein Dreieck 4 ) hat Herr Fr. W. Meyer folgenden Satz 
ausgesprochen : 

Man judiziere die Ecken des Tetraeders A l A i A a A 4 ortlioyonal auf 
eine beliebige Ebene u } und aus den Projektionen B u B if B if B A fälle 
man die Lote b XJ 6 a , 6., respektive auf die Ebenen A s A s A if A s A A A lr 
A i A l A 3 , A x A^A y Dann bilden die Geraden b l} b s , b 3 , b t einen hgper- 
bolöidischen Wurf. 

Denselben Satz hatte ich im .Journal de Bourget, 1891, S. 24 mit 
einer Erweiterung als Aufgabe vorgelegt. Ich werde hier nur auf den 
zweiten Teil eingehen; er lautet: 

1) Herr W. Fr. Meyer hat in mehreren Aufsätzen die Rolle des Kugelkreiaes 
betont, bo noch in diesem Archiv (3) 12, 158. 

2) S. meine Abhandlung „Über orthologische Tetraeder" in den Monatsheften 
für Math, und Physik 18, 212- 218. 

3) Jahresbericht der Deutschen Math.-Ver. V, S. 272. 

4) K. Cwojdzinski, Der Lotpunkt, ein neuer merkwürdiger Punkt des Drei- 
ecks, Archiv (3) 1, 174— 18<> ; K. Jahnke, Bemerkung zu diesem Aufsatze, 1, 181— 183; 
J. Neuberg, Verwandtschaft zwischen einer Geraden und dereu Lotpunkt, 3, 89 — 93; 
W. Fr. Meyer, Lotpunkt eine» Dreiecks, 1, 372. 
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Man bestimme die Höhenschnitte C l} C s , C Sf C A der Dreiecke B i B s B A , 
B 3 B A B X , B A B l B s , B 1 B i B s und fälle aus diesen Punkten die Lote c,, c^, 
Cj, c A auf die Ebenen A 3 A 3 A Af .... Die acht Geraden b v c,. liegen auf 
demselben Hyperboloid die aus den Mittelpunkten D lt D t , D 3t D 4 der 
Strecken B l C\, ... bezüglich auf die Ebenen A 3 A S A A , . . . gefällten Per- 
pendikel treffen sich im Zentrum des Hyperboloids und die acht Punkte 
B., C\ liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel. 

Die Gerade c A ist parallel zu b A und trifft b x . b % , b 3 . Denn die 
Gerade b 1} welche senkrecht zur Ebene A t A 3 A A ist, ist senkrecht zu 
der Geraden A % A 3 \ so ist auch c A senkrecht zu ^lj^4 8 ; auch ist die 
Gerade B y C A , welche senkrecht zu B 9 B 3 steht, senkrecht zu der Ge- 
raden A t A 3 , da diese sich in B t B 3 auf die Ebene p projiziert. Hieraus 
folgt, daß die drei Geraden b lf c 4 , B l (\ sich in einer zu A^A 3 lot- 
rechten Ebene befinden. 

Wir haben somit vier Paare paralleler Erzeugenden des Hyper- 
boloids die Mittelparallelen dieser Paare treffen sich offenbar im 
Zentrum von Der Schnitt der Fläche £ mit der Ebene p ist ein 
Kegelschnitt, welcher durch die acht Punkte B v C { geht; da aber C A 
der Höhenschnitt des Dreiecks B i B i B 3 ist, ist dieser Kegelschnitt eine 
gleichseitige Hyperbel. 

Wenn das Viereck B 1 B 2 B 3 B A ein Kreisvierek ist, fallen die vier 
Punkte D t zusammen ins Zentrum des Hyperboloids 



Über das Problem, eine Fläche II. Grades in einem der 
Gestalt und Größe nach gegebenen Kegelschnitte zu schneiden. 

Von W. Ludwig in Braunschweig. 

Schluß.) 

?. Die Ellipsen auf den Hyperboloiden. — Nachdem wir für den 
Fall I 1 alle nötigen Überlegungen ausführlich dargestellt haben, können 
wir uns im folgenden kürzer fassen. Im Fall II 1 haben wir 

- ^<a;<o, a ( ;<a;<o, o<a;<a; ; tf<tfj 

also muß das gesuchte Intervall (X u < X < X 0 ) wieder zwischen Xp und 
und außerhalb sowohl von X'„ und X'ü als auch von X" und X' Y liegen. 
Ein solches Intervall ist immer vorhanden; es ist bei ihm X u gleich 
dem größeren der beiden Werte Xä und Ii und immer X„ — Xp. Da 
die X des Intervalles negativ sind, kommt es auf X u au, und wir finden 
ganz wie vorher: 
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Sollen auf einem einmattteligen Hyi>erboloid , dessen Halbachsen 
21 < s ö und S • ]/— 1 sind, reelle Ellipseti von dm Halbachsen A> B 
liegen, so muß sein: entweder 

0<*<* und 2*^91 

oder 

und A^%. 

Ferner ergibt sich: 

Beim einmanteligen Hyperboloid gehören die Ebenen, die aus ihm die 
kleinsten Ellipsen aller reell möglicJwn Arten ausschneiden, den Ebenet»- 
büsdteln um seine beiden reellen Achsen an. 

Im Falle III 1 haben wir 

a.;<a;<o, o<a;<a;, o <*;<*;? *;<*;', 

also ist das Intervall (A„ < A < JJ wieder zwischen X'i und X'i begriffen : 
aber wir brauchen, da es positiv ist, seine Grenzen nicht zu bestimmen, 
sondern erhalten ohne weiteres das — übrigens unmittelbar einleuchtende 
— Resultat: 

Aus dem zueimanteligen Hyperboloid kann man reelle Ellipsen aller 
Gestalten und Größen ausschneiden. 

8. Die Hyperbeln auf dem einmanteligm Hyperboloid. — In den 
Fällen II 2 und II 3 ist s < 0; wenn s von — oo bis 0 wächst, geht 
<s' von 1 bis 0 und o" von — oo bis 0; deshalb ist o'>0> a", und 
wir haben 

K<i.i<o<tf<&, a;:<o<a;. 

Die A des gesuchten Intervalles (X u < X < X u ) müssen jetzt also 
außerhalb des Intervalles von Xl bis X'i und sowohl zwischen X' a und 
X'a als auch zwischen X" und X[. liegen, und zwar sind zwei Möglich- 
keiten vorhanden: 

(a) Sie sind, unter der Bedingung, daß X" < A*, negativ, wobei 
X u — X' a oder = Xy und X (l — A' f ist. 

(b) Sie sind, unter der Bedingung, daß Xy > X'i, positiv, wobei 
X lt = X'i und A„ — Xä oder ~ A } ' ist. 

Hinsichtlich der Bedingung (1(5) kommt es im Fall II 2b und 
II 3a gar nicht auf die Grenzen A (( und X t) an, im Fall II 2a nur auf 
die obere Grenze: r>A'*[, und im Fall II 3b nur auf die untere: 
r > A'^. Dagegen müssen wir bezüglich der Bedingungen 

( a) A" < A; oder 5 - 4r . £ > 1 
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und 

(b) i; > Ki oder | - l • ^ < 1 

noch unterscheiden, ob | c j < h oder j c | > b ist. 

i 9 " I 

Da ö< — 1 — stetig von oo bis 1 abnimmt, wenn s von 
— oo bis 0 wächst, ist für \c <b die Bedingung (b) unerfüllbar; 
dagegen ist (a) erfüllt, sobald s < — "J^- ist; im Fall einer stumpfen 

Hyperbel muß dann außerdem noch r> A^I = \ ba' sein. 

Ist c > b, so wird (a) durch alle negativen Werte von s be- 
friedigt, (b) aber nur, wenn - <: s < 0 ist; daraus folgt, daß 

jetzt alle spitzen Hyperbeln möglich sind und von stumpfen die, 
für die 

entweder - oo < s £ + und r>\b6' ist oder {b ~lf-£s<0. 

Die gegebene Hyperbel habe nun die Halbachsen A ' und ß' • y— 1 ; 
dann ist vermöge der Gleichungen (Ca), wenn die Hyperbel stumpf ist, 

A'*= A*= ~, i?' ! = - B» = ] Q und B >A' und, wenn sie spitz ist, 

A s = & - , IT 2 = - X' = - ö r und yl' > B\ Eine Bedingung 
5j <^ s ^ s 2 geht hiernach im Fall einer spitzen Hyperbel über in 

und im Falle einer stumpfen Hyperbel in 

B' A.' B' 
Setzen wir -j-. — „. = | und ^-^Vt 80 durchlaufen wir alle spitzen 

und darauf alle stumpfen Hyperbeln, wenn wir £ y on — oo über 0 
bis + 00 wachsen lassen; von rj kommt dabei nur der positive Zweig 
17 = | (§ -f "j/^ s -f- 4 ) in Betracht, der stetig von 0 über 1 bis -f- oo 
wächst. Demnach erhalten wir als Bedingung für die spitzen Hyperbeln: 

i (- ^ + V- ». + 4:) £ £ £i (- V=~h + IV^^Ml) 
und für die stumpfen: 

i(iV^! + V-h + i)£ " A .£i(\V-»i + V-hT*h 
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hiermit drückt sich unser Ergebnis folgendermaßen aus: 

Auf einetn einmanteligen Hyperboloid, dessen Halbachsen 51 < 33 

und (£ ■ Y— 1 sind, Heyen reelle Hyperbeln rem den gegebenen Halbachsen 

A ' und B' • V— 1 unter folgenden Bediiufungen : 

Ist CS > 99, so sind alle spitzen Hyperbeln möglich, für die 

0 <A^t 
und alle stumpfen Hyperbeln, für die 

^<^'<oo und A'£®. 

Ist 6 < 93, so sind alle spitzen Hyperbeln ohne Einschränkung 
möglich und von den stumpfen Hyperbeln die, für die entweder: 

1 <• *1 < * 

a' — a 

oder: 

l£~<<* und A'<,® 

ist. 

Analog wie früher fügen wir noch hinzu: 

Die Ebenen der stumpfen Hyperbeln, die von jeder auf dem ein- 
manteligen Hyperboloid möglichen Art die größten Achsen haben, geJiören 
dem Ebenenbüschel um seine größere reelle Achse an. 

Für die hier auftretende mannigfaltige Spaltung der Bedingungen 
können wir leicht einen rein geometrischen Grund angeben 1 ): Der 
größte innere Winkel des Asymptotenkegels des einmanteligen Hyper- 

boloides ist <jp = 2 • arc tg ^ und der As} ruptotenwinkel der gegebenen 

Hyperbel ist # = 2 • arc tg Ist # < tp, so lassen sich immer 

Hyperbeln ausschneiden, die der gegebenen selbst ähnlich — ihr 
„wirklich ähnlich' 4 — oder ihrer konjugierten Hyperbel ähnlich — der 
gegebenen „konjugiert ähnlich" — sind. In einem Büschel von parallelen 
Ebenen, die Hyperbeln ausschneiden, gibt es stets zwei reelle Tangential- 
ebenen des Hyperboloides; die außerhalb derselben befindlichen Ebenen des 
Büschels tragen, bei geeigneter Wahl des Büschels, der gegebenen wirklich 
ähnliche Hyperbeln und zwar in allen möglichen Großen. Somit sehen 
wir wieder, daß es immer der gegebenen Hyperbel kongruente Hyperbeln 

1) Vergl. hierzu: W. Ludwig a. a. 0. Nr. 9, S. 24 und „Über die „fr-Kurven" 
des einmanteligen Hyperboloiden und des hyperbolischen Paraboloides", diese* 
Archiv (3) 8, 220 u 221. 
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B' 

gibt, wenn i>^« ist. Die zwischen den beiden Tangentialebenen 

befindlichen Ebenen unseres Büschels dagegen tragen Hyperbeln, die der 
gegebenen konjugiert ähnlich sind, die also den Asymptotenwinkel 
fr' = st — fr haben und die Bedingung fr' > it — qp erfüllen. Ist nun 

<£ > 93, also <p < * , so bestimmt die Bedingung fr' ^ % — <p oder 

B , ^> ^ ganz andere (stumpfe) Hyperbelarten als die Bedingung fr<<p; 

ist aber © < 99, also <p > * > :x — qp, so ist dem nicht mehr so, 

sondern wir erhalten nur für fr > <p oder A > > g neue Hyperbel- 
arten. Diese neuen Hyperbelarten aber, von deren Ebenen jede zwischen 
zwei zu ihr parallelen Tangentialebenen des Hyperboloides verläuft, haben, 
wie man sofort sieht, je eine oder mehrere größte mögliche Hyperbeln, 
deren Ebenen unter den Durchmesserebenen des Hyperboloides zu 
suchen sind; wir haben oben gefunden, daß diese Ebenen, entsprechend 
der Bedingung A < 93, den Büschel um die größere reelle Achse des 
Hyperboloides bilden. 

9. Die Hyperbeln auf dem zweimanteligen Hijpcrboloid. — In den 
Fällen III 2 und HI 3 haben wir 

x' a <o<x:, 4'<^<o<a;,<a;. ; 

also bestehen für die X des gesuchten Intervalle» (X u ^ X <I X a ) wieder 
zwei Möglichkeiten: 

(a) Sie Bind, unter der Bedingung X' a < Xp, negativ, wobei X u -= X' a 
oder = X'; und X u = % ist 

( b) Sie sind, unter der Bedingung yä > X' jif positiv, wobei X u =- X'p 
und X c = X'a oder — X' Y ist. 

Die Bedingung (16) ist im Fall HI 2 mit (b) und im Fall IU 3 
mit (a) un vertraglich; also sind nur die Kombinationen HI 2a und 
III 3b möglich, bei denen r < X u , bezw. |r| < X 0 sein muß. 

Ist nun a < [ b | (und folglich auch «<]«[), so ist die Bedingung 
(a) oder 

durch keinen negativen Wert von s erfüllt. Die Bedingung (b) oder 



ist es nur, wenn 
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ist; dabei ist dann, wie aus dem Verhalten von ° • folgt, 

X„ ftr <±f und K = « für Ä+->- £ . £ fc+V 
Ist aber a > | b |, so ist die Bedingung (a) erfüllt, wenn 



i" 



ist; dabei ist wegen des Verhaltens von J — — • g . , wenn c|>« 

+»>•<;,<<•+« 

rtö — = CO 



ist, immer A„ = und, wenn c\ <a ist, = für ^ a + fo) <s<^' 



und X ~ r für - ( -- a ^" <s < 0. 

Der Bedingung (b) dagegen genügt jeder negative Wert von s f 

K a <f " 

und es ergibt sich aus dem Verhalten von — • —r , daß, wenn 

CO 

c > a, ; o - 4 für - oo < s < ic + a)t und für (c + a) ' <s<0 ist, 

' ca uc — 

daß dagegen, wenn c < a, immer k 0 =*• ist. 

Fassen wir nun zusammen, so erhalten wir folgendes: 

Ist |c;>|6 >a, so gibt es überhaupt keine stumpfen Hyperbeln, 
aber spitze, und für diese ist entweder: 

-»<^' c +" : '', |r|<t|«|* 

oder* 

(c + fl), <s'< (a +A' Ir ^ 1 a «"l 

75 a6" ' |r < 8 fl I. 

Ist |c' >a> \ b\, so gibt es stumpfe Hyperbeln, für die 

{ —+ b b) *£s<0 und 0<r<\aö' } 

und spitze Hyperbeln, für die entweder: 

r|<i|«y 

oder: 

(C l rt a) ^^<0, \r\<>«\*"\ 

ist. 

Ist a > |c; > jfcj, so gibt es stumpfe Hyperbeln, für die entweder: 
oder: 
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und spitze Hyperbeln, bei denen s jeden negativen Wert annehmen 
kann und | r < \ \ e \ <?' ist. 

Analog wie früher können wir dieses Ergebnis auch so ausdrücken: 

Auf einem zwei manteligen Hyperboloid, dessen Halbachsen % 93 • ]/— 1 
und 6 • > sind, liegen reelle Hyperbeln von den gegebenen Halb- 

achsen A' und B' Y—\ unter folgenden Bedingungen: Ist (S<93<31, 
so sind keine stumpfen Hyperbeln möglich, al>er die spitzen, für die 
entweder: 



oder: 



0 < A' < « Und 



^ < ^ < ^ und A' > 



Ist 6 < $t < 93, so sind die stumpfen Hyperbeln möglich, für die 

Kj^J tifld J'>St, 
und die spitzen Hyperbeln, für die entweder: 

0 < * ^ *• »md # ^ £ 

«fer; 

1 < B A . < 1 «nd ^' > « 

ML 

Ist % < 6 < 93, so sind df'e stumpfen Hyperbeln möglich, für die ent- 
weder: 

1<^<! und # > S 

oder: 

wwd die spitzen Hyperbeln, für die 

0 < - J < 1 und B > (E 

<s/. 

Das läßt sich in folgender Weise zusammenfassen: 
Es muß entweder: 



oder: 



sein. 



0 < £ < l und R > G 



I < T < a to,rf 4 ' > % 
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Endlich finden wir noch analog wie früher: 

Die Ebenen der Hyperbeln, die von jeder auf dem zweimanteligen 
Hyperl>oloid möglichen Art die kleinsten Achsen haben, bilden die Büschel 
um seine reelle Achse und um die seiner beiden anderen Achsen, der die 
kleinere reelle Achsetistrecke zugehört. 

10. Die gleicliseitigen Hyperbeln und die Parabeln auf den Hyperlxt- 

loiden. — In den Ergebnissen von Nr. 8 und Nr. 9 ist vermöge der 

Kontinuität schon der — dort eigentlich ausgeschlossene — Fall der 

gleichseitigen Hyperbel mit inbegriffen. Der Vollständigkeit halber sei 

er aber noch mit Hilfe der am Ende von Nr. 4 angegebenen Mittel 

behandelt: In der von uns benutzten Abbildung entsprechen den Ebenen, 

die gleichseitige Hyperbeln tragen, die Punkte der Schnittkurven Ro >m 

der Ebene 4> mit den Kegeln (11). Um zu erkennen, wann diese 

Kurven in den positiven Oktanten des Koordinatensystems eintreten, 

werden wir zunächst das Intervall (X u <C X < >l 0 ) aufsuchen, das in dem 

Strahlenbüschel _ , _ 

1> — 0, % + Xa = 0 

die im positiven Oktanten verlaufenden Strahlen liefert, d. h. das der 
Bedingung genügt, daß 

X und c* — X dasselbe Vorzeichen, 
X aber das davon verschiedene haben müssen. 



Dann werden wir durch die beiden vom Koordinatenursprung ver- 
schiedenen Schnittpunkte eines jeden dieser Strahlen mit jedem der 
Kegel (11; die zur Ebene a parallelen Ebenen 

— abc 



(19) x + y + * - 



l(l±\Vml ) 



legen und nachsehen, wann wenigstens eine dieser Ebenen den positiven 
Oktanten durchsetzt, wann also 

(20) — ab J _^^ ^nd positiv 

V ' i(l±']/-mX() P 

ist. 

Beim einmanteligen Hyperboloid (a > b > 0 > c) ist die Be- 
dingung (18) nur erfüllbar, wenn c > b ist; dann ist X u = b 2 und 
X a = o s oder = c i . Ist A ' die reelle Halbachse der durch m bestimmten 
gleichseitigen Hyperbel, so ist m = — A' l \ in (20) handelt es sich also 

darum, daß . °' ' ° - - . reell und positiv ist, und das ist für die A 

unseres Intervalls immer der Fall, wenigstens soweit das obere Vor- 
zeichen im Nenner in Betracht kommt. Wir haben somit: 
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Auf dem einmanteligen Hyperboloid (21 < 93, 6 • Y~ 1) sind, wenn 
G > 93, gar keine, wenn G < 93, alle gleichseitigen Hyperbeln möglich. 

Beim zweimanteligen Hyperboloid (a > 0 > b > c) ist die Be- 
dingung (18) nur erfüllbar, wenn b <a ist; dann ist X u =- b* und 
X 0 — a* oder = c 3 . Bei der Bedingung (20) bandelt es sich darum, daß 

*'')*i.,v reell und positiv, daß also A > 0 und 1 - 4'* . 1 Vi I < 0 
sein muß; die X unseres Intervalls sind immer positiv, so daß nur noch 
A' % > 1 , d. h. A ,% größer als der größere der beiden Werte - und 

.— zu sein braucht. Mithin haben wir: 

I e 

Auf dem sweitnartteligen Hyperboloid («, 99 • ]/- 1 , G • V~ 1 , 93 >«) 
IM, trenn & < 93 < 9t M, ferne gleichzeitigen Hyperbeln möglicli, da- 
gegen, wenn & < 2t < 93 ist, diejenigen, deren reelle HalbacJtse A' > 21, 
und, wenn 2t < 6 < 99 ist, diejenigen, bei denen A'^& ist. 

Die Behandlung der Parabeln, deren Ebenen in unserer Abbildung 
durch die Punkte der Schnittkurven der Ebene % mit den Kegeln (12) 
dargestellt sind, ist genau analog der Behandlung der gleichseitigen 
Hyperbeln. An die Stelle von (17), (18), (19), (20) treten: 

(17a) 3t — 0, * + Aö-0; 




a(a-i-A) und c(c + A) müssen dasselbe Vorzeichen haben, 
b(b-\ X) aber das davon verschiedene: 



(19a) * + * + 

(20a) j£j > 0 oder, da a > 0 und n > 0, *f > 0 . 

\fir erkennen hieraus ohne weiteres: 

Auf den Hyperboloiden sind alle Parabeln reell vorhanden. 

11. Die Kegel und Zylinder zweiten Grades. — Mit den Kegeln 
brauchen wir uns nicht weiter zu beschäftigen; denn es ist ja klar, 
daß man aus einem Kegel immer einen gegebenen Kegelschnitt aus- 
schneiden kann, sobald es diesem ähnliche Kegelschnitte auf dem Kegel 
gibt, und das letztere ist stets der Fall, wenn der Kegelschnitt eine 
Ellipse oder Parabel ist oder eine Hyperbel, deren Asymptotenwinkel 
nicht größer als der größte innere Winkel des Kegels ist. 

Den elliptischen Zylinder erhalten wir als Übergangsfall zwischen 
dem EUipsoid und dem einmanteligen Hyperboloid, wenn wir rc>ft>0 
und c = 0 setzen. Gegen die allgemeinen Fälle tritt dann die Ab- 

Arehlr der Mathematik und Physik. HJ. Reihe. XII. 21 
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weichung ein, daß q, = % (s. die Formeln (9) ) wird und daß die Raum- 
kurven R r t als Schnittkurven der Flächen (s. die Formeln (10)) 

* r = • (r© — ^) =* 0 und x, = 8 • %<o — ty* — 0 

je in drei Geraden zerfallen, nämlich in die allen gemeinsame, doppelt 
zu rechnende Gerade %ty und in die Gerade mit den Gleichungen 

ra — tff — 0, sjr-Ho-O. 

Es handelt sich also darum, zu untersuchen, wann die letztere Gerade 
im positiven Oktanten verläuft: Da auf ihr 

x : y : z — — fc(r s — asr + : fl (r s — ftsr + b 3 s) : (b — «)r s 

ist und « positiv, — b und (6 — a) aber negativ sind, muß r* — asr + a*s 
positiv und r 2 — 6sr -f 6's negativ sein. Wir finden ganz analog, wie 
früher bei den X, daß es für 4 < s < oo immer ein Intervall (r u <C r <! r 0 ) 
gibt, in dem das stattfindet, und daß r u — |£><j" und r 0 gleich dem 
kleineren der Werte \ao" und ist; und zwar ist, ebenfalls analog 

wie früher, r 0 = \ au", wenn s > ^ ^ und r 0 — £6<j', wenn 4 ^ s <| ^ä^" 

ist. Daraus folgt: 

.4«/* einem elliptiscftcn Zylinder, dessen HalbacJisen % < 33 sind) Zielen 
reeWe Ellipsen von den Halbachsen A > Z?, tmin 

entweder: 0<^<| und SI^jB^E 
orfer: 1 und B£%£A 

ist. 

Der hyperbolische Zylinder ergibt sich als Übergangsfall zwischen 
den beiden Hyperboloiden, wenn wir a > 0 > c und b = 0 setzen: wie 
beim elliptischen Zylinder zerfallen die Kurven lt r , je in drei Geraden, 
von denen immer nur eine in Betracht kommt. Auf dieser Geraden ist 

x i y : z wm c(r* — asr + a s s) : (a — c)r* : — a(r s — csr + <rs), 

und es müssen also, damit sie im positiven Oktanten liegt, r i — asr-f a*s 
und r , ~wr+ c s s beide negativ sein. Für s<0 gibt es immer zwei 
Intervalle {r u £ r £ rj, für deren r dies eintritt. Das eine liefert 
die spitzen Hyperbeln und hat r„ — 0, während, wenn «<|c| ist, 

r leo' für s < lc + a) - und r - für (c -+ o) ' ^ s < 0, wenn aber 

«>|c| ist, immer r u = \ca' wird. Das andere Intervall liefert die 
stumpfen Hyperbeln und hat r u = 0, während, wenn a < cj ist, immer 
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r 0 — \aö', wenn aber »>|e| ist, r a = $aö' für s <I ^ und 

r u - ^ctf" für ( ° < s < 0 wird. Hieraus folgt: 

Auf einem hyperbolischen Zylinder, dessen Halbachsen $1 und Qi • Y~ 1 

sind, liegen reelle Hyperbeln von den Halbachsen Ä und B' • Y~ 1 unter 
folgenden Bedingungen: 

Ist % > (£, so sind die spitzen Hyperbeln möglich, für die 

entweder: 0<J^£ und B >& 

oder: | ^ ~ < 1 und Ä ^ H, 

und alle stumpfen Hyperbeln, für die 

A'^%. 

Ist % < 6, so s/m/ alle spitzen Hyperbeln möglich, für die 

uml die stumpfen Hyperbeln, für die 

entweder: 1 < j. £ | unrf B'^Q 

orfer: ^ < ^, < <x> und Ä J> SC 

tsf. Das heißt zusammengefaßt genau wie beim zweimanteligen Hyper- 
boloid: 

jEs muß entweder 

orfer 

| ^ J < 00 Mm * ^ — 51 

sein. 

12. Die parafwliscJien FläcJun zweiten Grades. — Die ganze von uns 
angewandte Methode läßt sich auch für den Fall umgestalten, daß die 
gegebene Flache zweiten Grades ein Paraboloid oder ein parabolischer 
Zylinder ist. Doch können wir bei diesen Flächen unser Problem auf 
viel einfachere Weise erledigen. 

Aus einem elliptischen Paraboloid kann man zu jeder Ellipse und 
aus einem hyperbolischen Paraboloid zu jeder Hyperbel durch reelle 
Ebenen wirklich ähnliche Kegelschnitte ausschneiden 1 ); nehmen wir 

l) Vgl. W. Ludwig, a. a. 0. 8. 24 u. 26. 
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eine solche Ebene, t, so gibt es immer eine reelle und endliche Tan- 
gentialebene des Paraboloides, die ihr parallel ist, und die zu e paral- 
lelen Ebenen, die auf derselben Seite dieser Tangentialebene wie e liegen, 
schneiden, wie unmittelbar ersichtlich, aus dem Paraboloide dem gegebenen 
Kegelschnitt wirklich ähnliche Kegelschnitte aus, deren Achsengrößen 
keiner Beschränkung unterliegen; also gibt es auch immer dem ge- 
gebenen Kegelschnitt kongruente: 

Auf dem elliptische* Paraholoid sind alle Ellipsen und auf dem 
hyperbolischen Paraholoid sind alle Hyperbeln reell vorhanden. 

Schneiden wir ferner ein Paraholoid, dessen Gleichung 

aX* + bY*-2Z=*0 

sei, mit einer zur Z- Achse parallelen Ebene, deren Gleichung in der 

Normalform v A __ . M n 

X cos d + Y sin Ö — d — 0 

laute, so hat die Schnittparabel den Parameter 

1 l 

^ | a sinM 6cos s <J — |(a — b) sin 1 6 -f- & 

Da p von d unabhängig ist, so heißt das: Auf den Paraboloideti sind 
in parallelen Ebenen gelegene Parabeln kongruent. 

Lassen wir nun 6 von 0° bis 90° gehen, so erhalten wir alle 
reell möglichen Werte von p und finden damit: 

Auf detn elliptiscfien Paraholoid, dessen Gleichung 

X* Y 1 

ist, sind alle Parabeln mit dem Parameter p möglich, für die 
Auf dem hyperbolischen Paraholoid, dessen Gleichung 

x* y* 

ist, sind alle Parabeln möglich, deren Parameter p nicht kleiner als der 
kleinere der beiden Werte 51» und 93* ist 

Als letzte Fläche bleibt uns noch der parabolische Zylinder ; schneiden 
wir ihn durch eine Ebene senkrecht zu seinen Kauten, so bekommen 
wir eine Parabel von einem gewissen Parameter p 0 ; die Ebenen, die 
durch die Scheiteltangente dieser Parabel laufen, tragen Parabeln, deren 
Parameter alle Werte von 0 bis p 0 , und die Ebenen, die durch die 
Symmetrieachse jener Parabel laufen, solche, deren Parameter alle Werte 
von p 0 bis oo annehmen; also sind alle Parabeln möglich. 

Breslau, den 3. April 1905. 
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Zur Schattenkonstruktioti für das P lücker sehe Konoid. 

Von Eduard Janisch in Prag. 

1. In dem bekannten Lehrbuche der darstellenden Geometrie der 
Herren Röhn und Papperitz wird in dem Kapitel „Verschiedene 
Flächen" u. a. auch das Plückersche Konoid eingehend behandelt. 1 ) 

Die beiden letzten Artikel, welche auf diese Räche Bezug haben, 
sind insbesondere der SchattenkonBtruktion für Parallelbeleuchtung 
gewidmet. In der vorliegenden Arbeit beabsichtigen wir uns über 
dieses Thema ausführlicher zu verbreiten, als es dort geschehen ist, 
und werden auf ganz elementarem Wege Aufschluß erhalten über den 
Charakter der auftretenden Kurven. 

2. Wir untersuchen zunächst den einfachen Spezialfall: die Licht- 
strahlen fallen parallel zu einer der beiden Symmetrie-Ebenen der 
Fläche ein. In der Figur ist die Achse (a) des Konoides senkrecht 
zur Grundriß-Ebene angenommen, die Torsallinie (t x ) läuft parallel zur 
Projektions-Achse, die Torsallinie (tj) liegt in der Grundriß-Ebene und 
steht senkrecht zur Aufriß-Ebene. Die Fläche besitzt also eine zur 
Aufriß -Ebene parallele Symmetrie -Ebene, und es soll die Schatten- 
konstruktion für zur genannten Projektions- Ebene und unter sich 
parallel einfallende Lichtstrahlen hier durchgeführt werden. Als Leit- 
ellipse (L) des Konoides wählen wir seinen Schnitt mit der durch 
die untere Torsallinie (t,) gehenden aufrißprojizierenden Lichtebene. 
Der Aufriß (L) ist somit nichts anderes als der Aufriß des durch den 
unteren Kuspidalpunkt (£„) gehenden Lichtstrahles, und der Grundriß V 
ergibt sich dann als der über SJa' als Durchmesser beschriebene Kreis, 
wo (o) der in (t,) gelegene Scheitel von (L) ist. (Aufr. a = L X t,). 
Wir zeichnen nun ein Quadrupel von Erzeugenden ein, von denen das 
eine Paar (c), (fj) durch den beliebigen Punkt (m) auf der Achse (a) 
geht, während das andere Paar (f), (e,) die (o) in (n) trifft, wo (») 
der in bezug auf den Mittelpunkt (e) des Konoides (d. i. der Halbierungs- 
punkt der Distanz der Kuspidalpunkte (.S^ ), (&)) symmetrisch gelegene 
Punkt ist. Die zwei Parallelen zur Projekt ions -Achse durch m und n 
stellen folglich die Aufrisse der vier Erzeugenden dar, und zwar fällt c 
mit fj und ei mit f zusammen. Sind (/*), (V), (ft,), (i*,) die Schnitt- 
punkte von (/.) mit beziehungsweise (e), (f), (c,), (fj, so ist Aufriß 

1) Im 2. Bd. d. 1. Aufl. in den Art. 733-738 (8. 268 ff.). 



« 



Digitized by Google 



318 



Ediard Janisch: 



H 3 v, = c x I und v = fi-j = f X L, und durch Herabloten in V 
ergeben sich die Grundrisse /i', v', u[, v\, welche, mit S* (= S' v S[, tn ', n ', z *) 
verbunden, die Grundrisse e', f, ej, fj ergeben. Man sieht, daß Bowohl (c) 
und (f) als auch (cj und (fj) sich senkrecht kreuzen. 

Konstruieren wir nun den Schlagschatten dieses Erzeugenden- 
Quadrupels auf die untere Torsalebene (die Grundriß-Ebene). Vorerst 
sei bemerkt, daß der Grundrißschlagschatten t* von (t,) mit t,' zu- 
sammenfällt, während t$ = tj ist und zudem, da (L) laut Voraussetzung 
in der durch die Torsallinie (tg) gehenden Lichtebene liegt, zugleich 
den Grundrißschlagschatten L* darstellt. Die Punkte S[ und £J sind 
die Schlagschatten der Kuspidalpunkte. — Weil die Grundrisse der 
Lichtstrahlen zur Projektions-Achse parallel laufen, so ergibt sich u' 

als Schnitt von t* mit /' ,",', und ist identisch mit u\ so daß uns 
bereits die Parallelen durch /** zu c', tl bzw. die Grundrißschlagschatten 
e*, e* der horizontalen Geraden (c) und (cj liefern. Analog ergibt 
sich v*, und die Parallelen durch v* zu f, f,' sind die Grundriß- 
schlagschatten von (f), tfi). Sind w*, n* die Schatten von (m) und (n), 
so ist klar, daß c*, f* sich in m* schneiden, während c*, f* durch n 
gehen. Die Mitte von m*n* ist dann der Schlagschatten z* von (z). 

Wir bemerken jetzt sofort, daß das Dreieck m*u*v* ein gleich- 
schenkliges Dreieck ist, dessen Höhenschnitt nach n* fällt. Der 
Feuerbach sehe Kreis dieses Dreieckes ist mithin der über S^z 9 als 
Durchmesser beschriebene Kreis A*. Alle gleidischenkligen Dreiecke, 
deren Basis in die t, fällt und deren Schenkel die Gnmdrißschlagscltatten 
zweier im selben Punkte der Achse (a) sich schneidender Erzeugenden 
des Plückcrschen Konoides bilden, haben den festen Kreis A 9 zum 
Feuerbach sehen Kreis. 

3. Der Kreis A* ist zugleich der Ort der Schnittpunkte der 
Schlagschatten je zweier sich rechtwinklig kreuzender Erzeugenden 
des Konoides, wie c*, f*, die sich in r* treffen, welcher Punkt 
als llöhenfußpunkt im Dreiecke ;»*,«* v* offenbar auf jf liegen 

muß. Die e* trifft y/* noch in £* — der Mitte von m*f»*. Fassen 
wir |* als Schlagschatten eines Punktes (f) der (e) auf, so ist (|) 
nichts anderes als der Halbierungspunkt der Strecke (mu). Der 

Aufriß | ist die Mitte vou mu, und der Grundriß £' halbiert m'u', 
d. i. SJ/t'. Der Kreis A 9 ergibt sich folglich auch als Schlagschatten 
der Ellipse (A) auf dem Konoide, deren Aufriß A durch die Gerade 
(a Mitte von aS t ) und deren Grundriß A' durch den über a'Sl 
als Durchmesser beschriebenen mit A 9 kongruenteu Kreis dargestellt 
wird, was sich unmittelbar verifizieren läßt. 
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Nennen wir rfc den Schnittpunkt ej X ft, |J den zweiten Schnitt- 
punkt von cj mit jf, und verbinden wir beide Punkte mit z*, so istx*j£ || c*; 
und /\z*m*i}\ ist gleichschenklig, da offenbar z*m* — z*n* =- M*rj[ ist. 
Hieraus folgt nun «fc gj'S; - «fc |*WS; und ^^-»^»VS; 
=» 2 /i'm'S'J; d. h. der Bogen ist doppelt so groß als der 




Bogen und der Schlagschatten S* des Konoides auf die Grundriß- 

ebene ergibt sich demnach als Knvcloppe der Verbindungsgeraden gleich- 
zeitiger Lagen zweier Punkte des Kreises jf, die von atis in ent- 
gegengesetzter Eichtling den Kreis mit gleichbleibenden Geschwindigkeiten, 
die im Verhältnisse 1 : 2 stehen, durchlaufen. S* ist folglich eine 
Steinersclie Hypotrochoide mit Ä" als dem sie dreifach berührenden 
Scheitelhreis. 
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4. Auf Grund des eben gewonnenen Resultates sind wir in der 
Lage, auf dem Schlagschatten irgend einer Erzeugenden den Berührungs- 
punkt anzugeben. Den Berührungspunkt e m der c* erhalten wir z. B., 
indem wir um sich selbst über j=* hinaus verlängern. Durch 

Zurückziehen des Lichtstrahles könnte man jetzt leicht Aufriß e und 
Grundriß e des auf (c) gelegenen Punktes (e) der Selbstschattengrenze (8) 
des Konoides finden und auch über den Charakter der beiden Kurven 
Aufschluß erhalten. Wir ziehen es jedoch vor, c direkt zu konstruieren. 
Zu dem Behufe legen wir durch (c) die Lichtebene. Dieselbe ist 
Tangentialebene des Konoides im Punkte (e) der (S), und zwar ergibt Bich 
(e) als der von (m) verschiedene Schnittpunkt der in jener Ebene gelegenen 
Ellipse (E) des Konoides. Der Grundriß dieser Ellipse ist der Kreis E' f 
von dem als Grundriß der einen Achse von (E) ein Durchmesser 
ist. Die e* als Grundrißspur der Lichtebene durch (c) ist nämlich 
Tangente in ihrem Schnittpunkte mit der Torsallinie (t,), welcher 
mit /tt* zusammenfällt, und die zu e* parallele Tangente von (E) wird 
von der oberen Torsalebene ausgeschnitten, welche die (E) im Scheitel (A) 
auf (tj berührt. Da nun der Grundriß von (E) ein Kreis E' ist, so 
finden wir k', indem wir in u* ein Lot auf seine Tangente e* errichten 
und dasselbe mit t,' zum Schnitte bringen. Man sieht nun sofort, 
daß X' auch in (i[v' liegen muß, denn das rechtwinklige Dreieck 
li[n*Sl ist kongruent mit dem Dreiecke l'Slu*. Der Kreis E' ist 
mithin dem Rechtecke u* S*» umschrieben und hat seinen Mittelpunkt 
in |j auf Ä. Der Schnittpunkt von c' und E' stellt alsdann den 
Grundriß e dar, welcher demnach auch einfacher als Fußpunkt des 
von n[ auf e' gefällten Lotes gefunden werden kann. Auf diese Art 
sind e' v f, f[ konstruiert worden. Durch Hinaufloten ergeben sich die 
Aufrisse e f f (e lf f x sind nicht eingetragen, da e x mit f und f\ mit e 
zusammenfallen). Der Aufriß S der Trennungsliuie ist also eine Kurve 
mit der Horizontalen durch z als Symmetrieachse. 7m Grundriß S' 
erkennen wir das yerade Zweiblatt 1 ) , die Eußpunktskurve einer 
Meiner selten Hypotrochoidc für einen Scheitel als Pol. Es ist nämlich 
sofort zu ersehen, daß der Bogen n[Sl des Kreises L' halb so groß 
ist als der Bogen zwischen »S'* und dem nicht bezeichneten Schnittpunkte 
der Verlängerung des Lotes mit dem Kreise L'. Die Enveloppe 
der Lote n[e ist daher die Steincrsche Hypotrochoide mit L' als 
Scheitelkreis und S* s als einem Scheitel. 

5. Der in (e) das Konoid berührende Lichtstrahl trifft dasselbe, 
da die Fläche vom 3. Grade ist, außerdem noch in einem Punkte (e 0 ), 

1) Gino Loria, Spezielle algebraische und transzendente Kurven, S. 157. 
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der offenbar auf (E) liegt. Wir erhalten daher e' n als 2. Schnittpunkt 
der Parallelen zur Projektions- Achse durch e mit E'. Der Ort der 
Punkte e' a — der Grundriß 2' des Schlagschattens (£), den die 
Trenuungslinie (8) auf die Fläche wirft — ist nun, wie wir zeigen 
können, eine Kardioide, und zwar die Fußpunktslinie von V für als 
Pol. Zunächst erkennen wir, daß die Tangente in (e a ) an (£) offenbar 
als Schnittlinie der Tangentialebene an das Konoid in (e a ) mit der 
Tangentialebene längs der Mantellinie (e)(e IJ ) an den Lichtstrahlen- 
zylinder mit der Basis S* resultiert und folglich nichts anderes ist 
als die Tangente in (e a ) an (E). Die Tangente' in e' a an -2" stimmt 
demnach überein mit der Tangente an E', so daß 2' als Enveloppe 
der durch S\ gehenden Kreise erscheint, deren Mittelpunkte auf dem 
Kreise Ä liegen, womit unsere Behauptung, 2 sei eine Kardioide, 
schon bewiesen ist. 

Da c^&l aufgefaßt werden kann als Chordale des Kreises E' und 
des ihm unendlich benachbarten Kreises durch S\, dessen Mittelpunkt 
der zu konsekutive Punkt auf Ä ist, so steht e^Sj senkrecht auf 
der Zentrale beider Kreise, d. h. auf der Tangente an A' in |j, und 
%[S\e n ist folglich ein gleichschenkliges Dreieck, und die Normale 
? m e' a — die e£ — geht durch x'^F/xA', weil als 
Chordale von E' und Ä senkrecht auf co'l[ oder also auch auf S\e' a 
stehen muß. Die Figur c' n S\x' pi[ ist offenbar ein Rechteck, und zwar ist 

u[e' 0 Tangente in u[ an L. Die yf x %* geht verlängert durch et' und v[\ 
daher liefert die Tangente in v[ an L' dort, wo sie die verlängerte 
e' o S\ trifft, den Grundriß f 0 des Schlagschattens (/„) herrührend vom 
Punkte (f). Es liegen daher (e a ) und (f 0 ) auf derselben Erzeugenden (r) 

des Konoides, deren Grundrißschlagschatten r* durch e*f dargestellt 
wird, da die Grundrißschlagschatten von e„ und f a ja identisch sind 

mit c* bezw. f*. Nun ist e*f* ^ e'J' ttJ womit beiläufig gezeigt ist, daß 
die Strecke, welche von zwei Schnittpunkten irgend einer Tangente 
der Steiner sehen Hi/potroehoide mit der Kurve abgegrenzt wird, 
konstante Länge besitzt. Weiter ist unmittelbar ersichtlich, daß die 
Tangenten in zwei solchen Punkten sich rechtwinklig auf dem Scheitel- 
kreise der Kurve treffen. Wenn wir nun noch bedenken, daß der 

Halbierungspunkt von e*f* auf A* liegt, weil die Mitte von e'J\, der 
7t' diametral gegenüberliegende Punkt auf A' ist, so erkennen wir 
in A* den Feucrbachschen Kreis des Dreieckes c*f*r*, der auch 

durch die Mitten der Katheten geht, weshalb r t *e* -= 2 i t *l* ist, womit 
wieder eine bekannte Tangenteneigenschaft der Steiner sehen Ihjpo- 
trochoide bestätigt erscheint. Endlich ist noch zu erwähnen, daß die 
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Höhe auf die Hypotenuse in jenem rechtwinkligen Dreiecke den Schlag- 
schatten der durch (ar) gehenden Erzeugenden (Ä) darstellt (x* e= jf). 

6. Zu denselben Resultaten kommen wir übrigens auch durch 
folgende Überlegungen: Die Ellipse (K) wird von zwei Lichtstrahlen 
in den Punkten (p), (q) berührt. Die Grundrisse p\ q sind die End- 
punkte des zu t; normalen Durchmessers von E '. Diese Punkte {p\ (q) 
gehören selbstverständlich gleichwie (c) der Trennungslinie (5) an. 
Ihre Schlagschatten p*, q* fallen in e* und ihre Schatten auf dein 
Konoide p rt , q n (von denen /)„ hier ein uneigentlicher Schatten ist) 
liegen auf (c). Die Punkte (p), (q) liegen weiter auf zwei sich recht- 
winklig kreuzenden Erzeugenden (p), (q) der Fläche. Nennen wir den 
Winkel, den p*q* oder die parallele und gleichlange p' 0 q' a (d. i. ein 

Stück von c') mit p q einschließt, cp, so ist p'q'=p*q* cos qr =p fl qi, cos q). 
Da ^C.S*a'fi f als Normalwinkel gleich ^SJ/i'fj ist, welcher ebenfalls 

mit <p übereinstimmt, so haben wir a p => a' cos q und ziehen 

hieraus wegen a p H X' p* den Schluß, daß p 9 q* = p' a q' a = a 

— also konstant ist. 

Weil £' die Mitte von p' t q'„ ist, so läßt sich £' leicht konstruieren. 
Wir haben bloß von den Schnittpunkten des Kreises A' mit beliebigen 
durch $1 gezogenen Strahlen den Durchmesser von Ä nach beiden 
Seiten abzutragen. Die 2 f erscheint so als Konchoide abgeleitet 
aus A' und dem um Sl als Mittelpunkt beschriebenen doppelt so großen 
Kreis für St als Pol. Demgemäß treffen sich die Normalen an 2Z' 
in p' lt und q' a in dem %' diametral gegenüberliegenden Punkte auf A' l )\ 
die Identität der £" mit der Fußpunktskurve von A' für S\ als Pol 
ist unmittelbar der Figur zu entnehmen. 

Betrachten wir noch die Schlagschatten p*, q* der durch (j>), (q) 
gehenden Erzeugenden (p), (q) des Konoides, so ist leicht einzusehen, 
daß deren auf y/* zu liegen kommender Schnittpunkt ij£ kein anderer 
als der |* diametral gegenüberliegende Punkt sein kann, oder also 
der von r* verschiedene Schnittpunkt von f* und yf. Denn g* als 
Mitte von xfq ist das Zentrum des Umkreises für das rechtwinklige 
Dreieck JJ*2*lflJ. Nun ist aber der Radius dieses Kreises dem Durch- 
messer von jt gleich, woraus unsre Behauptung folgt. vi* ist 
wiederum der Feuerbachsche Kreis dieses rechtwinkligen Dreiecks, 
der also auch durch die Kathetenmitten geht, was wiederum auf die 
einfache Berührungspunktskonstruktion für die Tangenten von S* führt 

1) Chr. Wiener, Lehrbuch d. darst. Geometrie, 2. Bd., Art. 174, S. 182. 
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7» In der Figur sind noch eingetragen die Konstruktionen des 
sogleich näher zu charakterisierenden Erzeugeudenquadrupels (t), (ij, 

(f) , (f t ) samt den Schlagschatten der vier Geraden, den auf ihnen ge- 
legenen Punkten (/), (/,), (k), (/•,) von (S) und deren Schatten auf die 
Grundrißebene. Außerdem sind die auf (L) gelegenen Punkte (g), (h) 
von liS*) ersichtlich, die den beiden durch (z) gehenden Erzeugenden 

(g) , (ff) des Konoides angehören. Ihre Gruudrißschatten g*, /»* fallen 
in tj, und sie gehören zugleich als Punkte g' 9J h' a der 2' an, woraus 
folgt, daß der Aufriß 2 in S % die Projektions- Achse berührt. Daß 
y' und h' Berührungspunkte der zu t[ normalen Doppeltangente von S' 
sind, ist leicht einzusehen. Die Aufrisse von (g) f (/<) fallen zusammen; 
der betreffende mit g und h bezeichnete Punkt ist offenbar ein Scheitel 
von S. Da (t), Cij) als die durch die Mitte von (*)(S t ) und (f), (U 
als die durch die Mitte von (z)(S t ) gehenden Erzeugenden des Konoides 
angenommen wurden, so schließen i' und {[ mit t,' einen Winkel 
von 30° ein, während V, f( gegen t,' unter 00° geneigt sind. Die 
Punkte i[ liegen auf A'\ i*, i\ sind daher Scheitel von S*. In den 
Punkten (Jfc), (Ä,) sind die durch sie gehenden Lichtstrahlen Haupt- 
tangenten des Konoides, denn der Grundriß des Lichtstrahles durch (Ii) 
schließt mit k' — dem Grundriß der Erzeugenden durch (h) — einen 
Winkel von 60° ein, also einen doppelt so großen Winkel als V 
mit tg bildet. Analoges gilt aber von (fj. 

Demzufolge fällt (k a ) mit (k) und (k lu ) mit (k t ) zusammen, 
und (i a ) kommt auf (f) zu liegen, während (t* l0 ) auf (f x ) enthalten ist, 
da ja die auf eine Erzeugende fallenden Schlagschatten von Punkten 
der (S) herrühren, die auf zueinander rechtwinkligen Erzeugenden 
liegen. Die Normalen in k' a und i' a an 2' schneiden sich in \ (Nr. 6) 
und sind aufeinander rechtwinklig. Daher sind die Tangenten der 2' 
in k' 0) k' ia || t 1? während sie in i' a1 i[„ zu tj normal sind und in eine 
Gerade fallen. In k' } k[ berühren sich demnach 6" und 2'. 

8. Wir können nunmehr in dig Untersuchung des Aufrisses der 
Kurven (S) und (2) eingehen. Zunächst zeigen wir, daß S eine 
Kurve 2. Grades ist. Der Gesamtschnitt des Konoides mit dem Licht- 
strahlenzylinder durch den Kreis A* der Grundrißebene besteht aus 
der Ellipse (A) und einer Raumkurve 4. Ordnung (H), die offenbar 
symmetrisch zur aufrißparallelen Verbindungsebene von (tj und (o) 
liegt und daher zum Aufriß eine Kurve 2. Grades hat. Diese Kurve 
ist aber schiefsymmetrisch zum Aufriß S für die Gerade A (oder «S 2 ) 
als Symmetrieachse und für zur Projektions-Achse parallele Symmetrie- 
strahlen. Daraus folgt dann, daß auch S vom 2. Grade ist. Um dies 
alles einzusehen, genügt es einen Punkt (if) von (H) ins Auge zu 
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fassen. Mit (tf) bezeichneten wir den auf (c) gelegenen Punkt der (IT). 
Sein Grundrißschlagschatten ist rf = c* X f*, hiernach ist t;' auf t* 

und mithin auch »/ auf e leicht einzuzeichnen. Nun ist aber jj*£* = |V* 

und demgemäß £'c' und ^£ = welch letztere Relation un- 

mittelbar unsere obigen Behauptungen beweist. Beiläufig folgt noch 

aus j-'»/=|;V, wegen |V || p,[c' v daß die Normale auf c' in 

durch v[ geht. Da die Gerade r t 'v[ in bezug auf a' zentrisch 

symmetrisch zur Geraden fi[e' liegt, so gilt dies auch für ihre 
Enveloppeu. Mithin ist der Grundriß H' die Fußpunktslinie für 
als Pol einer Steiner sehen Hypotrochoidc mit V als Scheitelkreis 
und a als einem ihrer Scheitel. H ist somit ein gerades Drei- 
blatt.') 

Daß nun S speziell eine Parabel ist, erschließen wir, wie folgt. 
Die Tangente an S in f ist der Aufriß des Lichtstrahles durch (k), 
also die Parallele zur Geraden L. Die Tangente in i trifft die g im 
nämlichen Punkte t wie die Tangente in k. Dieser Punkt ist also Pol 
der ik Stellt sich heraus, daß g die Mitte des Abstandes der ik 
von ihrem Pole t ist, so kann S nur eine Parabel sein. Nun ist 

Abstand (g, ik) — Abstand (a'i'i[) = \ct'a, ferner ist tg =- Am, und 
da N als Mitte von gS s mit ra und w' in einer Geraden liegt, so haben 
wir tg =« hu = Abstand (ra\ =- yce'©'. Es ist also tatsächlich 
tf</ = Abstand it). Die Eigenschattengrenze (<S) selbst ist eine 
Uaumkurve 4. Ordnung, denn der aufrißprojizierende parabolische 
Zylinder durch S t geht durch die Torsallinie (t 2 ) des Konoides und 
durch dessen unendlich ferne einfache Leitgerade — die unendlich 
ferne Gerade der Grundrißebene — , so daß der Restschnitt (S) von 
der 4. Ordnung ist. Der längs (ti) dem Konoide umschriebene be- 
rührende Lichtzylinder 4. Ordnung hat endlich mit der Fläche noch 
die Raumkurve (Z) geniein, welche demnach ebenfalls von der 4. Ord- 
nung ist. Diese projiziert sich im Aufriß wiederum als Kurve 2. Ord- 
nung und zwar ebenfalls als Parabel. 

Wir bemerken zunächst, daß J(aS' 2 ) ein Durchmesser von £ ist, 
und zwar jener, der die zur Projektions-Achse parallelen Sehnen halbiert 

(wegen p tl % — £</„). Der Punkt ?<„ ist speziell die Mitte von k a i n1 
zugleich auch die Mitte des Abstandes («, o). Da uk„ = ««,„ so wird 
die Strecke k a i 9 durch ff, u a und ihren Schnittpunkt mit Q in vier 
gleiche Teile geteilt, und weil die Tangente an H und k 0 \\ L und jene 

1) Gino Loria, 1. c. 
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in i a || a läuft, so treffen sich diese beiden Tangenten in einem 
Punkte t a auf A } dessen Entfernung von *S' S = u a S i ist, womit auch E 
als Parabel charakterisiert erscheint. 

9. Wir gehen jetzt daran, die Schattenkonstruktion für parallele 
Lichtstrahlen von allgemeiner Lage gegen das Konoid zu untersuchen. 
Wir arbeiten bloß mit einer Projektion und wählen als Projektionsebene 
(P. E.) die Torsalebene durch die Torsallinie (t,). (Fig. 2). Es sollen 
der Schlagschatten auf diese Torsalebene und die Projektionen der 
Eigenschattengrenze und ihres Schlagschattens auf die Fläche kon- 
struiert werden. Von der Ausführung der Konstruktion im Detail 
sehen wir jedoch ab. Da (t 8 ) in der Projektionsebene liegend an- 
genommen wird, so 
ist t, == t; — dem 
Schlagschatten der 
(tj) auf die Projek- 
tionsebene. Die Pro- 
jektion t, der Tor- 
saUinie (tj ist eine 
Normale auf t s , und 
ihr bloß mit S* t be- 
zeichneter Schnitt- 
punkt mit t, stellt 
die Projektion der 
Achse (a) des Ko- 
noides und folglich 
aller ihrer Punkte 
dar. Die Gerade 1 sei 
die Projektion des 
durch den Kuspidal- 
punkt Sj gehenden Lichtstrahles, und S[ sei der Schlagschatten von 
auf die Projektionsebene. Dann ist t* || t x durch iS* der Schlagschatten 
von (t t ). Die Erzeugende des Konoides, deren Projektion mit 1 zu- 
sammenfallt, heiße (g), die zu ihr normale Erzeugende (fy). Die 
durch (f)) gehende Lichtebene schneidet die Fläche in einer Ellipse (L), 
welche wir als Leitlinie wählen. Die Projektion von (L) ist ein Kreis, 
welcher offenbar in a\ ^ « 2 = t* X t£ die zu f) parallele f)* berührt- 
Der o, gegenüberliegende Punkt a l ist auf tj enthalten und kann leicht 
gefunden werden. L ist hierauf über a t a s als Durchmesser zu be- 
schreiben. Die Punkte a V7 a 8 sind ersichtlich die Projektionen der 
in (t x ), (t,) gelegenen Hauptscheitel {a x ) f (oj) der (L). Der Schnitt- 
punkt h von L und f) gehört der Projektion S der Eigenschatten- 




Yig. 2. 
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grenze (S) an, und A* in f)*(/tÄ* || I) ist der Berührungspunkt der 
Tangente f) # des Schlagschattens ST auf die Projektionsebene. 

10. Fassen wir wiederum wie in Nr. 2 ein Quadrupel (e), (f), fo), (f t ) 
von Erzeugenden ins Auge von der Beschaffenheit, daß (e)x(a)=-(f 1 )x(a ) 

— (m), (f) X (a) = (c,) X (a) — (n) und {z)(m) — (*)(») ist, so bilden 
die Projektionen p, v, p^, v, ihrer Schnittpunkte mit (L) die Ecken 
eines L eingeschriebenen Rechteckes pfi l vv 1} in welchem die Gegen- 
seiten ftpi, Wj |[ g und die Gegenseiten p x v y pv 1 || fj laufen. Die 
Schlagschatten auf die P. E. der Paare (fi), und (v), sind 
dargestellt durch /** =» f)* X ju /t, und i>* = lj* X v^. Ziehen wir nun 
durch v* die Parallelen f*, f* zu f, f u so stellen diese Linien die 
Schlagschatten der bezüglichen Erzeugenden dar, und es treffen sich 
dann e*, f* in m* und f*, c* in n*, welche beiden Pnnkte auf ü* a Q. 
liegen, und zwar in gleichen Abständen von z", der Mitte von S^S\. 

Als Feuerbachsrhen Kreis des Dreieckes m* p*t> , für welches w* 
der Höhenschnittpunkt ist, erhalten wir den Kreis AT über a\z* als 
Durchmesser, und mithin treffen sich die Schlagschatten zweier sich 
senkrecht kreuzenden Erzeugenden des Konoides in den Punkten des 
festen Kreises A*. Im vorliegenden Falle ist i* «= c* X f* ein solcher 
Punkt. Auf sf liegen aber auch die Mitten £*, j;* von m* p* und n*n*. 
Betrachten wir diese Punkte als Schatten von (c), beziehungsweise (Cj) 
angehörenden Punkten, so ergeben sich deren Projektionen sofort als 
Mitten von Slp und Slp lf d. h. A* ist der Schlagschatten einer 
Ellipse (A) auf dem Konoide, deren Projektion A der in den Kreis 
L berührende, durch dessen Zentrum gehende, halb so große Kreis ist, 
welcher folglich mit *f kongruent ausfällt und in der Mitte von 
Slal den Kreis jf berührt. 

Um den Berührungspunkt e* der Tangeute c* des Schlagschattens 5* 
des Konoides auf die P. E. zu ermitteln, legen wir konform dem 
Vorgange in Nr. 4 durch (e) die Lichtebene und suchen deren Be- 
rührungspunkt (e) auf (c); der Schlagschatten von (e) ist e*. Der 
Punkt (e) selbst gehört der Trennungslinie (S) und der noch vorhandene 
Schnittpunkt (e„) des in (e) das Konoid berührenden Lichtstrahles mit 
der Fläche ist ein Punkt des Schlagschattens (2), den (S) auf das 
Konoid wirft. Der Punkt (e n ) wird natürlich auf der Ellipse (E) 
liegen, welche die Lichtebene durch (e) ausschneidet, 

Die Projektion der Ellipse iE) ist ein Kreis E, welcher die c* — 
die Spur der Lichtebene auf der P. E., d. i. der Torsalebene durch (t,) 

— in ihrem Schnitte mit t 2 berührt. Der Kreis E geht auch durch. 
Sl und ferner durch /i„ welcher die Projektion des Schnittpunktes der 
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Erzeugenden (ej mit dem durch (/i) auf (e) gehenden Lichtstrahle ist. 
Wir können nun leicht zeigen, daß |, der Mittelpunkt von E ist. 
Wir brauchen bloß einzusehen, daß t x (faSl) die Normale in »S* an E, 
also einen Durchmesser von E vorstellt. Die Normale an E in S\ 
muß aber mit ^ denselben Winkel einschließen, den die Normale in 
U X C* mit der t 8 bildet. Der letztere Winkel ist nun als Normalwinkel 
dem Winkel (c, t,) gleich, welcher wiederum mit (e,, t s ) übereinstimmt 
vermöge der Symmetrieverhältnisse des Plückerschen Konoides. 
Damit ist | x tatsächlich als Zentrum des Kreises E nachgewiesen. 
Der Punkt e =~c X E der Projektion der Eigenschattengrenze (S) 
ergibt sich dergestalt einfach als Fußpunkt des Lotes aus /i, auf Sin 
(oder e). Der Ort der Punkte c — die Projektion S der ( S) — er- 
scheint auch hier als Kußpunktslinie einer SteinerscJien Hypotrorliaide 
mit dem Scheitelkreise L und für <S£ als Pol. Nennen wir X l den 
zweiten Schnittpunkt der ep l mit L, so muß zum Beweise dieser 
Behauptung gezeigt werden, daß bei einer gleichmäßigen Drehung 
von c um Sl t die zugehörigen Punkte fi,, in entgegengesetzter 
Richtung auf L sich gleichförmig bewegen mit Geschwindigkeiten im 
Verhältnisse 1 : 2. Gelangt bei dieser Drehung e speziell nach g, 
so kommt p nach /i 0 , p, nach S[ und nach h. Der Punkt fi l hat 

also den Bogen Sl durchlaufen (über p) und X x den Bogen l x h 
(über v). Nun ist S\v || e/i,, folglich arc vX, = arc jvS*; ferner ist 
auch wegen u,v || S\h arc vh — arc u x S\ } und mithin in der Tat 
arc X x h ' =• 2 arc /^tfj. 

Ziehen wir jetzt durch e die Projektion des Lichtstrahles, die 
Parallele zu I, so trifft diese die E noch in e a — einem Punkte der 
Projektion 27 des Schlagschattens (27), und der Schnitt mit e* ist der 
Punkt e* — der Berührungspunkt e* der S*. Die Tangente in e a 
stimmt überein mit der Tangente an die E, so daß 27 als Enveloppe 
der durch *S* gehenden Kreise auftritt, deren Zentren auf dem Kreise A 
liegen. Die 27 ist demnach wiederum eine Kardioidt; mit »S* als Spitze, 
die auch als Fußpunktslinie von L für »SJ als Pol erhalten werden 
kann. 

Um endlich die S* als Steiner sehe Hypotrochoide nachzuweisen, 

genügt es, zu zeigen, daß r*e* = 2r,*l* ist. Denn kommt, wie hier 
die S*, eine Kurve als Enveloppe der Verbindungslinien zweier gesetz- 
mäßig auf einem Kreise jf sich bewegender Punkte £*, \] zu stände, 
so ist vor allem klar, daß, wenn «" der Berührungspunkt einer Lage c* 

t» e » 

der bewegliehen Geraden ist, das Verhältnis lediglich in sehr 
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einfacher Weise abhängt vom Verhältnisse der Momentangeschwindig- 
keiten der Punkte {;* und r*. Ist nun jenes Verhältnis konstant, und 
setzt man voraus, £* bewege sich gleichförmig auf A*, so gilt das 

nämliche von i*. Die Konstanz des Verhältnisses ~ läßt sich 

aber wie folgt nachweisen. Es ist A/*/*i$J = Awj*«*/i*, und daher 
/tptj = m*n*, was die Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke fiu^e und 
m*n*t]* nach sich zieht. Die Strecke ue ist daher mit der zu ihr 
parallelen, aber entgegengesetzt gerichteten Strecke m'if von gleicher 
Länge. Die ist ferner gleichlang, parallel, aber gleich gerichtet /*V, 
so daß wegen £* als Mitte von m'p* derselbe Punkt auch in die Mitte 

ä*e* 

von r*e* zu liegen kommt, und mithin = J ist. 

Dieser spezielle Wert des Teil Verhältnisses (Vv* e *) bedingt, 
wenn £* den Kreis yf mit gleichbleibender Geschwindigkeit durchläuft, 
daß r* sich auf dem Kreise jf mit doppelter Geschwindigkeit in ent- 
gegengesetzter Richtung bewegt, und somit c* auf einer St einer soften 
Hypotrochoide abrollt, die /C zum Scheitelkreise besitzt. Einen 

Scheitel derselben erhielten wir durch Drittelung des Bogens in 
dem |* näher gelegenen Teilpunkte. 

Prag, 4. Juli 1904. 



Beitrag zur trigonometrischen Analysis. 

Von Franz Rooel in Limbach bei Chemnitz. 

1. Es folgt aus 

(1) e* = e rCM 'P • [cos (r sin (p) + i sin (r sin q>)] 

zunächst 

grtxM f . c08 [ r s j n <p) a i ^_ _. r co8 qp _ r * eo 8 2qp -f- 
und wenn hierin r = i'jc sec 9), ferner 

Bi n »qp p cos »iqp ö 
^' oot- 7 oot« y Vn 
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gesetzt wird, weiter 

(3) ix»* Sfat (* tan?)- ± *p t _ J- + i- , 

(4) sin x ©in (x tan <p) - 1 ar'P, - * x* P 4 + ~ * 6 P 8 , 

(5) cos x (of (* tan <jp) - 1 - ~ + ^j- x i Q i - ~* 6 & H 1 

(6) sin s <£of (* tan <jp) - /, * <? t - > Q s + A *• & , 

worin ©in und So) die Funktionszeichen für den hyperbolischen Sinus 
bezw. Cosinus bedeuten. 

2. Durch Multiplikation von (3) und (5) mit sin x und von (4) und 
(6) mit cos x ergibt sich 



(8) 



sin x ■ [xP, - i t>P, + • ■ • + ( - 1 )- - P t . t , + • • • 

= cos * • [± x'P, - l x*P l + ••• + (- 1 )"- ' ?,„ + ••■ 

.m x [i - i *•<?, + ■ ■ • + (- 1)" ft. + ■ •] 

- cos x [xQ t - *' <?, + • • + (- 1)" (2 ^"^ <?,.♦, + •••], 



woraus durch Ersetzung von sin x und cos x durch Potenzreihen, 
Multiplikation und Gleichstellung der Koeffizienten hervorgeht: 



(9) 



(10) 



|C 1 V. + (V)^+-+U 2 : 8 )^-.+( 2 ,.- 1 )a.-. 

I =(W.+( 2 4 v.+-+G»- 2 )^+(:::)^ 

ro + vr s +, )«.+-+(::^)ft.-.+nr)«.. 

3. Wird (7) in die Formen 

xp, - y *r,+ . . . + ( - ir-' ^J, p,._, + ••• 

- Lff + (- 1)- l^jj - • J • cotg* 

: ! i > J -^^ J P. + --- + (-l)-;.^P J .+ --- 
= tan , ■ [* -±**P,+ ■•• + (- 1>- ^'l" ,>,.-, + -•] 

Axeln v der Mathematik und fhj.ik III. Reihe. XII. U2 
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gebracht, tan x und cot x durch Potenzreihen ersetzt und ausmultipliziert^ 
so kommt 

(12) 2»P,„„, - P„ + (Y) 2»B, ?,.., + ••• 

• ■ + (- (i. - 4) *-'B m . t P. + (- 1)" s ) »—B._, P„ 

(13) (2« + l)P,.-(*" + ') 2'(2'- 1)^P,„_, - 
( ,n - l )2«(2«-l)£,P,..,+ ... + (-lr^ + ^)2--' ( 2'-'-l)i;.. 1 P s 

+ (-l)" + , ( S " s | 1 )2 s "(2--l)/<.P 1 , 

wodurch die P ungerader Ordnung durch die P gerader Ordnung und 
umgekehrt ausgedrückt werden. Durch Differentiation von (12) und 

(13) bezüglich <p gehen mit Beachtung von 

wenn noch mit sec 8 <p gekürzt wird, die analogen Relationen hervor 

(14) (2»+l)<? ! .-ft„ +1 + ( S " 1 +1 )2«P 1 y,.. 1 -( J "- 1 )2'JB 1 %.. s + ... 

•••+(- ty-'CW )*■*.«.. 

(16) - (*,") 8«<äP - 1)S,G.„, - (7) 2« (2« - 1) P,&._ 4 + 

■•+(- !)"(,**,) 2'-'(2»-'-l)B._ l Ö,+(- l)-+«2»<'(2"'- 1)P.«,, 

wodurch die Q gerader Ordnung durch solche ungerader Ordnung und 
umgekehrt ausgedrückt werden. 

4. Wenn in (3) und (4) cos x bezw. sin x auf die rechte Seite 
geschafft und dann sec x bezw. cosec x durch die gleichwertige Potenz- 
reihe ausgedrückt wird, so ergeben sich 

Sinutan?) -(jg; + + S ^ . . .) ^ _ ^ + . . 

und hieraus, da 

@in (* tan <p) «= # tan <p -f- — tan 8 <p H 
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die Beziehungen 

(16) tan'> - E. - ( S ;) E. . , & + f 4 ") E._,Q t +... + (- 1 )" Q»)E 0 Q, , , 

(17) tong'-> - fcf P,. + J [(V)^""* - 1) - 

- f;)( 2 '"" 5 -»)*-•*•+••■+(- i )" (..„*" 2 )( 2 ' - ') B . *..-t] • 

aus welchen durch DiflFerentiation bezüglich qp mit Beachtung von 

± p == *»«„,-i d Q mP ».-i 

rfqp m co»'ff ' f/qp ™ COS*«? 

nach Kürzung mit sec* <f und 2n bezw. 2n — 1 hervorgeht: 

(18) tan«— p - (*" - ') £.., i>, - (*" " ') B._, P, + ■ ■ ■ 

+ (- »r-'G:iI)^ p ».-> 

,19) W , = <=££±-' + 2 „; , [- (»- + ')(2..-. - t) B. ft 
+ (*" + ')<2«— - »*._, * — •+(- IJpCT± 1)(2' - 1 )ü ft..,] ■ 

5. Da in den Resultaten (12) bis (19) eine Veränderliche auftritt, 
die jeden Wert annehmen kann, so können dieselben als Ausgangspunkte 
für die mannigfachsten Relationen zwischen Bernoulli sehen und 
Eylerschen Zahlen gelten. 

Insbesondere kann der einfache Zusammenhang dieser Zahlen mit 
dem Sinus bezw. Cosinus der Vielfachen des Bogens zur Ausscheidung 
aller jener B bezw. E } deren Zeiger einer vorgegebenen Zahl bezüglich 
eines bestimmten Moduls kongruent sind, verwendet werden. 

So bewirkt die Einsetzung tp = 1 < ;j < 2n ■ — l,p ungerade, 

in (18) das Verschwinden aller Glieder mit E n _ r ^ wo r = Omod^> 
ist; desgleichen in (12) das Verschwinden aller Glieder mit B n _^ {r _ X s ff 
wo r^O modp ist. 

Ferner verursacht die Annahme <f = * , 1 < p < 2n — 2, in (17) 

den Ausfall aller B n _ r , r = Omod^, p ungerade, ebenso in (12); ferner 
in (15) und (19) aller B n _^ {r _ i)f r .- 0 mod/>; in (16) aller E n _ ]r , 

rnrO mod p und in (15) aller B m _^ r _ t y 

22« 
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6. Bemerkenswerte besondere Formeln entstehen durch die Ein- 
setzung von (p — f / 4 jr in (14), (15), (16): 

(- 1)T 2s * - T \ (") J->»i = f, » ungerade 



(20) 
(21) 



»=f,fl,10. 



(23) 
^24) 



y!(- l)i 2i C) - 1, n gerade 

«.... a 

(-1)T2i-(,)ä 1 ,-ii-J i n^2 
2,(-l)~ 2— (J ß |r -n, n^4 

» -2,6,10 ... 

^-f *-8 *+8 / W \ 

2 (- 1)— 2T (2* - 1) (,) 5 iF - », n = 2 



» = 0,4,*. 



mod 4 



» 's 8,6,10... 



mod 4 



(25) 1 ) ^C- 1 )'* 2"f (2^1)0^,-11, 

» = 4,8,18, ... 

7. Wenn in den Formeln (12) bis (19) die Zahlen B und E als 
Unbekannte angesehen und aus den für n = 0, w=l,... hervor 
gehenden Systemen berechnet werden'), so erhält man neue, eine ganz 
willkürliche Veränderliche enthaltende Ausdrücke und zwar: 



f_ n-i (**"-*) p-^ffi 4- J&Lff + . . ff 



worin 

(26) 



(27) e.- «: + 1; (k., + =; «_, + . . . + / n "-± <&: + sj, 



worin 



1) Die Formeln (22) und (26) fanden auf anderem Wege bereits J. C. Kapteyn 
und W. Kapteyn, siebe „Die höheren Sinus" Sitzungsb. d. KaiB. Ak. in Wien 
XCIII. 1886 p. 807. Formeln (77) und (78). 

2) Der Gedanke, die B und E als Unbekannte eines Systems von Glei- 
chungen anzusehen, findet sich schon in den Vorlesungen von Herrn L. Saalschüti 
über die Bernoul Ii sehen Zahlen. 

3) F. Meyer, „Über die höheren Ableitungen eines Quotienten zweier Funk- 
tionen" (Monatsbette f. Math. u. Physik I, 1890, 33 ff.). 
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und t^, «,,«,,... u k alle ganzzahligen, nicht negativen, den Bedingungen 
«p-t-Oj+OjH h«i = «i+2a f + 3« 3 -| j- fra 4 — & 

genügenden Werte durchlaufen, und 

Übrigens können B und E auch in Determinantenform dargestellt 
werden, wie bereits die Herren Saalschutz und Haussner gezeigt 
haben. 

Für qp = % ergeben sich hieraus einfache independente Ausdrücke 
für die B und E. 

8. Die Gleichungen (16), (17), (18), (19) ermöglichen die Ent- 
wicklung einer endlichen oder unendlichen, nach Potenzen von tan qp = t 
fortschreitenden Reihe nach den P und Q. Die Frage, ob sich dieselbe 
auf eine einzige Art bewirken läßt, erledigt sich durch die aus den bis- 
herigen Ergebnissen hervorgehenden Tatsachen: 

a) Zwischen aufeinanderfolgenden j^J bestehen die linearen Be- 
ziehungen (9), (10). 

ß) Zwischen einer endlichen Anzahl gerader | q j oder ungerader 

| q j besteht keine Beziehung. 

y) Es bestehen Nulldarstellungen durch die sämtlichen 
(geraden UP) 
\ ungeraden) \Q)' 

Denn es ist, zufolge 

P . - (i + it> r - (i-ii> r Q a (t + « t) r + (i-< 

(28) 0~ 77 l[8in*(l + *0 + 8inA'(l-t7)] = 6inA*SofA*, 

(29) l) # ^£P. = 2 \.[8mA-^ 

(30) V(- 1)« *' ^- 2 \.[cosÄ(l + iO-cosA(l-iO] = -sinA(öinH 
.-0,2,4 

(31) 2 (- 1) * £ & = j [cos A (1 + it) + cosA (1 - ifl] - cos k Gof A<. 
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Wird nun in (28) und (30) k = an, a beliebige positive oder negative 

ganze Zahl, und in (29) und (31) fc = fc|, b beliebige positive oder 

negative ungerade Zahl, gesetzt, so ist die Summe jeder Reihe — 0, 
was auch noch der Fall ist, wenn 

a' durch K t — aa\ + ßa' t + ya; -\ 

und 

b' durch L t — ab\ + ßb\ + y&J -f • • • 

ersetzt wird, worin a,, ci 8 , a 5 , . . . beliebige positive oder negative ganze 
Zahlen, b lf b t , b if ... beliebige positive oder negative ungerade Zahlen 
und a, ß r y, ... beliebige Zahlen bedeuten. Die Anzahl der Glieder 
von K t und L t ist hierbei beliebig, für jedes £ jedoch gleich groß. 
Die gesuchten, Nulldarstellungen in ihrer allgemeinsten Form sind 
demnach 

(32) 2>(_l)'7 J »> <(?i _o, 

. = 1.3 

;33) y-(-i) : I>,p.-o, 



(34) 



# — 1 



« = 1,3, 

(35) i«- 1 )'*^©'*- 0 - 

«-0,3,4 

Hieraus ergibt sich nun: 

a) Eine ganze Funktion f(t) = f (— f) läßt sich entweder durch 
Q von gerader oder ungerader Ordnung und eine ganze Funktion 
g(t) = g{— t) f t = tanqp, durch P gerader oder ungerader Ordnung 
nur auf einzige Art ausdrücken. 

b) Eine unendliche Potenzreihe f(t) — f (— <) kann in eine unend- 
liche Reihe, die entweder nach Q von gerader oder von ungerader 
Ordnung fortschreitet, und eine unendliche Potenzreihe g(f) — — g( — f) 
kann in eine nach P von gerader oder von ungerader Ordnung fort- 
schreitende Reihe auf unendlich viele Arten transformiert werden. 

I PI 

c) Darstellungen durch \q \ von gerader und ungerader Ordnung 
können auf unendlich viele Arten bewirkt werden. 
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9. Beispiele. I. Potenzen von P: 



n - 1 

" 9 

n-1 



(36) K - (- 1) ' »— »2 P — «' w un « erade 



x = 0 



(- [(- ir+> o o + o n + ■ 

+ (_!)*<•+ D(- - 1) I n I - T 1 j J. 

, Im* 

(37) = (- 1)« 2-+^ to. m _ M Q mH _„ n gerade 

*.„-.-(- ty * [(- C) + (;) ( 2 ;) + • 

+ (_ l)i (« f «(- U ^ *1T^ + 5=3* ( " + * n 

2. Potenzen von @: 

(38) «-«- +1 - Sfi;.-.<1L.-. »gerade 

x = ü 

i)'2.[ ( -i)»(»)C) + (-)( 2 ;). 

H-.,--(~.)(- T ) t ^(.)( T ) 



«-1 



(39) 2— 9H,; ( „-, <? mn _ x , M ungerade 

k.— (-!)••• [(-«PO© +0 

n-8 / « \ / »I — 3\ *-l / n \ / »I — 
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3. Gerade Potenten von sec y: 

i 

(40) <?,„+(- l)-^(- 1)" 2" (3 tf,„_ x . - 

x = ü,l 

4. Kugelfunktionen K H (x) erster Art: 

„ - 

(41) 1.(1) - (- 1)' 2-" +1 »jS" C V ") ««.-.«.-. " 8 erade 



«,.-.-(-!)- »[G)0+(:)(:)+- 



« - 1 



»-1 



(42) JT„(0 -(- !)"' 2— '»^ (•"- *)«,... r._„ n 

x = 0 

«l-.-(-w*[c)C)+(:)(!)+- 

5. Bernoullische Funktion B ('J , »), nach Schlömilchs Definition: 

(43) (- lr + 1 B , 2f» - l) + 1 *"* ~- 

r/i 

= (2m - 1)!^ (- !)* ( 2w * - 2x ~ 1)(2 ,B - 1 «- 1 - 1) B m _ K P ix 



x = o,i 



(* = tang>, m > 1), 



.2m — l 



(44) (- + l i2 s "- s B (£, 2m - l) + t 

(45) (- 1)- +1 2»»'- ' B (j, 2m) + i'i»<«— 1 - 



-2" (- 1 (2»——- 1)Q Q, 



x = 0,l 
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(46) (- B (£, 2m) + »- 

III 

- p-yj*- ^ ij " s vTf j (2'— «-•- 1) B m _, 

6. Eulerscfw Funktionen E(t,n) erster Art 1 ): 

(«) £(<,»)- (;)**-(;)•**•-•+(;)*;*•-«--+••• 

|(- l) f (*)/?„ n gerade, 

(£ 0 = 1, E 8 =l, ^ = 5, £,-61, 
Sekanten - Koeffizienten) 

m 

(48) E («, 2m) = (-!)» r-.Jg (- 1). Q % , 

■ 

IM 

(49) E («, 2m) - S m + f^g (- 1)* £^£=± (£) ft. +1 

(50) i E( «, 2. - 1) - ( - ly-i-jg (- v 2 ;:;^_-; b...*,^ 



(51) <E(«, 2m - 1) - 2 f - +x ^ (- O*" 1 — ~ 1 GTK-*^ 
Limbach, September 1905. 



1) 8. d. Verf. „Theorie der Eulerschen Funktionen" Sitzgs.-Ber. d. Kgl. Böhm. 
Gesellsch. d. Wi M . 1893. XXIII. 
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Die Kugeln, die einem unebenen Vierecke eingeschrieben sind. 

Von K. Heger in Dresden. 

Über diesen Gegenstand sind im Laufe der letzten fünfzig Jahre 
zwei Abhandlungen erschienen: Im 20. Bande der Sitzungsberichte der 
Kgl. Preuß. Akademie der Wissenschaften veröffentlichte J. H.T.Müller 
(Wiesbaden) Untersuchungen ,,Über die Kugeln, welche die Kanten eines 
beliebigen Tetraeders berühren" (vorgel. i. d. Sitzung vom 13. Juli 1854). 
Die Arbeit bezieht sich in ihrem größten Teile auf die Kugeln, die 
die Kanten einer Ecke, bez. die Kanten einer Seite und außerdem 
noch eine vierte Kante berühren. Nur die Seite 248 beschäftigt Bich 
mit den Kugeln, die zwei Paar Gegenkanten berühren. Dabei ist der 
Verfasser der irrigen Meinung, daß diese Aufgabe nur lösbar sei, wenn 
die Summe oder die Unterschiede beider Gegenkantenpaare einander 
gleich sind. — Im Jahre 1882 gab Vogt (Breslau) im 92. Bande von 
Crelles Journal eine bis auf Einzelheiten in gewissem Sinne er- 
schöpfende Arbeit „Über die ein räumliches Vierseit berührenden Kugeln". 
Er begründet seine Angaben über die mögliche Lage der Berührungs- 
punkte auf gewisse Sätze über Regelscharen zweiter Ordnung, von 
denen man wohl sagen kann, daß sie dem elementaren Wesen der 
Aufgabe nicht gemäß sind. 

Dasselbe Ziel erreicht man, wenn man sich lediglich auf die Be- 
stimmung der Teilung der Seiten durch die Berühruugskugeln beschrankt; 
die vollständige Durchführung ist nicht mühsamer, als die Arbeit, die 
man nötig hat, wenn man Vogts Gedankengang vollständig durchführt. 

In Sehl ömilchs Handbuch der Mathematik, 2. Aufl., 2. Bd., S. 81 
hat der Verfasser im Anschlüsse an andere Berührungsaufgabeu auch 
einige nicht erschöpfende Bemerkungen über die hier vorliegende ge- 
macht, ohne damals mit Vogts Arbeit bekannt gewesen zu sein; auf 
S. 36(> wird dann aus den Gleichungen der Ebenen, die die Winkel 
und Außenwinkel eines unebenen Vierseits seukrecht halbieren, nach- 
gewiesen, daß die Gleichungen dieser vier Ebenenpaare durch eine 
homogene lineare Identität verbunden sind. Vielleicht ist es nicht 
überflüssig, von demselben Ausgangspunkte aus, wie in Schlömilchs 
Handbuche, die Aufgabe vollständig zu behandeln. 

Die aufeinanderfolgenden Ecken des Vierseits seien A, B, C, D, die 
Längen der Seiten seien 

AB = 2a, BC = 2b, CD -2c, DA = 2d. 
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Ein Punkt im Innern einer Seite werde mit P, einer auf der Ver- 
längerung vor dem Anfangspunkte mit Q y einer auf der Verlängerung 
hinter dem Endpunkte mit R bezeichnet; die Seite, auf der ein solcher 
Punkt liegt, wird als Zeiger angehängt. Sind ar, y, z, t die auf den 
Schenkeln der Winkel und Außenwinkel A, Ji, C, D bis an eine ein- 
geschriebene Kugel reichenden Tangenten, ihren absoluten Längen 
nach, so gilt für diese Strecken ein Verein von vier Gleichungen, die 
aus je einer Gleichung jeder der folgenden vier Zeilen besteht: 



p 


Q 




R 


x + y = 


2a 


y _ 


X — 


2 a 








2b 


z - 


y- 


2b 


;-- 


z = 2b 


z + t = 


2c 


/ - 


9 = 


2c 


z — 


t - 2c 


t -M- 


2d 


x — 


t - 


2d 


t - 


x=>2d. 



1 

Die zugehörigen Lösungsvereine haben die Form 

±a±b±c±d; 

zur Abkürzung soll gesetzt werden 

» + & + C + <J — 1, a + fc — c — d=b, 

a-f-6-fc — d = 2, a \— b + c — d = 6, 

a -f 6 - c -f = 3, a-b-c + d=l, 

+ c + -a + b + c + d=$. 

Sieht man zunächst von den relativen Größen der Seiten ab, so lassen 
sich doch aus den Hl Vereinen mehrere ausmustern, die unbedingt un- 
möglich, und andere, die nur bedingt möglich, im allgemeinen aber 
ebenfalls unmöglich sind. Um diese auszuscheiden, braucht man nicht 
alle 81 Vereine zu untersuchen, sondern kann sie gruppenweise zu- 
sammenfassen, dergestalt, daß alle Vereine einer Gruppe immer zugleich 
zurückgewiesen werden können. Bezeichnet man nämlich einen Verein 
durch die Folge der Berührungspunkte, z. B. P a Q b Q,.R d , so gilt das, 
was unabhängig von der Größe von a, b, c } d gilt, in gleicher Weise, 
wenn man die Zeiger zyklisch vertauscht; es gilt ferner dasselbe, wenn 
man die Umlaufsrichtung umkehrt, wobei nur zu beachten ist, daß 
dabei R und Q gegen einander vertauscht werden müssen. Danach 
gehören zu einer Gruppe z. B. 

P.QoQcR*, Q t .Q b R c P a , fc^P.ft, R a P b Q e Qä, 
Q a R b R c P d , RJi b P c Q d , R a P b Q c R df l\Q b R c B d . 
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Es ergeben sich folgende 15 Gruppen, die durch einen Vertreter und 
die dahinter bemerkte Anzahl der Vereine der Gruppe bezeichnet werden: 

1) P.P,P t P,(l); 2) P.P„P Q Q,(»); 3) P.P,Gft(8); 

4) P.P.WWi 5) P.P.R.Q.W; 6) P.ftP.«,(4); 

') 8) P.e,«.«,,(8)i 9) P.ft«A(8)i 

10) PA«.ft(8)! 11) P.QAQ d (&); 12) $.fc«A(8); 

13) «.ftBAWi 14) R.QAQAV; 15) «.«,«,«.(8). 

Hiervon sind die Gruppen 3), 7), 8), 10), 12), 15) unbedingt unmögliche 
Denn P a P b Q e Q d z- B. bedeutet den Verein 

£+ f/ - 2«, y + *=-26, 2c, s - * - 2d, 

woraus folgt a — 6 — c — d — 0, und Gleiches zeigt sich bei 7) und 12). 
Bei 8) hat man z. B. 

x -f y = 2a, z — y =• 2b, t — z — 2c, x — t=>2d, 

folglich y — a — b — c — d. Ähnliches zeigt sich bei 10). Bei 15> 
hat man 

y — x — 2a, z — y = 2b, t — z=~2c, x — t = 2d, 

folglich a + fc-fe + rf-O. 

2)/e Gruppen 1), 4), 5) 6), 13), 14) sind ebenfalls im allgemeinen 
unmöglich; denn aus allen zugehörigen Vereinen kommt man zu einem 
der Schlüsse: 

a + c = + d, a + a*=-6 + c, a + 6 = c + rf, 

die im allgemeinen nicht zutreffen. 

Hiernacli bleiben die Gruppen 2), 9) und 11) übrig, mit zusammen 
24 Vereinen. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man voraussetzen, daft 
a nicht kleiner als b> c oder d ist. Von den Ungleichungen 

a + b < c + d, a + c<b + d, a + d <b + c 

können dann nicht zwei zusammen bestehen; denn aus 

a + 6<t'-M, a + c < + 

folgt 

2a + b + c<b + c -f 2rf, a < o\ 

Da/ier nur der vier Voraussäzungen 

1) a + b>c + d i a+c>b + d, a + rf>6-rc; 

2) a + 6 > c + rf, a + c> 6 -f rf, a + d < b + c; 

3) a + & > c + rf, « + c < 6 + rf, a + d > 6 + c; 

4) a + b<c + d, a + c > 6 + rf, a + > & + c, 
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•die mau auch ersetzen kann durch 

1) 5>0, 6>0, 7>0; 

2) 5>0, 6>0, 7<0; 

3) ö > 0, 0 < 0, 7 > 0; 

4) 5 < 0, 6 > 0, 7 > 0. 

Um die Untersuchung zu Ende zu führen, hat man die 24 Vereine 
Nr. 2), 9), 11) aufzulösen, der Reihe nach diese Voraussetzungen 1) bis 4) 
anzuwenden, und zu ermitteln, welche Vereine positive Lösungen ergeben. 

Die 24 Lösungsvereine sind aus folgender, sofort verständlicher 
Ubersicht zu entnehmen: 



Nr. 2a 26 


2c 


2d 




y 


2 


t 


Nr. 2a 26 


2c 


2d 


X 




t 




ll 


P P 


P 


<? 


4 


5 




6 


13 


P 


Q 


n 


ß 


5 


4 


1 


3 


2 P P 


? 


P 


7 


2 


- 6 


8 


H 


Q 


R 


* 


P 


: 


1 


4 


7 






P 




6 


2 


— 5 




R 


R 


p 


Q 




8 


-5 


2 


3 


Q P 


P 


P 




3 


-7 


4 


16 i 


R 


P 


Q K 


2 


-7 


3 


1 




p p 


p 


* 


6 


3 


- 1 


4 


17 


P 


Q 


R 


Q 


3 


6 


2 


5 


6 


Pl p 


R 


P 


1 

j 4 


5 


8 


-6 


18 


Q 


R 


Q 


p 


-6 


3 


7 


4 


i 


pli* 


P 


P 


7 


2 


6 


8 


19 


R 


Q 


P 


Q 


4 


-5 


8 


6 


8 


R P 


P 


P 


3 


-6 


2 


— 

— o 


20 1 


Q 


P 


Q 


R 


-7 


2 


- 6 


8 


i 


p Q 


• 


R 


2 


7 


3 


1 


3 


p 


R 


Q R 


6 




— 
< 


.i 


10 


Q Q 


; 


p 


-5 


4 


1 


3 


22 


R 


l 


R 


P 


4-5 






n 


Q R 




Q 


8 


1 


4 


- 7 


23 


Q 


R 


P 


R 


-7 


2 


6 


8 


12 


R P 






1 


8 


5 


2 


24 R 


P 


R 


Q 


3 


-6 


2 


5 



Unter der Voraussetzung 1): 5>0, 6>0, 7>0 geben positive 
Lösungen nur die Vereine Nr. 1, 7, 9, 12, 13, 14, 17, 21; 

unter der Voraussetzung 2): ö > 0, 6 > 0, 7 < 0 geben positive 
Lösungen nur die Vereine Nr. 1, 5, 11, 12, 13, 16, 17, 23; 

unter der Voraussetzung 3): 5>0, fi<0, 7>0 finden sich posi- 
tive Lösungen nur bei den Vereinen: Nr. 2, 6, 9, 12, 13, 14, 18, 24; 

und unter der Voraussetzung 4): 5 < 0, 6 > 0, 7 > 0 sind posi- 
tive Lösungen bei: Nr. 3, 7, 9, 10, 14, 15, 19, 21. 

Da es nun in jedem Falle acht berührende Kugeln gibt, so sind 
die je acht Lösungen nicht nur nicht unmöglich, sondern wirklich vor- 
handen. 

Entwirft man sich eine ganz einfache Zeichnung, die weiter nichts 
zu enthalten braucht, als das Viereck mit Punkten auf den Seiten, die 
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nur die Lage der Berührungspunkte insofern richtig darstellen, als die 
P, Q und Ii unterschieden sind, so erkennt man mit geringer Mühe: 

Bei den acht Kugeln, die die Seiten eines unebenen Vierecks berühr»», 
gehen im allgemeinen durch der Mitten solcher Kugeln je drei senkrecht 
hälftende Htcnen von Innenwinkeln nebst der des vierten Außenwitikels, 
— . und durch die vier andern gehen die senkrecht hälftetulen Eltetien 
von drei Außenwinkeln nebst der des vierten Innetiwinkels. 

Ferner findet man leicht: Ist die Summe zweier Nachbarseiten 
A Ti + BC gleich der der beiden andern CD -f- DA, so haben die 
senkrecht hälftenden Ebenen der Winkel A und C und die der Außen- 
winkel B und l) eine Gerade gemeinsam; jeder Punkt dieser Geraden 
ist die Mitte einer dem Viereck eingeschriebenen Kugel; außerdem 
gibt es noch vier eingeschriebene Kugeln, deren Mitten sind 

HaHbHcH,!, HaHlH' c H d , H a HtHcHj, H a R b H' T H, t , 

wenn H a und H,', die senkrecht hälftenden Ebenen des Innen- und des 
Außenwinkels A bedeuten usw. 

Ist dagegen die Summe zweier Gegenseiten gleich der Summe der 
beiden andern, so haben die Ebenen, die die Innenwinkel senkrecht 
hälften, eine gemeinsame Gerade, und jeder Punkt dieser Geraden ist 
die Mitte einer dem Viereck eingeschriebenen Kugel; außerdem gibt es 
noch vier eingeschriebene Kugeln, in deren Mitten sich die senkrecht 
hälftenden Ebenen von drei Außenwinkeln mit der des vierten Innen- 
winkels schneiden. 

Wir schließen hieran einige Formeln für die Halbmesser und 
Mittelpunkte der einem unebenen Vierecke eingeschriebenen Kugeln. 

Hat eine eingeschriebene Kugel den Mittelpunkt M mit den Koor- 
dinaten £, tj, £ und den Halbmesser q, sind ferner 2a, 2ß, 2y, 2ö die 
Winkel des Vierecks, M a , M b , M c , M d die Richtbilder von M auf den 
Ebenen der Winkel A, Ii, C, D, sind ferner, wie oben, P a (oder Q a , 
li a ) ... die Berührungspunkte, so hat man z. B. für die Kugel 
P.ttQ* (Nr. 1) 

(1) |Jtf.Ä-^P.-*tan«, M b P a = M b P b = ytanß, 

\M c P b = M, J> r = zt*ny, M d P c - M 4 Q 4 - t tan y. 

Aus dem Kreisvierecke MM a P a M b folgt, wenn man die Raum- 
winkel des Tetraeders ABCD, die an den Seiten 2a, 2b, 2c, 2d liegen, 
mit a, b, c, b bezeichnet, 

C 2 = (KPJ + *W - 2M a P a - M b P t , . cosa), 
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Die Kugele, die einem unebenen Vierecke eingeschrieben eind. 
woraus die Formeln hervorgehen 

p 2 = (x s tan 2 u + if tan 3 ß — 2xy tan « tan ß cos a) sec 8 Q, 
= (y* tan 8 + z- tan 8 y — 2yz tan 0 tan y cos b) sec 2 6, 
= (m* tan 2 y + * 8 tan 2 d — 2 f < tan y tan <> cos c) sec 8 c, 
— tan 8 d + z 8 tun 8 « — 2t X tan <$ tan a cosb) sec 2 b. 



34a 



(2) 



Mit Hilfe der Cayley sehen Gleichung 1 ) der Strecken zwischen 
fünf Punkten kann man p 8 auch durch die Seiten und Diagonalen des 
Tetraeders ausdrücken. 

Bezeichnet man die Diagonalen AC und BD mit 2e und 2f und 
beachtet, daß M von den Ecken des Vierecks die Quadratabstände hat 

Q*+x\ Q *+y\ <> 2 4-.- 2 , (> 8 +* 8 , 
so hat man nach Cayley 



0 


1 


l 


1 


1 


1 




1 


0 


4o 8 


4e 8 


Ad- 


P 8 + x> 




1 


4« 8 


0 


46 8 


4r 




= 0. 


1 


4e 8 


46 8 


0 


4c* 


e 2 + ** 


1 


4^ 




4 c 2 


0 


e 2 -M 2 




1 


e' + * 2 


Q* + f 


Q> + Z> 




0 





Entwickelt man hier nach Potenzen von p 2 , so erkennt man leicht, 
daß der Koeffizient von p* verschwindet; für p 8 erhält man den Quo- 
tienten 



(3) 



0 

i 


1 


1 


1 


1 


1 


I 1 


0 


4o 8 


4c 8 


4^ 




1 


4o 8 


0 


46 2 


AP 


y 2 


1 


4c 8 


Ab* 


0 


4c 8 


* 2 


1 


4d- 




4c 8 


0 


* 2 


1 


X* 


y* 




* 8 


0 



0 

1 
1 
1 

1 



1 

0 

4a 8 
4e 2 
Ad* 



1 

4 a 8 
0 
46 2 
4/' 2 



1 

4 c 8 
46 8 
0 
4c 2 



1 

Ad* 

Ar 

4 c 8 

0 



Für die Abstände MM a , MM b , MM e) MM d , die homogenen Koor- 
dinaten der Kugelmitte M für das Tetraeder ABCD, hat man, 
wenn h, k, l, m die auf den Ebenen der Winkel 2a, 2ß, 2y, 2d stehenden 
Höhen sind, 

M M c 
h k l 



M M m MM b MM C MM d 

+ ,-r +— ,- + - M - 1; 



1) Vgl. u. a. Baltzer, Determinanten, 4. Aufl., S. 218. 



Digitized by Google 



344 R- Heokk: Die Kugeln, die einem unebenen Vierecke eingeschrieben sind, 
die Dreiecke MM a P af M a P a A usw. ergeben 

j M m - Q* - x* tan 8 a, MM* = p 8 - y* tan» 0, 
( } | M M* ~q*-z> tan* y, MM! ~ Q* - t> tan' d 8 ; 

daher folgt für q die Gleichung 

y ]/p 2 - z 8 tan 2 « + { \ g- - y- tau 8 0 + J )/ p 2 - * 2 tan 8 y 

+ i y 9 t _ /S tan s d = 1. 

771 



(5) 



Die rechtwinkligen Koordinaten |, 17, £ einer Kugelmitte ergeben sich 
aus den rechtwinkligen Koordinaten £ a , ij a , der Ecken A, B, C, D. 

Man hat zunächst 

« - ü"+ (n - tt - Ü'- e' + **, 
tt - M 1 + - + tt - &>) 8 - p s + f", 

(i - y s + d - vc)> + « - y - * f + 
- y + (v - ^ + « - w f = p' + >* 

Hieraus folgen, wenn man die Abstände des Nullpunktes von 

A, B, C, D mit r a , r,,, r e , r d bezeichnet, 

(6. - WS + (% - *k)v + tt. - WC - *M - * - * + *"), 
& - US + fo. - ih + ÜC - *W - * -* + *■)> 

(I, - + (l, - + tt, "US- {(fr - r 8 , - * 8 + f 8 ). 

Sind aar, ay, az, ... die Winkel der Achsen mit den Seiten 2a, . . ., so 
hat man 

£ a — §6=" 2« cosax, i? a — 2a cos ay, £ a — £ ( . — 2 a cos az 
usw. und erhält daher fttr {, g schließlich den Verein 

cos ax • S + cos ay • i; + cos az ■% — — (rf, — r? — -f y*), 

cos 6x • £ + cos bij - rj + cos • £ — ^ (rj — r 8 — ff* + xr 8 ), 

cos er • | + cos c// ■ q -f- cos • £ = ^ (r 2 — rf/ — r 2 -f f 8 ); 
hierzu tritt noch die vierte Gleichung 

cos dx ■ | + cos d\j ■ r { -f cos dz ■ g =- (r 8 — r\ — < 8 + x 8 ) 

Dresden, Februar 1907. 
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Sur la generation cissoidale des quartiques unicursales 

bicirculaires; 

Par M. E. Malo a Caen. 

M. H. Wieleitner (Spire) a demande dans V Intermediaire des 
Mathematiciens (Question 3147, torae XIV, 1907, p. 8) si la generation 
cissoidale des quartiques unicursales bicirculaires avait ete dejä signalee 
dans quelque ouvrage mathematique: cette generation est la suivante. 

Etant donnes un cercle de centre A et un point 0 sur ce cercle, 
puis un second cercle de centre B, on mene par 0 une droite quel- 
conque rencontrant le cercle (^4) en un certain point P et le cercle (B) 

en deux points Q, Q': sur cette secante, ä partir de 0 et dans le sens PQ, 

on porte un segment OM egal ä PQ, puis un segment OM', egal a PQ'\ 
la quartique est le lieu des points M et AT. 

M. Gomes Teixeira {Intermedimre, tome XIV, 1907, p. 120) s'est 
refere ä une e'tude publiee par lui dans les Annali di Matematica 
{Milan l!»04). — En ce qui concerne la cubique unicursale circulaire 
generale, qu'on obtient en supposant que le centre B du deuxieme 
cercle passe a l'infini, j'avais eu unterieurenieut plusieurs occasious 
d'invoquer sa generation cissoidale dans Vintermediaire des Mathematiciens 
raeme, corame je Tai rappele en 1905 (Tome XII, p. 235) et 1906 
(Tome XIÜ, p. 204). 

Quoi qu'il en soit, et bien que des considerations extremement 
ingenieuses aient ete developpees a ce propos par MM. Retali et 
Bickart, U me semble que le sujet n'est pas si completement epuise 
qu'il n'ofte , encore uiatiere ä quelques remarques d'un certain interet. 

Tout d'abord, puisque la construction precedemment decrite fournit 
deux points du lieu sur une secante quelconque issue de 0, qu'il ne 
peut y avoir sur cette secante d'autre point courant du lieu, et que 
pour deux positions particulieres de la secante (celles qui joignent le 
point O aux intersections des cercles (^4) et (B)) Tun des points mobiles, 
en meine temps qu'elle, se reunit au pole fixe 0; cela, dis-je, en con- 
sequence de la notion meine de Vordre d'une courbe, entraine qu'il 
s'agit d'une quartique, nodale en 0. 

J'imagine maintenant que sur chaque vecteur OQ on inarque les 
deux points R et R' qui le divisent dans un certain rapport donn^ et 
dans le rapport inverse: les segments OR et R'Q sont egaux, et, lorsque 

Archiv dar Mathematik und Phyiik. HL Reihe. XII. 23 
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le veeteur pivote autour de 0, le* points R et R' decrivent deux 
eercles homotbetiques du cercle \B) relativement an pole fixe 0: les 
points oü ehacun de ces eercles conpe le cercle (A) correspondent ä 
deux des points oü lautre cercle coupe la quartique etudiee. Or. lorsque 
le rapport donne est negatif et qu'on lui attribue successivement des 
raleurs absolues indefiniment croissantes, les eercles R et R' passent 
en meme temps ä l'infini et leurs intersections avec la quartique 
viennent colncider avec les points cycliques, (jue ceUe-ci par suite admet 
comme points doubles. 

On sait par d autres considerations que les quartiques unicursales 
bicirculaires sont identiques avec les transformees par rayons vecteurs 
reeiproques des coniquesjcomnie avec les podaires de coniques, et il 
ne s'agirait que de montrer comment par exemple s'effeetue la deter- 
mination de la conique antipxiaire relativement au pole 0 de la quar 
tique consideree, au moyen des elements intervenant dans la generation 
cissoidale. 

Negligeant pour le present ce detail, je montrerai de preference 
comment de la generation cissoidale envisagee par M. Wieleitner on 
peut geometriquement conclure a la r>ducti<m de certaities aires trape- 
zöidaies mixtüignes de la quartique ä des aires a . </><>•> cirexdaires, et, 
nvtamment, de l'aire Male de la quartique ä l'aire dun cercle. 

En effet l'aire elementaire balayee par le segment MM' a pour 
expression 

VOM ' - OJ/'y« - 0M ' + o3i (0M' - 0M)dm, 

da mesurant la rotation infinitesimale de la secante. Or on a mani 
festement 

OM - OM = ÖQ' - OQ, 
OM + OM _ OQ'+OQ np 

et par suite lexpression de l'aire elementaire devient 

*(0<?' 5 - 0<f)da -OP <JQ du. 

. Dono, la seeante tournant autour de (). l'aire finie balayee par ie seg- 
ment MM' est egale a l'aire balayee par le segment <J<J' icest-ä-dire 
a une certaine aire trapezoido-circulaire ) diminuee d'une aire d'une autre 
nature, qu'il e?t cependant possible d'evaluer moyennant la supposition 
suivante. 

J'envisage simultanement les secteurs elementaires correspondant 
ä deux secantes OPQ<J', Oi',ViVi symetriques par rapport ä la droite 
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OB, dont je designerai par *S le deuxieme point d'intersection avec le 

cercle (.4). Le point S etant projete en T sur OPQQ' et en T x sur 

OPiQiQ[, j'aurai deux seginents OT, 0T X , egaux entre eux et ä la 

demi-somme des segments UP et 01\ (je passe sur la demonstration 
geometrique qui est des plus simples). De la suit que la somme 
des deux secteurs elenientaires est 

2 OT- QQ'da, 

et la suppression du facteur 2 reviendra a faire varier la secante daus 
la meme e*tendue angulaire totale que precedemment. 




Mais le cercle decrit par le point T est homothetique par rapport 
au pole fixe du cercle decrit par le point U, milieu de la corde yQ' 

(Ts 

le rapport d'homothetie etant d'autre part OU • da est le chemin 

elementaire decrit par le point U perpendiculairement a la direction 

OPQQ'; en consequence QQ'-OC-da est l'aire elementaire balayee 

par le segment QQ\ et l'aire finie qu'il s'agissait d'evaluer est celle 

de l'aire trapezoido circulaire QQ\Q'iQ', multipliee par le coefficient de 

23« 
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re*duction ~- Par suite 1'aire totale de la quartique a pour ex- 



pression 



SB , 
OB **' 



g designant le rayon du cercle (B). 

La demonstration qui precede et le r&ultat obtenu ne sont vala- 
bles que dans le cas oü le pole fixe Ö e*tant exterieur au cercle (B) 
la quartique peut §tre consideree comrue la podaire d'une hyperbole 
ayant pour asymptotes les normales ä la quartique menees par les 
points de contact des tangentes issues du point 0, qui sont evidemment 
les tangentes au cercle (B) issues du meme point: Taxe transverse de 

lTiyperbole est parallele a la droite OSB et sa longueur est egale au 
diametre du cercle (B); la distance du pole fixe ä Taxe non-transverse 

est egal a SB. 

En outre il faut remarquer que l'evaluation de l'aire doit etre 
faite conformement aux principes poses par Gauss, l'aire exterieure 
infinie etant caracterisee par le coefficient eero et les aires comprises 
dans un contour ferme* affectees du coefficient relatif ± 1 selon qu'eües 
se trouvent d'un cöte ou de l'autre du contour suppose' parcouru dans 
un sens determine. 

Sous le benefice de ces deux observations on peut enoncer que: 

Le rapport de Vaire de la podaire de l'hyperbole ä l'aire du cercle 
decrit Sur l axe transverse comme diametre est le meme que le rapport 
des distances ä Taxe non-transverse du pole fixe et du foyer. 

J'avais indique ce resultat dans la Solution analytique que j'ai 
donnee de la question n° 2885 de V Intermediaire des Mathematicietis 
(Tome XII, 1905, p. 187); mais la demonstration geometrique exposee 
ici est bien plus directe et plus simple. 

L'aire des podaires d'ellipse donne lieu ä des considerations un 
peu differentes, mais qui sont generalement connues et sur lesquelles 
il serait superflu d'insister. 



Digitized by Google 



Clemens Schakkkm: Theorie zweier Beugungsverauche mit elektrischen Wellen. 349 



Theorie zweier Beugtmgsversuche mit elektrischen Wellen. 

Von Clemens Schaefek in Breslau. 

• 

In seinem bekannten Buche „Die Optik der elektrischen Schwin- 
gungen" hat Righi auf Seite 111 ff. zwei Beugungs versuche beschrieben, 
die infolge der dabei auftretenden Dimensionen mit Lichtwellen kaum 
anzustellen sind. 

Er läßt ebene elektrische Wellen von 10 cm Länge auf ein zylin- 
drisches Hindernis aus dielektrischem Material auffallen; der Radius des 
Zylinders beträgt 2 cm, die Achse desselben ist parallel der elektrischen 
Kraft. Hinter dem Zylinder steht in einiger Entfernung der Empfanger 
der elektrischen Wellen. Gemessen wird die Energie derselben, einmal 
bei freier Strahlung, d. h. wenn der Zylinder entfernt ist, ein zweites 
Mal, wenn er in der beschriebenen Weise in den Strahlen gang eingeführt 
worden ist. 

Man beobachtet dann regelmäßig eine Veränderung der Intensität 
der Strahlung. 

Aber es lassen sich zwei Fälle deutlich unterscheiden: 

1. Besteht der Zylinder aus Paraffin, Ebonit, Olivenöl, Benzin (letztere 
in dünnen Glasröhren), so wird durch Einschieben des Zylinders in 
den Strahlengang die Intensität gesteigert. 

2. Besteht dagegen der Zylinder aus Spiegelglas oder Alkohol, so tritt 
eine deutliche Abnahme der Intensität auf. 

Righi vermutet bereits ganz richtig, daß der Unterschied im Ver- 
halten der beiden Fälle durch den Unterschied im Reflexionsvermögen, 
d. h. durch den Unterschied der Dielektrizitätskonstanten hervorgebracht 
werde. Indessen wird sich zeigen, daß man mit leichter Mühe Fälle 
realisieren kann, wo Paraffin und ßpiegelglas sich vollkommen gleicJi- 
artig verhalten. Mit anderen Worten: Es wird sich zeigen, daß die 
Righische Beschreibung der Versuche nicht vollständig hinreichend ist. 

Aus diesen Gründen erschien es mir wichtig, die genaue Theorie 
der Erscheinung zu entwickeln. Vorarbeiten, allerdings ohne Bezug- 
nahme auf diese Righi sehen Versuche, liegen bereits vor von 
J. J. Thomson 1 ), W. Seitz 8 ), W. von Ignato wsky *), Lord 

Ii J. J. Thomson, Ree. researches in Electricity and Magnetism. p. 428. 

2) W. Seitz, Ann. d. Phys. 16, 747, 1905; 19, 554, 1906. 

3) W. von Ignato wsky, Ann. d. Phys. 18, 495, 1905. 
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Rayleigh 1 ), Ci Schaefer*). Ich schließe mich iii der Bezeichnung 
und der Darstellung an die überaus übersichtliche Abhandlung des Herrn 
Seitz an. 

Wir transformieren die Max well sehen Gleichungen für Isolatoren 

(1) .) ^-curl§, b) ^--ourid, 

wo ß die elektrische, $ die magnetische Kraft, £ die Dielektrizitäts- 
konstante, ft die Permeabilität, c die Lichtgeschwindigkeit bedeuten, 
zunächst auf Zylinderkoordinaten (r, <p, z), die mit den Cartesischen 
folgendermaßen zusammenhängen: 

X — r cos <p, y = r sin q>, z = z. 

Nennen wir die in die Koordinatenrichtungen fallenden Komponenten 
von @ und $ (S^ @ v , ® 4 resp. $) r , so lauten diese Gleichungen 

folgendermaßen: 8 ) 

^ c at " r Fr^W ~ r c<p> d > c dt ~ r rr^V + r 3?» 

(2) . h ) - 1 - e) * **' - - 1 ^ + 
' c dt r dq> es 1 ' c dt r c<p ^ dz ' 

s « ^ v _ rfr r _ „ a$ f _ _ a« r ae. 

C ^ e dt ™ < r ' f J c ?r ~ dz + ar ' 

Wir legen die Achse des Zylinders in die z- Achse; nach den Bedingungen 
des Versuches muß dann auch die elektrische Kraft der einfallenden 
Welle parallel der z- Achse sein. Dann werden, da der Zylinder als 
unendlich lang vorausgesetzt wird, @ und $ unabhängig von «; es 
treten ferner nach dem oben Gesagten die Komponenten (£,. und @ y 
überhaupt nicht auf. Somit vereinfachen sich die Gleichungen (2) in 
folgender Weise: 

. * a«, i 9 / « * i e* r 

^ cff< = r^r »• d<p ' 



(3) 



... ^ 

C) c rt = er • 



Dazu treten noch die Grenzbedingungen der Maxwellschen Theorie, die 
an der Oberfläche des Zylinders erfüllt sein müssen; dieselben sagen 
bekanntlich aus, daß die tangentialen Komponenten der elektrischen 

1) Lord Rayleigh, Scient. Papers I f>18ff. Cambridge 1899. 

I) Cl. Schaefer, Annalen der Phye. 23, 163, 1907. 

S) Vergl. z. B. A. Sommerfeld, Wied. Ann. 67, 237; 1899. 
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und magnetischen Kraft stetig sein müssen Bezeichnen wir die auf 
den Außen räum bezüglichen Größen durch den Index 1, die den Innen- 
raum betreffenden mit 2, so ist dementsprechend: 

(4) *) (6.), - (6,),, b) ($,\ - ($,),. 

Statt der letzteren Gleichung kann man, wie sich durch Differentiation 
nach t und Beachtung von (3 c) leicht ergibt, auch schreiben 



(4 c) 



Endlich tritt noch eine Bedingung hinzu, die aussagt, daß in unend- 
licher Entfernung von dem zylindrischen Hindernis (r = oc) die durch 
dasselbe hervorgebrachte Störung unmerklich klein geworden ist, d. h. 
daß wir in unendlicher Entfernung wieder eine reine ebene Welle haben. 

Nach nebenstehen- 
der Figur wollen wir 
uns denken, daß parallel 
der x -Achse, und zwar 
in Richtung der ab- 
nehmenden x f der ebene 
Wellenzug auffällt; dann 
ist zu setzen: 

(4d) («.V..-«"'""" 

2*», , k \ Kl' > je 

(ct + rooKp) 

= 6 

Durch Differentiation 
von (3 a) nach t und 

Einsetzen der Werte ^* und ^ aus (3 b) und (3 c) erhält man dann 
für <E t folgende Beziehung: 




ftichtung <l?f 
cinfnUr/idcn. Wdlvn, 



Da @ t die einzige Komponente der elektrischen Kraft ist, die vorkommt, 
so ist der Index z überflüssig und kann fortgelassen werden. Der 
Gleichung (p), die ganz allgemein gilt, sowohl für den Außen- als den 
Innenraum des Zylinders, hat die elektrische Kraft zu genügen. 

Um zu einer Integration der Gleichung (5) zu gelangen, ist zu 
beachten, daß wir einen rem periodischen Vorgang betrachten wollen, 
sodaß wir also 6 in der Form schreiben können: 



(6) 



(5 



nt 
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wo u unabhängig von t ist. Dann wird aus (5) durch Einsetzen dieses 
Wertes 

Für den Außenraum haben nun Dielektrizitätskonstante und Perme- 
abilität den Wert 1; im Innenraum dagegen ist e von 1 verschieden 
(s= ij } während die Permeabilität auch hier gleich 1, wie im Außen- 
raum ist. Der Faktor von u wird also 

im Außenraume: — " t =• — 4 .* — — k\, 
im Innenraume: p- = ;1 = — k\ . 

Entwickeln wir endlich u noch in eine Fouriersche Reihe, und zwar 
in eine Kosinusreihe, da für + <p derselbe Wert sich ergeben muß. wie 

X 

für — ip, so ist u =^ Q m cosmqp, und durch Einsetzen dieses Wertes 

o 

in (7) folgt die Gleichung: 

die nichts anderes ist, als die Besse Ische Differentialgleichung. 

Die Integrale derselben sind die Besseischen Funktionen erster 
und zweiter Art vom Argumente kr, die wir mit J m {kr) und QJkr) 
bezeichnen wollen. Statt Q m (kr) kann man auch eine Funktion K m (kr) 
als Besse Ische Funktiou zweiter Art bezeichnen, die mit Q m (kr) 
folgendermaßen zusammenhängt: 

0 = K — '*/ 



Die Funktionen I 0 und K 0 sind definiert durch folgende Reihen: 

(9) 7 0 (x) — 1 — . 2 . o + .tt 4 2 71 — * * " + 2 • 4 • • • Ü ■ 2 • 4 ~ii » 

(10) K 0 (x) = I 0 (x) {log l - 0,5772157 j - 2 { J f (*) - { I 4 («) + j ■••). 

Beide Funktionen gehorchen ferner gewissen Rekursionsformeln, die 
zur Berechnung der höheren Ordnungen dienen können, wenn die Funk- 
tionen Oter und lter Ordnung bekannt sind. Diese Formeln lauten 



(ii) 



b) 8»4(*) _*(/..,(») + 
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Genau ebensolche Beziehungen bestehen auch zwischen den einzelnen 
K m {x). Im folgenden vermerken wir noch einen Spezialfall von (IIa) 
für m — 0. Es ist nämlich: 

(12) i,( X )--h<x), £»- -je,(*> 

Hat man nun Tabellen von i 0 und I v resp. K 0 und K v so lassen sich 
dann mit Hilfe von (IIa) und (IIb) beliebig hohe Ordnungen berechnen. 
Solche Tabellen sind nun in der Tat vorhanden. 

Für J 0 und 7, gibt es 12stellige Tabellen von Meißel, die in 
dem bekannten Werke von Gray and Mathews über Besseische 
Funktionen als Tafel I abgedruckt sind. Sie gehen von einem Werte 
von x — 0,00 in Intervallen von 0,01 bis zum Werte x = 15,50. Für 
größere Werte von x kann man sich zur Berechnung von I 0 (x) und 
l x (x) der weiter unten angegebenen „asymptotischen" Darstellungen 
bedienen. 

Für K 0 und K x gibt es ebenfalls Tabellen, die von B. A. Smith 1 ) 
berechnet sind; ich verdanke ihre Kenntnis einer freundlichen Mitteilung 
von Herrn E. Jahnke. 

Diese Tabelle reicht von x = 0 mit einem Intervall von 0,01 bis 
x = 1; von da mit einem Intervall von 0,1 bis x =- 10,2; die Werte 
sind auf 4 Stellen berechnet. Für größere Werte von x bedient man 
sich zur Berechnung wieder der asymptotischen Darstellungen der 
Besseischen Funktionen. 

Für große Werte des Argumentes x gestatten die Funktionen 

J m (x) sowie Q m {x) — K m (x) — /„,(*) folgende asymptotische Ent- 
wicklung: 

(13) J.(*)-V'7, «» (*-" + « *-.*), 

d4) g m M - «.(*) _ — **».y£ 

Aus letzterer Formel folgt insbesondere: Q„(x) = i m Q„(x). Das all- 
gemeine Integral von (t<) läßt sieh daher in der Form darstellen: 

(15) «.J.(tr) + b,„{K„ar) - *? J.(*r)}. 

Bezeichnen wir den Wert k t r mit p lt (d. h. für den Außenraum), 



1) B. A. Smith, Philosophical Magazine, 5 Series, Ikl. 45, pag. 122; 1898 
mitgeteilt in einer Arbeit von J. H. Michell. 
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k^r mit jj s (Innenraum ), so ergibt sich nach (15) und (6) für den 
Außenraum : 

(16) C, - «"'^[»„/„(PÜ + a.{j£.( ft ) - 'f /„(*)}] eo. .»*>; 

0 

für den Innenraum: 

(17) g, - o"»J?D;4(ä) + «; jr m ( Pl) - ';/.(»))] o»» ••>. 

0 

Die Koeffizienten n mf b m , a' m , b' m sind durch die Grenzbedingungen (4a, 
4 c, 4d) zu bestimmen/ was in folgender Weise geschehen kann. 

Aus den asymptotischen Darstellungen geht hervor, daß im Un- 
endlichen der reellen Achse die Q m verschwinden. Für r = oo reduziert 
sich also nach Formel (4d) auf 

5, - * 9i yh m l m (p x ) cos m<r - V" ~ ♦ , 

d. h.: « 

0 

Wir haben also die Aufgabe vor uns, ^>» co «v nach Besseischen Funk- 
tionen zu entwickeln. Wir entnehmen das Resultat dem schon genannten 
Werke von Gray und Mathews auf S. 18, Formel 39 u. f.: 

X 

(18) c , >» OM v = JiCft) +^2^4^) cos my; d. h.: b 0 - 1; fc w - 2/"\ 

i 

Ferner läßt sich zeigen, daß die sämtlichen Koeffizienten a' m in Gleichung 
(17) verschwinden müssen; denn nach (10) wird für p t = 0, d. h. für 
r = 0 (in der Achse des Zylinders) K m (p s ) unendlich: um also die End- 
lichkeit der elektrischen Kräfte zu erhalten, müssen die a' m verschwinden. 

Wir haben also jetzt noch die übrig bleibenden Koeffizienten a m 
und b' m zu bestimmen. Dazu verhelfen uns die Bedingungen (4a, 4c); 
setzen wir den Radius des Zylinders = q, so werden diese Bedingungen 
erfüllt, indem man die zu jedem m gehörigen Werte gleich setzt. Also 
erhält man folgendes System von Gleichungen (*, resp. ,t s sind die 
Werte von p, und j>, für r = p): 

J 0 0O + «o { - v'oOi)) - Kk^), 

(19) | ^»W + a x {*.(*,) - '*/,(*,)) = bM*), 
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Dies sind 2m lineare Gleichungen mit 2m Unbekannten, die also 
gerade hinreichen, die letzteren zu bestimmen. Man erhält nach 
leichten Rechnungen: 

(21) ^^'^7^+«. 

Dabei ist für m = 0 der Faktor 2 auf der linken Seite zu unterdrücken-, 
eine ähnliche Gleichung erhält man für b'„ n doch interessiert uns im 
folgenden der Innenraum nicht. Wir erhalten also als endgültige Lösung: 

a) % - - yJ.(ft)) cos + e'*~f], 

b) (5, - e""^&, n /.(ft) cos mqp. 

Die Reihen sind in den uns interessierenden Fällen gut konvergent, 
so daß man sich auf ein paar Glieder derselben beschränken darf. 

Bei Messungen mit elektrischen Wellen mißt man nun stets den 

zeitlichen Mittelwert von den wir mit Q\ hezeichnen wollen. Bringt 
man @j in die Form: 

(23) g, - A cos nt + B sin nt, 

so ist 

(-'•*) e; - A ' + ** , 

dieser Ausdruck mißt die Strahlungsintensität. 

Wir sind jetzt soweit gelangt, daß wir zur Berechnung der kon- 
kreten Fälle übergehen können. Für Paraffin ist: £ =- 2; ferner nach 
<len Versuchsbedingungen von Righi: p = 2em; Z=10cm; also 



«, = ?** = 1,25; A a = 2 * = 0,628; 
^ = 2 7 T£ = 1,80; ^ 2 f« = l,56; 



£ =0,13888. 
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Wir können uns begnügen mit der Berechnung iler 3 ersten Koeffizienten 
a„, o„ da die folgenden sehr klein sind und keinen merklichen Beitrag 
zu den ersten Gliedern liefern können. Nach (21) ist 

Aus den Meißeischen Tabellen findet man: 

- 0,6460; /o(^) A (*,) = - 0,5106; 

/<>(*») = 0,3400; CM-'-JiM- -0,5816; '•(*.) 
Ferner aus den Smithschen Tabellen: 

#o - - 0,4042; A'o («J ^ (arj - - 0,9187. 

Setzt man diese Werte in die Gleichung für a 0 ein, so folgt als Resultat 

« 0 = 0,316 -0,284*. 

Genau ebenso verfahren wir bei der Berechnung von a v Nach (21) ist 

/; (*,) 



- 1,71. 



** I f* ^ — /Wir i 2 



A^iA l\( n, t)> ^li^i) 8m ^ bereits bekannt; -fi'0*j), ^i(*x) können 

vermittels der Rekursionsformeln (IIa und b) aus den schon gegebenen 
Daten berechnet werden; man findet: 

/; fo) = 0,2375 ; /; fo) - 0,0170 ; K[ («J - - 1,1392. 

Mit Hilfe dieser Angaben ergibt sich 

«,= 0,254 + 0,893 i. 

Zur Berechnung von a, findet man aus den schon berechneten Werteii 
mit Hilfe der Rekursionsformeln 

- 0,1710; ijfo) = 0,2370; 

W- 0,3061: /;(«,)» 0,2417; 

JT, (*,) = 1,8742; Ä,' (*,) - - 3,5730. 



Daraus folgt 



« s = - 0,014 + 0,00002/. 



Man sieht, daß der Koeffizient « 2 bereits erheblich kleiner ist, als der 
vorhergehende; würde bereits ganz einflußlos sein, und wir sind daher 
berechtigt, die Rechnung an dieser Stelle abzubrechen. 
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Genau ebenso gestaltet sich die Berechnung für Spiegelglas. Dafür 
ist € «— 6,25; ist ferner nach den Versuchen von Righi, wie vorher, 
Q = 2cm, A = 10em, also: 

1,25; *,-0,62S; 

dann findet man für Spiegelglas die 3 ersten Koeffizienten: 

«o = 0,016 -0,636*, 
ai = 0,910 + 0,575*, 
0» = - 0,146 + 0,017*. 

Wir können nun zur Berechnung von @* für beide Fälle über- 
gehen. Zunächst aber wollen wir zum Vergleich diesen Mittelwert für 
den Fall berechnen, daß wir freie Strahlung haben, d. h., daß der Zylinder 
gar nicht vorhanden ist. Dann ist (5 X = e , '<"'+p» 00, 9>. Begeben wir 
uns (8. Fig.) auf einen Punkt der negativen Abszissenachse (d. h. hinter 
<lie Stelle, wo sonst der Zylinder sich befindet), so ist <p = % zu setzen. 
Also ist @j = e*^ nt ~ p ^ oder, bei Beschränkung auf den reellen Teil: 

@! = cos (nt — p t ) =■ cos n t cos p x + sin nt sin^ . 

Daraus ergibt sich nach (23) und (24) die freie Strahlung: (§:* — y. 
Soll also unsere Theorie das Resultat der Righischen Beobachtungen 
ergeben, so müssen wir im Falle des Paraffin- Zylinders einen Wert 
erhalten, der größer ist als und im Falle des Spiegelglas - Zylinders 
einen Wert, der kleiner als £ ist. Das wird in der Tat der Fall sein. 

Bei Beschränkung auf die 3 ersten Glieder können wir nun nach 
(22a) schreiben: 

(25) « 1 -^ , -* + ^ , [« 0 ft(A)-Oift(A) + a i ft( A )], 

wobei Q^Pi) als Abkürzung von K(p l ) — gebraucht ist. Für 

große Werte von p v d. h. für große Entfernungen f des Beobachtungs- 
punktes von der Zylinderachse können wir die asymptotischen Werte 
benutzen, denen zufolge Q m (p,) = i'" Q 0 (pj ist. Setzen wir dies in 
(25) ein, so folgt: 

®, _ + [a 0 - a , i - o,l Q 0 (ft) : 

setzen wir hierin 

«--«. + ißm, 9. Cft) - - 
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so folgt, wenn wir uns auf die reellen Teile beschränken, 

®, = cos (nt - Pi ) +V* Pi \ A sin ( nt + + B 0 cos ( nt + t) } t 
wo zur Abkürzung: 

4,-«o + A ~« 2 , ^0 = ^0-«!-^, 
gesetzt ist. Ordnen wir diesen Wert, so erhalten wir 

(26) ©, = cos i? t £cos +|/ 2 y A sin ^ + 008 *J 

+ sin n/ ^ainp, +j/ 2 j>, A o cos ^ "Vap, ^° sin ' 
Nach (24) ist dann 

«!-*[{ co. A + j/^ A sin * +]/,*- B 0 cos 0 } ' 
+ { si"i>, + j/^ 4> cos * -]/,*- i? 0 sin * } J 
- l [l + ^ (4 + 2© + 2]/g .4 0 sin (ft + p) + 2]/g i* 0 C08(ft+ *)] 
oder, da 0 = jr/4 — p, ist, 

8f-i[l + 4, (4 + + 2]/ £ A, »i» */< + »V^i B « cos * /4 ] 
oder 

(27) (5J - 1 [l + 2 ; (AI + Bj) +|/^ ( A. + H)] . 

In diese Formel (27) haben wir nun unsere Werte von A^ p x ein- 
zusetzen. Die ersteren sind durch die Koeffizienten bereite festgelegt; 
dagegen wurde über p x bisher nur vorausgesetzt, daß es so groß sei, 
daß wir die asymptotischen Formeln der Besseischen Funktionen be- 

2 Tt T 

nutzen dürfen. Wir wollen r= 100 cm nehmen; dann ist p 1 = ^ =20*. 
Für Paraffin erhalten wir so 

A, + B 0 - 0,685 ; AI + B> - 1,785 . 
Daraus der Wert für 

i|- -;. i,i98 > -j, 

<*. h. nach Einschieben des Paraffin- Zylinders ist die Strahlung um eiua 
2(/°/ 0 verstärkt. 

Für Spiegelglas dagegen ergibt sich 

A 0 + B 0 - - 0,826 ; 4 + JB{ - 2,986 . 
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Daraus der Wert für 

<5* = i0,891<], 

d. h. nach Einbringen des Spiegelglas-Zylinders ist die Strahlung um etwa 
ii°/ 0 vermindert. 

Die Theorie bestätigt also die Richtigkeit des 11 ighi sehen Versuches. 

Es wäre indessen durchaus falsch, zu glauben, daß nun unter allen 
Umständen ein Paraffin-Zylinder den entgegengesetzten Effekt geben 
müsse, wie ein Spiegelglas-Zylinder. 

Vielmehr sieht man aus der theoretischen Darlegung, daß es 
außer auf die Dielektrizitätskonstante aueh noch auf das Verhältnis 
p /Zylinder- Radius\ , 
1 \ Wellenulnge / 

Würde man z. B. einen Spiegelglas-Zylinder von 0,1 cm Radius zu 
dem Versuche benutzen, so würde er eine Verstärkung liefern; ja sogar 
Wasser (£ = K1!) würde in zylindrischen Röhren von 0,1cm Radius 
noch verstärkend wirken. Würde man umgekehrt den Zylinder Radius 
erheblich größer wählen wie 2 cm bei derselben Wellenlänge, so würde 
man auch erzielen können, daß Stoffe mit kleiner Dielektrizitätskon- 
stante wie Paraffin seh (rächend wirken. 1 ) Diese Aussagen müssen zur 
Righischen Beschreibung seiner Versuche ergänzend hinzutreten. 

Breslau, im Oktober 1 1*07. 

Physikalisches Institut der Universität. 



Berichtigung. 

Von Clboom Schaefkh. 

Am Schlüsse meiner Arbeit: „Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der 
Thermodynamik" ') habe ich folgende Anmerkung gemacht. „Was die von mir 
gewählte Beweisform des 2 ton Hauptsatzes angeht, so habe ich mich mit 
Absicht so eng als möglich an Helmholtz, „Vorlesungen über die Theorie der 
Wärme" angeschlossen, um mich hier kürzer fassen zu können." Diese Notiz 
ist insofern unvollständig, als ich außer dem H elmhol tz sehen Texte auch 
Gedanken des Herausgebers, Herrn Prof. F. Richarz, verwertet habe, die 
als solche durch die Note „Anmerkung des Herausgebers" kenntlich sind. 
Doch bemerke ich zur Vermeidung von Mißverständnissen, daß sich das nicJit 
auf den Gedanken bezieht, den ich in jener Arbeit allein für mich in Anspruch 
nehme, nämlich auf die Ersetzung der thermodynamischen Daten eines idealen 
tiases durch die des absolut schwarzen Körpers. 

Breslau, den 11. November 1907. 

1) Cl. Schaefer, Ann. d. Pbys.. 23, 163; 1907. 
S) Dieses Archiv iSj 12, 40. 
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F. Flicks Physikalische Technik oder Anleitung zu Experiment^- 
vorträgen sowie sur SelbsthersteUung einfaoher Demonstration - 
apparate. 7. Auflage von Otto Lehmann. Braunschweig 1904, 
Vieweg & Sohn. 

Zurzeit liegen von dem genannten Werke die beiden Abteilungen des 
ersten Bandes vor. Die erste Abteilung beschäftigt sich allein mit der 
Ausrüstung eines physikalischen Institutes einschließlich allem Zubehör, an- 
gefangen vom Hörsaal bis zur Werkstatt und den Nebengelassen. Die 
zweite Abteilung, die in gleicher Weise wohl im nächsten Bande fortgesetzt 
werden soll, bildet die eigentliche Anleitung zur Ausführung physikalischer 
Demonstrationen und Experimente. Die erste Abteilung umfaßt 630 Druck- 
seiten, die zweite 1001 Druckseiten, so daß bis jetzt 1631 Druckseiten 
vorliegen. Bei dieser imposanten Ausdehnung des Werkes, das ursprünglich 
als einbändiges Werk von höchstens 800 Seiton erschienen war, ist es klar, 
welche Ausführlichkeit herrscht, und welche Menge von Arbeit und Mühe 
aufgewendet werden mußte, um den Stoff zu sichten und zu ordnen. Ob 
allerdings diese bis ins kleinste Detail gehende Ausführlichkeit den Haupt- 
zwecken des Buches nützend und förderlich ist, das mag füglich bezweifelt 
werden. Denn unter dieser Ausführlichkeit leidet die Übersicht, die für 
eine schnelle Orientierung des Lesers so wesentlich ist. Das Buch ist, wie 
in der Vorrede noch besonders hervorgehoben, hauptsächlich für den Lehrer 
an Mittelschulen geschrieben; es soll natürlich auch dem Dozenten an Hoch- 
schulen und auch dem Fabrikanten ein Leitfaden sein. Für den Mittel- 
schullehrer geht es wohl in allen Punkten weit über das Maß dessen hin- 
aus, was durch den vorgeschriebenen Lehrplan und mehr und zwingender 
noch durch die meist recht kärgliche pekuniäre Dotierung dieses Lehr- 
zweiges bedingt wird. Der Lehrer an Hochschulen hat wieder in langem 
Ausbildungsgange und durch steten Konnex mit der einschlägigen Fach- 
literatur Mittel und Wege an der Hand, seine Demonstrationen auf der 
Höhe zu halten, daß er dieser Ausführlichkeit billig entraten kann. Was 
nun endlich den Fabrikanten betrifft, so sind da zwei Fälle scbarf zu unter- 
scheiden. Erstens solche Fabrikanten, die selbst Lehrmittel herstellen, und 
zweitens solche, die Lehrapparate als Hilfsmittel in ihrer Fabrikation 
brauchen. Die ersten unterrichten sich gewöhnlich selbst durch Bezug von 
Preislisten ihrer Konkurrenten über deren Leistungen, denn das verlangt ihr 
Geschäft. Die zweiten endlich werden aus dem Werk manchen Nutzen 
ziehen, wenn sie für irgendeinen Zweck Apparate brauchen. Allein nach 
meiner Kenntnis moderner Fabrikationsleitung dürfte dem Buch aus deren 
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Kreis kein besonderes Interesse entgegengebracht werden; denn sie verfügt 
im allgemeinen über weitgebende Informationsmöglichkeiten, die meist ein- 
facher und schneller zum Ziele führen. 

Die erste Abteilung ist mit 2013, die zweite Abteilung mit 1905 Holz- 
schnitten ausgestattet. Bei dieser außerordentlichen Reichhaltigkeit an Ab- 
bildungen, die zum großen Teil den Katalogen bekannter Lehrmittel- 
fabrikanten und Händler entstammen, ist es natürlich nicht merkwürdig, 
dasselbe Bild zweimal an verschiedenen Stellen vorzufinden. Durch diese 
ungeheure Reichhaltigkeit an Abbildungen erhält das ganze Werk einen 
eigenartigen Charakter, der ihm eine gewisse Ähnlichkeit mit einer Preis- 
liste und dazu geschriebenem Text verleiht. Man kann sich manchmal 
des Eindruckes nicht erwehren, daß der Text ein wenig zuliebe der Ab- 
bildungen und nicht, wie es eigentlich umgekehrt sein sollte, die Abbil- 
dungen zum Text eingefügt sind. Außerdem besteht durch diese vielen 
Abbildungen eine gewisse Gefahr für das Buch; denn, wie schon gesagt, 
der größte Teil der Abbildungen muß den» Katalogen von Lehrmittel- 
fabrikanten und Händlern entnommen werden, weil es ganz undenkbar 
wäre, daß ein Verlag die enormen Kosten für die zahlreichen Bilder tragen 
sollte. Infolgedessen ist der Autor, wenn vielleicht auch unwissentlich und 
unabsichtlich, gezwungen, an den beschriebenen Apparaten entweder gar 
keine oder eine lobende Kritik zu üben; denn tut er das nicht, so könnte 
es dem Vorlage passieren, daß der verstimmte Besitzer der Holzschnitte 
dem Verlage sein Material nicht zur Verfügung stellt, was sofort eine große 
Reduktion des Umfanges des Werkes zur Folge haben würde. 

Die Industrie, die sich mit der Herstellung von Lehrmittelapparaten 
zurzeit beschäftigt, hat sich gerade in den letzten Jahren außerordentlich 
vergrößert, weil der Bedarf an Apparaten eigentlich immer in ständigem 
Wachsen begriffen ist, und ich persönlich kann mich des Eindruckes nicht 
erwehren, daß viel zu viel Lehrapparate hergestellt werden. Jeder, der 
Demonstrationsvorlesungen zu halten hat, macht gern kleine Veränderungen 
an seinen Apparaten, und aus den kleinen Veränderungen, die in irgend- 
welchen wissenschaftlichen Zeitschriften beschrieben werden, gehen dann 
wieder neue selbständige Apparate hervor. Dazu gibt es noch eine ganze 
Reihe älterer typischer Apparate, die aus historischer Pietät weiter ange- 
fertigt und verkauft werden, obwohl sie eigentlich eine rechte Existenz- 
berechtigung nicht mehr haben. Man kann auch nicht gerade behaupten, 
daß die neuen Konstruktionen immer Verbesserungen sind. Dazu kommt 
die Preisfrage für solche Apparate, und alles das hat dazu geführt, daß der 
physikalische Demonstrationsapparat ein Ding geworden ist, das von den 
sonstigen Erzeugnissen der Technik in allen Punkten, aber nie zu seinem 
Vorteil abweicht, deshalb wäre es eine allerdings schwierige, aber meines 
Erachtens sehr lohnende Aufgabe, wenn der Herr Verfasser bei der Aus- 
wahl des Materials etwas mehr sieben«! zu Werke gehen würde und 
Bauarten von Apparaten, die seiner Ansicht nach ihrem Zweck nicht gut 
entsprechen, entweder fortließe oder aber auch ihre Fehler anführte. 

Als ein Beispiel nenne ich die Projektionslaterne von Dubosq, eine 
Ausführung, die nur ein Notbehelf war, um sich den damaligen Bogenlicht- 
lampen anzupassen. Ebenso überflüssig ist natürlich die genaue Beschreibung 
der altertümlichen Regulatoren mit komplizierten Uhrwerken. Heute werden 

Archir der Mathematik und Phyiik. m. Reihe. XII. 24 
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zu Projektionszwecken fast ausschließlich neben ganz einfachen Handregula- 
toren Nebenschluß- oder Differentiallampen gebraucht. Und gerade hier 
müßte ein Handbuch wie das vorliegende eingreifen, um dem unkundigen 
Leser als Führer zu dienen; denn der Projektionsapparat ist ein unentbehr- 
licher Faktor im modernen Unterricht, der so vollendet wie möglich ein- 
gerichtet sein sollte. Und dazu gehört vor allem die geeignete Einrichtung 
der Lampe. Alle alten Uhrwerkregulatoren regulieren auf konstante Strom- 
stärke. Die modernen regulieren entweder auf konstante Spannung oder 
aber auf konstantes Verhältnis zwischen Strom und Spannung. Die alten 
Lampen sind hervorgegangen und angepaßt den früher üblichen Stromver- 
hältnissen für Bogenlichtbeleuchtung. Diese dürften den Leserkreisen dieses 
Buches wenig geläufig sein. Während man heute von den Elektrizitäts- 
werken Strom konstanter Spannung geliefert erhält und daran nach Be- 
lieben Bogenlampen, Glühlampen und Motore anschließt, kannte man früher 
nur eine elektrische Beleuchtungsart, und das war Bogenlicht. Man schaltete 
dabei alle Bogenlampen in Reihe, kümmerte sich um die Konstanz der er- 
zeugten Spannung überhaupt nicht, wenn sie nur hoch genug war, sondern 
hielt die Stromstärke der Maschine genau konstant. Dazu baute man be- 
sondere Maschinen, wie die Thomson -Hnston- und Brush - Maschinen. AU 
dann dio Glühlampe in die Erscheinung trat, verließ man den hoch- 
gespannten Gleichstrom, um die Parallelschaltung der Lampen zu ermög- 
lichen, und paßte die Stromspannung den Glühlampen an. Damit wurde 
es nun aber notwendig, den Bogenlampen veränderte Keguliermechanismen 
zu geben, wenn man überhaupt zwei oder mehrere davon in Reihe schalten 
wollte. Es erfand dann Hefner- Alteneck das Differentialsystem, Pieper 
die Nebenschlußregulierung. 

Das ist der tatsächliche Hergang. Es wäre ja nun sehr wünschens- 
wert, wenn dem hier ein wenig Rechnung getragen wäre, anstatt daß alle 
Lampensystenie, ohne auf ihre größere oder geringere Brauchbarkeit einzu- 
gehen, bunt durcheinander aufgeführt wären. 

Zunächst finden wir Handregulatoren, dabei beschrieben die alte Laterne 
von Dubosq. Daß gerade diese Laterne für die beschriebenen Hand- 
regulatoren ganz unzweckmäßig ist, davon findet sich leider nichts. Dann 
kommen zwei Differentiallampen, jetzt eine Nebenschlußlampe. Und nun 
erst die alten Hauptstrom-Kontaktlampen. Endlich wieder eine Differential- 
lampe und die Lampe von Rühlmaun. Die letzte ist wohl überflüssig 
und würde gut durch Nernstsche Projektionsbrenner, denen einige Auf- 
merksamkeit zu widmen wäre, zu ersetzen sein. Wird dieselbe Lampe, wie 
dies meist geschieht, außer zu Projektionszwecken auch noch zu Spektral- 
arbeiten benützt, so ist fraglos eine Regulierung auf Stromstärke am besten, 
wenn die Lampe selbst eine Einrichtung zur Einstellung besitzt. In Ver- 
bindung mit einem veränderlichen Vorschaltwiderstand kann dann der Ge- 
übte alles nur Wünschenswerte mit der Lampe erreichen. Am unzweck- 
mäßigsten sind in jedem Falle Differentiallampen. Jede geringste Änderung 
der Stromstärke verändert die Lichtbogenlänge außerordentlich, während der 
Kohlenabstand unabhängig von der Stromstärke veränderlich sein soll. Ein 
Regulierwiderstand im Nebenschlußkreise würde diesen Mangel einfach be- 
heben. Doch gibt es solche Lampen nicht, trotzdem die sonst beste Lampe 
auch für Projektionszwecke die besten Dienste leisten würde. Die Neben - 
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schlußlampe besitzt immer Regulierung am Elektromagneten, sie ist infolge- 
dessen, trotz der anderen Ansicht des Verfassers, zu Projektionszwecken 
recht geeignet. 

Alles das hätte schön in etwas ausführlicherer Form in das Werk 
lüneingepaßt , damit der nicht so erfahrene Leser sich eine Kritik bilden 
und der Fabrikant solcher Apparate einen Weg findet, auf dem er ver- 
bessernd vorwärtsgehen kann. Ich habe hier nur ein Beispiel anführen 
wollen, wie ich mir ein solches Werk ausgestattet dächte. Das, was ich 
hier von den Projektionslampen gesagt habe, läßt sich leider auf manche 
anderen Gebiete ebenso anwenden, wo ich die einfache Beschreibung ohne 
gleichzeitige Kritik auch für ungenügend halte. 

Andrerseits ist es wieder gar nicht genug anzuerkennen, daß sich der 
Verfasser der unendlichen Mühe unterzogeu hat, ein altbekanntes und mit 
Recht außerordentlich beliebtes Werk, das in seiner Anlage zwar seinerzeit 
musterhaft war, aber bei dem rapiden Fortschritt der Technik natürlich 
schnell veralten mußte, von Grund aus umzuarbeiten und daraus ein eigent- 
lich vollkommen neues Werk, neuen erhöhten Ansprüchen genügend, zu 
schaffen. Erwägt man dabei die außerordentliche Schwierigkeit der sich 
stets wiederholenden Frage: „Was ist zur Aufnahme und Besprechung ge- 
eignet, was nicht?", so kann man sich einen ungefähren Begriff davon 
machen, welche Fülle von Kenntnissen auf allen möglichen Gebieten, weicht; 
langwierigen Studien zerstreuter Literaturerzeugnisse allein schon notwendig 
sind, ehe ein Autor überhaupt nur an die Schaffung solch eines Werkes 
denken darf. Und schließlich ist diese Riesenarbeit am Ende recht un- 
dankbar. Denn wie leicht ist es möglich, daß der Anfang des Werkes zu 
einem Zeitpunkt schon nicht mehr ganz aktuell ist, wo das Ende des 
Werkes noch nicht erschienen ist. Da auch der Verleger seinerseits es an 
nichts hat fehlen lassen, was geeignet und notwendig ist, dem Buche ein 
ansprechendes Gewand zu geben, so ist der Wunsch wohl berechtigt, daß 
die Arbeit und Mühe beider durch ein reges Interesse an dem Werk seinen 
verdienten Lohn finden möge. 

Berlin. ~ — Haus Boas. 

J. Horn, Gewöhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. 

Sammlung Schubert Nr. 50. Leipzig 1905, Göschen. 

Das vorliegende Werk unterscheidet sich von dem in derselben Samm- 
lung erschienenen des Herrn Schlesinger dadurch, daß nicht, wie bei 
diesem, die Begriffsbildungen und Probleme der Fuchs sehen Theorie im 
Mittelpunkte stehen, wenngleich sie in den Grundzügen behandelt werden. 
Wenn dadurch das vorliegende Werk einer einheitlichen Methode entbehrt, 
so gewinnt es doch größere Freiheit und besonders die Möglichkeit, die für 
die Anwendungen interessanten Fragen aus der Theorie der Differential- 
gleichungen, besonders die nach der asymptotischen Darstellung der Integrale, 
nach der Existenz periodischer Lösungen, nach der Gestalt der die reellen 
Integrale darstellenden Kurven eingehend zu behandeln. Das Werk ist 
überhaupt mit Erfolg bestrebt, den Leser mit allen wichtigen Untersuchungs- 
richtungen bekannt zu machen und überall zum neusten Standpunkte der 
wissenschaftlichen Entwicklungen hinaufzuführen. Der Verfasser mußte für ein 
solches Unternehmen durch seine vielfachen höchst erfolgreichen Uuter- 

24* 
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suchungen über Differentialgleichungen besonders befähigt erscheinen und 
hat in der Tat ein Werk geliefert, das der wissenschaftlich arbeitende 
Mathematiker mit Dank aufnehmen wird. 

Das Werk beginnt mit den beiden üblichen Beweisen für die Existenz 
der Integrale beliebiger Systeme von simultanen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen, dem auf Cauchys methode des Limites beruhenden und dem, 
der die Integrale durch sukzessive fortschreitende Approximation herstellt. 
Für viele Zwecke brauchbar sind die an die Existenzbeweise geknüpften 
Untersuchungen über die Abhängigkeit der Integrale von den Anfangswerten 
und von Parametern, die in den Differentialgleichungen auftreten. Es folgt 
ein Kapitel über die Grundlagen der Theorie der linearen, homogenen und 
kompletten Differentialgleichungen bei komplexen Werten des Arguments, 
und ein algebraisches Kapitel über die Theorie der linearen Substitutionen 
in Verbindung mit den Haupteigenschaften der Elementarteiler, die dazu 
benutzt werden, eine jede lineare Substitution auf die bekannte kanonische 
Form zu bringen, bei der sie sich aus Gleichungsgruppen von der Form 

Y, = wy t , Y, - wy, Y m - tcy^ + Vft _ x 

zusammensetzt. Ein weiteres einleitendes Kapitel behandelt die linearen 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und untersucht als Bei- 
spiel die kleinen Schwingungen eines dynamischen Systems mit und ohne 
Dämpfung. 

Die nächsten Abschnitte leiten zu höheren Fragen über; sie enthalten 
im wesentlichen die Grundlagen der Fuchsschen Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. Die lineare Substitution, die ein Integralsystem 
beim Umgang um einen singulären Punkt erleidet, wird untersucht; die 
singulären Stellen der Bestimmtheit sowie die Fuchs sehe Klasse von 
Gleichungen werden gekennzeichnet und erörtert. Zur Anwendung dieser 
Theorie werden neben den allgemein bekannten dem Leser eine Anzahl 
neuer und interessanter Beispiele empfohlen. 

Mit besonderem Interesse wenden wir uns zum siebenten, die asymp- 
totische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen in der 
Umgebung von Stellen der Unbestimmtheit, behandelnden Kapitel. Der 
Gegenstand ist für die Anwendungen in der mathematischen Physik, für 
die numerische Berechnung und für das Studium des Verlaufs der reellen 
Integrale sehr wichtig und in den letzten Jahren vielfältig gefördert, be- 
sonders auch vom Verfasser unseres Werks; die ersten Anregungen ver- 
dankt man Herrn Thome, der die nach ihm benannten Normalreihen ent- 
deckte, und Herrn Poincare, der genau definierte, was unter der asymptotischen 
Darstellung durch eine divergente Reihe zu verstehen sei. In der vor- 
liegenden Darstellung wird wesentlich ein Differentialgleichungssystem benutzt, 
in dem komplexe Konstanten vorkommen, die Variable aber reelle Werte 
durchläuft: das ist auch sachgemäß, da bei der asymptotischen Darstellung 
in der komplexen Umgebung einer singulären Stelle die den verschiedenen 
Annähemngsrichtungen entsprechenden Darstellungen nicht immer zu einer 
einheitlichen zusammengefaßt werden können. Auf S. 205 wird ein Fall 
hervorgehoben, für den die durchgeführten Entwicklungen versagen, der- 
jenige nämlich, in welchem oo die singulare Stelle ist, und das betrachtete 
Integral auf der reellen Achse unzählige Nullstellen besitzt, also sich 
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etwa wie sin x verhält. Dieser Fall ist in den Anwendungen so ziem- 
lich der wichtigste; es wäre deshalb erwünscht gewesen, wenn nicht nur 
auf die Literatur verwiesen, sondern die nötige Ergänzung der Theorie 
wirklich gegeben wäre, etwa auf Grund der im 4. Bande dieser Zeitschrift 
abgedruckten Abhandlung von Herrn Horn selbst. Ferner wäre es an 
dieser Stelle vielleicht angebracht gewesen, auf die neuen wichtigen 
Arbeiten von Herrn Dini in den Annali di matematica zu verweisen, 
die, auf sukzessive fortschreitender Approximation beruhend, allgemeine 
und zur Diskussion geeignete Formeln zur Darstellung der Integrale in der 
Nähe der Unbestimmtheitsstellen ergeben. 

Doch es wird Zeit, den reichen Inhalt unseres Werks weiter zu durch- 
mustern. Wir finden einen Abschnitt über die Anwendungen unendlicher 
Determinanten und in ihm ein für die mathematische Physik und Astronomie 
wichtiges Beispiel, die Gleichung 

i) " + (a + b cos 2x) y — 0; 

endlich als letztes, den linearen Differentialgleichungen gewidmetes Kapitel 
das über Gleichungen mit periodischen Koeffizienten, in dem die Lame sehe 
Gleichung kurz betrachtet wird. 

In eine andere Welt von Begriffen, die Eulersche und Jaco bische, 
führt der Abschnitt über elementare Integrationsmethoden und Multiplikatoren; 
zu modernen Gegenständen kehren wir im elften Abschnitt zurück, der die 
für die Himmelsmechanik, wie für die analytische Mechanik überhaupt 
wichtigen Fragen nach den von Herrn Poincare herrührenden Methoden 
erörtert. Der Einfluß desselben Forschers macht sich auch in dem Kapitel 
über die Singularitäten geltend; in ihm werden besonders die Formen der 
Lösungen simultaner Systeme in der Nähe solcher singulärer Stellen unter- 
sucht, wie sie bei den dynamischen Differentialgleichungen durch die Gleich- 
gewichtslagen des bewegten Systems geliefert werden; man erhält so Sätze, die 
für das Studium der kleinen Schwingungen in höherer Annäherung, sowie für die 
Theorie der asymptotischen Bewegungen an labile Gleichgewichtslagen heran 
zu verwerten sind. Daneben werden eingehend gewisse Singularitäten der 
reellen Lösungen von Differentialgleichungen erster Ordnung mit einer ein- 
zigen Unbekannten behandelt. Endlich erwähnen wir nur die Überschriften 
der letzten beiden Kapitel: Singuläre Lösungen ; Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit eindeutigem Integral. 

Man sieht, unser Werk bringt vieles und wird deshalb manchem etwas 
bringen. Wir bezweifeln nicht, daß es binnen kurzem ein unentbehrliches 
Hilfsmittel der wissenschaftlichen Arbeit sein wird, vor allem für diejenigen 
Mathematiker, die die Fragen der mathematischen Physik, der allgemeinen 
Dynamik und der Himmelsmechanik mit allen Mitteln der modernen Analysis 
bearbeiten wollen. 

Breslau. A. Kneser. 

£. Grimsehl, Ausgewählte physikalische Schülerübungen. 42 S. 

Leipzig 1906, B. G. Teubner. Preis gebunden 80 \. 

Wiewohl für die physikalischen Schülerübungen, die von Jahr zu Jahr 
immer weitere Verbreitung finden, bereits eine Anzahl von Aufgabensamm- 
lungen vorliegt, kommt die vorliegende kleine Auswahl doch einem Bedürf- 
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nisse entgegen. Es sind lauter Aufgaben, die mit billigen Apparaten lösbar 
sind, welche der Lehrer oder ein geschickter Schüler selbst herstellen kann. 
Trotzdem sind die Resultate doch von befriedigender Genauigkeit. Der 
Referent hat sich einige der Apparate hergestellt und die Aufgaben, die er 
von Schülern hat ausführen lassen, für recht geeignet gefunden. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Lippmann, Die absolute Wahrheit der Euklidischen Geometrie. Eine 
kritische Untersuchung der Grundlagen der Euklidischen Geometrie. Be- 
weise für die Wahrheit der Axiome und Postulate, insbesondere für die 
des Parallelenaxioms (V. Postulat Euklids). 68 S. Leipzig 1906, Rudolf 
Gerstäcker. Preis 3,60 JC. 

Der Verfasser, welcher den größten Denkern Fehler vorwirft, begeht, 
indem er die Unmöglichkeit der nichteuklidischen Geometrie demonstrieren 
will, selbst die ärgsten logischen Schnitzer. Für das Verständnis Kants, 
den er bekämpft, fehlt ihm das Organ. Es verlohnt sich nicht, im ein- 
zelnen auf diese unkritische Kritik einzugehen; das Buch ist zum Glück 
schon durch seinen hohen Preis gegen Verbreitung geschützt. 

Charlottcnburg. H. Samtek, 



Bronzin, Lehrbuch der politischen Arithmetik zum Gebrauohe an 
höheren Handelsschulen (Handelsakademien) sowie zum Selbst- 
unterricht. IV u. 172 S. Wien und Leipzig 1906, Franz Deuticke. 
Preis gebunden 3 K. . 

Dieses Buch steckt sich ungefähr dieselben Ziele, ist aber nicht so 
elementar gehalten wie das bekannte Buch von Cantor. Es beginnt mit 
der Zinseszinsrochnung und schließt den ersten Abschnitt mit der Berech- 
nung von Tilgungsplänen, Anlehenskursen und -konvertierungen. Der zweite 
mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung beginnende Teil setzt die Kenntnis der 
Kombinationslehre voraus und behandelt dann die einfache und die auf zwei 
verbundene Leben lautende Lebensversicherung. 

Es zeichnet sich durch klare und scharfe Sprache aus. Bei jedem 
Abschnitte ist eine Anzahl von Beispielen durchgerechnet, während eine 
Sammlung von geschickt gewählten ungelösten Aufgaben als Anhang bei- 
gegeben ist, die sowohl im Schul- wie im Selbstunterrichte, dem das Buch 
im Deutschen Reiche wohl hauptsächlich wird dienen müssen, da wir nach 
Art der österreichischen Handelsakademien eingerichtete Anstalten noch 
nicht haben, sich sehr nützlich erweisen werden. Eine Anzahl Tabellen — 
die gleich dem Texte korrekt sind — wird die Rechnungen erleichtern. 

Charlottenburg. H. Samter. 



John und Nachsse, Lehrbuch der Chemie für höhere Lehranstalten. 

Kleine Ausgabe. VIII u 334 S. Leipzig und Berlin 1906, B. G. Teubner. 
Preis 3 M. 

Daß dieses Buch ein aus dem praktischen Unterrichte hervorgegangenes 
ist, gibt sich auf jeder Seite zu erkennen. Der erste Abschnitt, der als 
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Einführung in die Chemie dienen soll, ist methodisch angelegt, die folgen- 
den Teile sind mehr systematisch gehalten. Doch ist im dritten Teile, der 
organischen Chemie, aus dem reichen Materiale nur eine Auswahl von 
wenigen, besonders ins praktische Leben hineinspielenden chemischen Vor- 
gängen ausgesucht und — was von den auch mit biologischem Unterrichte 
betrauten Fachgenossen freudig begrüßt werden wird — dem Assimilations- 
prozeß der Pflanzen und dem Stoffwechsel von Menschen und Tieren je ein 
besonderer Abschnitt gewidmet. Durch den vierten Teil, der ausgewählte 
Kapitel der chemischen Technologie behandelt, der aber im Unterrichte 
sicher mit den theoretischen Teilen zugleich verarbeitet werden wird, soll 
und wird dem un sich trockenen Stoffe Leben eingeflößt, die Wichtigkeit 
der chemischen Praxis im wirtschaftlichen Leben der Völker den Schülern 
nahe gebracht. Die neueren wissenschaftlichen Untersuchungen, insbesondere 
die elektrochemischen, sind wenigstens kurz gestreift. Das Buch wird in 
der Hand der Schüler sich bewähren und auch manchem Kollegen z. B. mit 
Bezug auf pflanzenphysiologische Versuche Anregung geben. 

Charlottenburg. H. Samtek. 



H. Müller, J. Fiat Ii. Lohrbuch der Mathematik zur Vorbereitung auf 
die Mittelschullehrer- Prüfung und auf das Abiturientenexamen 
am Realgymnasium. 8°. VIII u. 236 S. Leipzig und Berlin 1906, 
ß. G. Teubner. geb. 4,00 Jt. 

Kamiii \ - Kot der, Trigonometrie. Ausgabe A: Für Gymnasien. Lehr- 
aufgabe der Ober-Sekunda und der Prima. Unter Voranstellung der plani- 
metrischen Lehraufgabe der Ober-Sekunda. Fünfte Auflage. 8°. 175 S. 
Breslau 1906, F. Hirt. geb. 2,00 Jt Ausgabe B: Für Realgymnasien 
und Oberrealschulen. Sechste Auflage. 189 S. geb. 2,00 Jt 

Im Gegensatz zu Büchern, die wie das von Mehler die Hauptsätze der 
Elementarmathematik schlechtweg darstellen, werden in neuerer Zeit aus 
mathematischen Elementarbüchern bei immer weiter gehender Spezialisierung 
der Ausgaben „Unterrichtswerke". Die Herausgeber wollen nicht bloß die 
Hauptresultate geben, sondern mehr ins einzelne gehen und auch die me- 
thodische Darbietung und Verarbeitung berücksichtigen; sie treffen, um Um- 
fang und Preis des Buches nicht zu sehr anwachsen zu lassen, Auswahlen, 
die bei Mehler. soweit sie erforderlich sind, dem Benutzer überlassen 
bleiben. Wenn man für den Unterricht größere Bewegungsfreiheit für er- 
sprießlich erachtet, so dürfte weitgehende Spezialisierung der Lehrbücher 
keinen Vorzug derselben darstellen, und manche Sonderausgaben an sich vor- 
züglicher Bücher erscheinen so entbehrlich. 

Im Vorwort der Bai tin-Mai waldschen Seminarausgabe des H. Müller- 
schen Lehrbuches wird auf S. 4 besonders darauf „aufmerksam gemacht", 
,,daß die Oberstufe, Ausgabe B des Müllerschen Lehrbuches den gesamten 
für die Mittelschullehrerprüfung erforderlichen mathematischen Lehrstoff in 
natürlicher Fortsetzung des vorliegenden Baltin- Mai wald -Müllerschen 
Lehrbuches enthält." Im Gegensatz hierzu sagt J. Plath im Vorwort zu 
seiner neuen Ausgabe von Müllers Lehrbuch inbezug auf die Erwerbung 
der Befähigung zum Unterrichten in der Mathematik an Mittelschulen und 
höheren Mädchenschulen: „Bisher fehlte ein Lehrbuch, an dessen Hand diese 
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Ziele mit Sicherheit erreicht werden konnten." Ref. möchte der älteren 
Ansicht, nach der sich die Neuausgabe erübrigt hatte, zustimmen. Im einzelnen 
ist neu bei Müller- Plath: die wenig glückliche erste Vergleichung, einiges 
in der Darstellung, so bei den Lehrsätzen des Menelaus und Ceva, bei 
«ler Berührungsaufgabe des Apollonius und beim Additionstheorem, die Ein- 
fuhrung des Differentialquotienten und die Angabe der Themata zu häus- 
lichen mathematischen Prüfungsarbeiten für die Mittelschullehrerprüfung. Von 
dem, was für das Abiturientenexamen am Realgymnasium zu fordern ist, fehlt 
die darstellende Geometrie, dagegen sind alle für das Mittelschullehrercxamen 
genannten Stoffgebiete behandelt. Zu wünschen bleibt, daß die Prüflinge 
für eine solche Lehrerprüfung sich überhaupt nicht auf das Studium eines 
einzelnen Lehrbuches beschränken. 

Die zweiten oben angezeigten Neuausgaben sind die von Kambly- 
Roeders Trigonometrie. Es liegen jetzt zwei Sonderausgaben vor. Aus- 
gabe B entspricht dem bisherigen ungeteilten Buche. In die Ausgabe A 
sind den Bedürfnissen der humanistischen Gymnasien entsprechend, wie sie 
die Lehrpläne von 1901 bedingen, die Anfangsgründe der Trigonometrie 
aufgenommen (§31 — 38). Die gleichzeitige Verkürzung des planimetrischen 
Pensums dieser Ausgabe durch Fortlassung der Abschnitte über Pol und 
Polare, Kreispoteuzen und Ähnlichkeitspunkte wird bei besonders günstigen 
Verhältnissen an humanistischen Gymnasien bedauert werden. Da die wenigen 
Seiten über die trigonometrischen Anfangsgründe (S. 5"> — 65) einer einheit- 
lichen Ausgabe wohl noch hätten hinzugefügt werden können, so hätte Ref. 
die Beibehaltung einer so eingerichteten ungeteilten Ausgabe für empfehlens- 
werter gehalten. 

Gera. E. Killkich. 

K. Schwerin^, Arithmetik und Algebra für höhere Loh rannt alten. 

Dritte verbesserte Auflage. 8°. VIII u. 88 S. Freiburg 1. B. 1906, 
Herder, geb. 1,40 JC. 
E. Wrobel, Übungsbuch sur Arithmetik und Algebra, enthaltend 
die Formeln, Lehrsätze und Auflösungsmethoden in systematischer 
Anordnung und eine große Anzahl von Fragen und Aufgaben. 
Zum Gebrauche an Gymnasien, Realgymnasien und andern höheren Lehr- 
anstalten. I. Teil. Pensum der Tertia und Untersekunda. Elfte, durch- 
gesehene Doppelauflage. XII u. 320 S. IL Teil. Pensum der Ober- 
sekunda und Prima des Gymnasiums. Sechste Auflage. IV u. 164 8 
Anhang, für höhere realistische Lehranstalten (Realgymnasien, Oberreal- 
schulen usw.). Vierte Auflage. 8°. IV u. 71 S. Rostock 1906, Hermann 
Koch. 3,30 Ji (geb.), 1,60 A (geb.) und 1,00 JL (kart.j. 

K. Wrobel, Leitfaden der Stereometrie nebst einer großen Anzahl 
von Übungsaufgaben. Zum Gebrauche an höheren Lehranstalten. 
Dritte verbesserte und vermehrte Auflage. 8°. IV u. 106 S. Rostock 
1906, Hermann Koch. geb. 2,00 JC. 

Frühere Auflagen der angezeigten Bücher wurden im Archiv 1901 S. 190 T 
1890 L. B. XXXV S. 32, Archiv 1901 S. 188 und 1886 L. B. XIII S. 9 
besprochen. Die Neuauflagen tragen noch zur Erhöhung der Verwendbar- 
keit der gern benutzten Bücher bei. 

In Schwerings Arithmetik und Algebra ist der Druck an vielen 
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Stellen übersichtlicher geworden, außerdem wurden mit Rücksieht auf die 
Lehrpläne von 1901 je ein Abschnitt über Verhältnisgleichungen, über Kom- 
binationen und über Wahrscheinlichkeit hinzugefügt. In den letzten beiden 
neuen Abschnitten läßt sich einiges noch durchsichtiger gestalten. 

Von Wrobels Übungsbuch bietet der in den früheren Referaten noch 
nicht erwähnte Anhang für die auf realistischen höheren Lehranstalten zu 
behandelnden Reihen, die kubischen Gleichungen und die Maxima und Minima 
eine recht brauchbare Ergänzung des zweiten Teiles. Auch den Gleichungen 
4. Grades ist ein Paragraph gewidmet. 

Der Leitfaden der Stereometrie hat durch Neuzeichnung der Figuren 
gewonnen. Die frühere Darstellung durch weiße Linien auf schwarzem 
Grunde wurde aufgegeben zugunsten der empfehlenswerteren durch schwarze 
Linien auf weißem Grunde. Zugleich wurden verschiedentlich Verbesserungen 
an den Figuren vorgenommen. Es finden sich freilich auch noch jetzt nicht 
einwandsfreie Figuren, so Fig. 75 und 76. Neu bringt die dritte Auflage 
eine zweite Ableitung für den Inhalt des Obelisken und Übungsaufgaben 
zu den einzelnen Kapiteln des ersten und zweiten Abschnittes. Eine Be- 
rücksichtigung des Projizierens und Kßrperzeichnens ist leider nicht erfolgt, 
auch nicht in den Übungsaufgaben. 

Gera. E. K ULLRICH. 

Congresso di Parma 1907. 

Si h costituita la „Societa italiana per il progresso delle scienze". Essa 
ha tenuto il suo primo congresso a Parma dal 23 al 27 Settembre 1907. 
Tl discorso inaugurale, intitolato „II movimento scientifico presente e la nuova 
societa italiana per il progresso delle scienze" e stato pronunciato dal prof. 
Senatore Vito Volterra. Questo fu poi eletto Presidente della Societa alla 
quasi unaniiuita dei suffragi. 

La societa Consta di 14 sezioni, in cui sono rappresentati i vari rami 
delle scienze matematiche, fisiche, naturali, tecniche ed economiche. 

La sezione I ( Matematiea, Astronomia e Geodesia) fu presieduta dal prof. 
Senatore V. Cerruti, che tenne un discorso di apertura di carattere storico „Le 
matematiche pure e applicate nei precedenti convegni degli scienziati italiani u . 

Ecco i titoli delle comunicazioni di matematiea e di tisica matematiea, 
fatte in quel congresso: 

U. Amaldi „Intorno agli ultimi risultati, nella teoria dei gruppi continui di 
trasformazioni" (rapporto). 

B. Bortolotti „Sulla ristampa dei lavori matematiei di Paolo Ruffini". 
P. Burgatti „Sülle equazioni ditferenziali". 

G. Fubini „I recenti metodi per la risoluzione dei problema di Dirichlet". 

A. Garbasso „Ii miraggio" (rapporto teorico e sperimentale). 

G. Lauricella „Intorno alle equazioni funzionali". 

T. Levi-Civita „Sulla massa elettromagnetica"' (rapporto). 

R. Marcoion go „Rapporto sull' elasticita". 

C. Somigliana „Sulla preparazione matematiea degli allievi-ingegneri". 
0. Tedone „Sülle equazioni della tisica matematiea". 

G. Vailati „Sull* insegnamento della matematiea nelle scuole secondarie". 

Padova. T. Lkvi-Civita. 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

189. Ein geometrischer Trugschluß. Daß ein jeder Punkt 0 auf dem 
Durchmesser AB des Kreises ABE auch auf dem Umfange dieses Kreises 
liegt, laßt sich so beweisen. Man konstruiere zu A % B,C den vierten 
harmonischen Punkt D und halbiere CD durch H. Dann ist, wenn noch 
M den Mittelpunkt des Kreises bezeichnet, nach einem bekannten Satze: 
MCMD^MA*. Nun hat man aber: MC-MH-CIL MD-MH+CH, 
also ist 

(1) Min - CII- = MA\ 

Andererseits ist, wenn das in // auf AB errichtete Lot den Kreisumfang 

in E schneidet: 

MET- - MlP + HE?, 

CE* = CH S + //£* 

also ist 

| 2) MIT- - CS* = ME* - CE* 

- M A- - CE>. 

Aus (1) und (2) zusammen folgt, daß 

(3) MA*-MA*- CE* 

ist, also muß CE = 0 sein, d. h. der 
Punkt C liegt auf dem Umfange des 
Kreises, und da 0 ganz beliebig gewählt werden durfte, gilt dies für jeden 
Punkt des Durchmessers AB. Wo steckt der Fehler? 

Hannover. Pah. StÄckel. 




190. Ein Kegelschnitt sei auf das System der Tangente und Normale 
eines Kurvenpunktes A bezogen. Welches sind die Koordinaten seines Mittel- 
punktes, wenn die Halbachsen a, f> und der Krümmungsradius in A gleich Ii 
gegeben sind? 

Speyer. H. Wieleitnf.k. 
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B. Lösungen. 

Zu 16 (Bd. I, S. 370) (E. N. Barisien). — Wie die Herren 
L. Saalschütz und stud. math. W. Gaedecke (Bd. XII, S. 96) bemerkt 

haben, muß das Resultat des Aufgabenstellers in a t"_^y* umgeändert 

werden. Herr Saalschütz macht noch folgenden Zusatz. Bei Aus- 
wertung der Barisienschen Integrale kann man den Wert des Integrals: 

n 

J — j* a , J^aVcos <p d<p benutzen » und Dei dieser Gelegenheit zeigt 
sich, daß J eine gewisse Analogie mit dem bekannten Diäkontinuitäts-Integral 

XJ mm I ^ qa? ^ dx besitzt, denn wie dieses im allgemeinen von a un- 
o J * 

abhängig, jedoch gleich y, 0,— * ist, jenachdem « ^ 0, so ist J unab- 
hängig von dem speziellen Werte von er, aber: 

J - 0, wenn a* >(3 S ; «7 = ~ , wenn a* = 0»; </ = j, wenn «* < |3 2 . 

Hier läßt sich auch noch durch Differentiation unter dem Integralzeichen 
vermöge der Rekursionsformel 

(*. + c > - «■) jfW _ ^p^ooosg _ a J^, 

wo 

0 = « -|- b cos © + c sin <jp, 

direkt zeigen, daß für a* ^ ß~ verschwindet und für a* = ß 2 unbe- 
stimmt wird. 

Königsberg. L. Saalschütz. 

Zu 30 (Bd. II, S. 212) (E. Lampe). — Ein beweglicher materieller 
Punkt, der von einem festen Zentrum nach dem Newtonschen Gesetze an- 
gezogen wird, hat beim Beginn der Bewegung den Abstand Im von dem 
festen Punkte und die Geschwindigkeit 5 cm, deren Richtung mit der Ver- 
bindungslinie beider Punkte den Winkel 60° einschließt. Die Umlaufszeit 
beträgt eine Minute. Die Bewegung zu untersuchen, insbesondere die Lage 
und die Dimensionen der Bahnkurve zu bestimmen. Welches ist das Re- 
sultat, wenn die Anziehung der Entfernung proportional ist? Welches aber, 
wenn die Anziehung umgekehrt proportional dem Kubus der Entfernung 
ist und nicht die Umlaufszeit gegeben ist, sondern die Anziehungskonstante 
denselben Wert hat wie in der ersten Frage? — 

1. Das feste Zentrum sei Anfangspunkt der Koordinaten. Dann er- 
gibt: 1) das Prinzip der lebendigen Kraft für den ersten Fall q* — 2 * = C, 

wo q die Geschwindigkeit bezeichnet, C durch </ 0 und r 0 im Anfangspunkt 

2 ß 

-der Bewegung bestimmt ist: C = q* — — , und 2) das Prinzip der Flächen: 
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r'dtp = C'dt, wo die in allen drei Fällen gleiche Konstante C'= r 0 5 o sinc 0 
und « der Winkel ist, den die Richtung der Geschwindigkeit mit dem Radius- 
vektor bildet. 

Die Bahnkurve, die sich durch Verbindung von (l) und (2) ergibt, ist 
eine Ellipse, deren Gleichung die Gestalt hat: 

W—er n „ 
w = arc cos „ _ -+- C . 

Die Integrationskonstante C" können wir willkürlich wählen, ohne der All- 
gemeinheit Abbruch zu tun. Setzen wir C"=»0, so treffen wir über die 
Lage der X-Achse die Verfügung, daß für t = 0 der Winkel <p = <jp 0 sei. 
Aus der vorstehenden Polargleichung der Ellipse ergibt sich der Parameter 

p - - C' % und die numerische Exzentrizität i — + \oü'\ Die Halb- 

C VC 

achsen sind demnach a — f^_-y* = ~ 77 und b * = a ' P — g" Die 

Größe C können wir berechnen, wenn wir die Umlaufszeit T hinzu- 
nehmen. Es ist 2 ahn = CT oder für a und b die Werte eingesetzt: 

Die Einführung der Zahlen werte, im C-G- System ausgedrückt, liefert für 
die Konstante c folgende kubische Gleichung: 

c s - ifS (»* + 27) c 8 + 3 • (1250)"c = (1250) 8 , 

deren einzige reelle Wurzel ist c = 4091,875. Demnach wird C = — 56,8375 

d. h. <C 0, wie es sein muß. Für C' ergibt sich 250 • y 3. 

Mithin erhält man für den ersten Fall' als Bahnkurve eine Ellipse, in 
deren einem Brennpunkt das feste Zentrum gelegen ist; die Halbachsen sind 
a = 71,994 cm und b = 57,436 cm. 

2. Im zweiten Falle bestimmt sich die Bahnkurve aus den beiden 
Gleichungen: -f er' = C, r* dep — C 'dt. Ihre Gleichung lautet: 

C 

g> = -J arc sin 



•s aru am - , ~ 



oder, wenn man zur Abkürzung a'«— — , ft'-» — ■ ~ 

]/fTc".c ]/^-c-.. 

setzt, in kartesischen Koordinaten: 

6'^-2xf/+6V-«'=0. 
Diese Kegelschnittsgleichung geht durch Transformation über in: 

v + ^ • " 1 
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durch Drehung der positiven X-Achse um 135°. Der Nullpunkt bleibt un- 
verändert. Die Quadrate der Halbachsen werden 



a _ " , * - r _-j - 

Um die Zahlenwerte der Halbachsen angeben zu können, muß man noch 
die Anziehungskonstante c berechnen. Es war: 4a , 6 , « s = C'* 7*, woraus 

sich ergibt c = - 0,0 190 662. Daher wird C - q* + er* = 134,662. 

Für die Halbachsen folgt a — 103,34 cm und b = 40,015 cm. Unsere 
Bahnkurve ist eine Ellipse, deren Mittelpunkt das feste Zentrum ist. Man 
sieht leicht, daß sie gleiche Strecken auf der X- und Y- Achse abschneidet. 
Es wird 

*-0, x - ± |>2 C - ± 52,77. 

3. Im dritten Falle liefert das Prinzip der lebendigen Kraft: q* — C 

in Verbindung mit dem Prinzip der Flächen r*d<p — Cd* als Gleichung 
der Bahnkurve: 



Dies ist die Gleichung einer spiralförmigen Kurve. Die Konstante C wird, 
wenn der im ersten Falle für c ermittelte Wert c = 4 091,875 genommen 
wird, C— 24,5 008125. Dann wird unsere Gleichung übergeführt in: 



- L+y* -0,00013408 r« ^ ^ f _ 2*°^ 

r £ °»»»»y_f_ o,00018408 



Für <p = 0 ist r= 1,998 832. r läßt sich auch auf die Form bringen: 

2 

r= «^89 v , 0,00013408 

Man erkennt dann, daß den von 0 bis + oo wachsenden <jp unendlich viele, 
immer enger werdende Windungen entsprechen, die sich dem Nullpunkte, 

unserem festen Zentrum, als asymptotischem Punkte nähern. Schreibt man 

l_ 

Jtjt99tp 

für die negativen Werte von tp: r = - , so ist ereicht- 

« l( ^ + 0,OOOU408 
lieh, daß r mit wachsendem <p zunächst sehr schnell zunimmt: für 

q> — — — f — n wird r = 9,4296 bzw. 41,906. r erreicht den Maximal- 
wert von 86,361 cm bei <p = - 275° 16' 48" — die Anfangslage (r— 100) 
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wird also nicht wieder passiert — nimmt nun in noch größerem Maße ab 

als es vorher zugenommen hatte: für q> = — 2?r, ~ wird r = 28,982 

bzw. 6,3058 und konvergiert mit weiter wachsendem negativen <p langsam 
gegen 0, indem sich der Punkt in unendlich vielen immer enger werdenden 
Windungen wieder dem Koordinatenanfange nähert. Aus diesen Daten läßt 
sich die Bahnkurve leicht konstruieren. 

Berlin. stud. math. Werner Gaedecke. 



Zu 116 (Bd. VIII, 2«3) (Paul Epstein) — Sind s /tr die Elemente 
eines orthogonalen Systems von n* Größen, bedeutet w eine n x * Ein- 
heitswurzel, und bildet man für irgend ein ganzzahliges x die Größen 



•2>. 



H *• o + x, r 



, wobei für ft + x, sobald es größer als H wird, der 



kleinste Rest mod n zu setzen ist, so bilden die Größen q r ein zykliseJtes 
orthogonales System, dessen charakteristische Gleichung die Wurzeln w*, <a s *, 
oj 8x , . . ., gi"* besitzt. 

Das System der s werde durch S, das konjugierte System durch S\ 
das reziproke durch »S' und das EinJieitssystem durch E bezeichnet. Es ist 
dann wegen der Orthogonalität von S: 88' — E oder S' = S. Betrachtet 
man nun das System fO 1 0 0 .0 

0 1 0 . 

r— oo 

0 0 0. 1 
1 0 ... < 

so erkennt man leicht folgende Eigenschaften: 

1) H ist ein zyklisches orthogonales System, d. h. es ist //=//' und 
H" - E. 

2) Die charakteristische Gleichung von H ist 

j-f 1 0| 
0 —z 1 ! 

o o —z = (- if{f— l) - o, 

0 0 0... — z 1 

10 0 — £ 

sie hat also die Lösungen w, w 8 , . . ., <o", während die charakteristische 
Gleichung des durch x- fache Wiederholung entstehenden Systems H* die 
Lösungen w*, o> 8 *, . . ., a)"*, besitzt. Mit Hilfe dieses speziellen zyklischen 
Systems läßt sich nun das System Q K der Größen q folgendermaßen aus- 
drücken: Q x =*S'H*Sy und man erkennt daraus, daß die Systeme Q x , Q t , 
V s , • die aufeinander folgenden Potenzen des Systems Q = S'HS sind T 
also Q*. 
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Man sieht nun sofort, daß Q ein zyklisches orthogonales System ist, 
also gilt dasselbe von allen Systemen Q x , deren es n verschiedene gibt. 
Die linke Seite der charakteristischen Gleichung von <J ist die Determinante 
des Systems 

Q - Kz -= S'IfS - S'Se = S'(H Kz) .S, 



also 



8' - 1 JET — Et\-,S = H-Ez , 



d. h. die charakteristische Gleichung von Q stimmt Oberem mit der charafr- 
teristiscJien Gleichung von U, hat also die Lösungen w, w 8 , . . w". Damit 
ist der Satz bewiesen. 

Die Determinante des Systems II hat den Wert (— also ist 

die Determinante von Q x : \Q X \ = ( — l)* 4 " -11 . 

Bei ungeradem n erhält man also nur eigentlidic orthogonale Systeme, 
bei gradem n dagegen gehören zu gradem x uneigentliche orthogonale Systeme. 



Straßburg i. E. 



PAUL Epstein. 



Zu 155 (Bd. X, S. 328) (H. Wieleitner). - Seien 0,, O t die Mittel- 
punkte der zwei Kreise mit den Radien B, r\ dann A x , B x> B % die Be- 
rührungspunkte der äußeren, 2l 1 ,2l s ; 93,, 93, die der inneren gemeinschaftlichen 
Tangenten; C der äußere, (£ der innere Ahnlichkeitspunkt. Ist nun 0, O, 

a = y2 (Ii 3 -f r*), so zeigt man zunächst leicht, daß A x A» = B x B t = B -fr, 
21, 21, = 93, ©, «•= B — r. Dann kann man folgende beiden parallelen Be- 
trachtungen anstellen: 



Halbiere O x O i in 3/, A X A 3 in N. 
Nun ist NM = NA X = NA^, mithin 
geht der über A l A i errichtete Kreis 
durch M. 

Das rechtw. Dreieck A X MA^ ist 
gleichschenklig, folglich die Basis- 
winkel — 45°. Der Kreis A X A S 
schneide die Zentrale noch in P, dann 
ist 

1) A X PM = A X A S M = A5°, 

ferner A t PC - A t A x M - 45° 
und aus Gründen der Symmetrie auch 

2) «£*,PC=45°, 

mithin A X PB* eine Gerade und eben- 
falls A i PB l ' 

oder: 

A x B t und A t B 1 schneiden die Zen- 
trale in P unter einem Winkel von 
45° und A x B t ± A t B x . 

Es ist ferner 0,P 0,3/ >\ 
0, P • fl, 3/ = P* also <h P:O l P = 
r*:B\ 



Halbiere 0,0, in 3f, 21,21, in 9*. 
Nun ist WM «= <R2l, - 9121,, mithin 
geht der über 21,21, errichtete Kreis 
durch M. 

Das rechtw. Dreieck 21,31 21, ist 
gleichschenklig, folglich die Basis- 
winkel = 45°. Der Kreis 21,21, 
schneide die Zentrale noch in P, dann 
ist 

1) <:% X PM = 21,21,3/ =45°, 

ferner £ 9, FC - 8, Jf - 45» 
und aus Gründen der Symmetrie auch 

2) <£93,PG = 45°, 

mithin 2t, 93, P eine Gerade und eben- 
falls 93,2l,P 

oder: 

21,93, und 21,58, schneiden die Zen- 
trale in P unter einem Winkel von 
45° und 21,93, _L 21,93,. 

Es ist ferner 0,P • 0,3f = r* 



0,P 



7?». 



0,3f = 7i' s , also 0,P:O,P 
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Hieraus ergibt sich, daß A x B t und $^5^ die Zentrallinie in dem 
gleichen Punkt P und unter dem gleichen Winkel schneiden, so daß die 
rier Berührungspunkte A x , 7?,, 9^, B 8 in einer Geraden liegen müssen usw. 

Kolsnap (Nordschleswig.) K. Hagge. 



2. Anfragen und Antworten. 

(Vacat.) 



3. Kleinere Notizen. 
Einfaches Beispiel einer n-punktlgen Berührung zwischen zwei KurTen. 

Die bekannten L am eschen Kurven, deren Gleichung in kartesischen 
Koordinaten (l) x^/a" -f- y"/ b" =» 1 ist (n = 3, 4, 5, . . .), bieten ein einfaches 
Beispiel für die n-punktige Berührung einer Geraden mit einer Kurve. 
Offenbar hat nämlich die Kurve (l) mit der Geraden x = a im Punkt« 
Pj (a, 0) einen Kontakt (n — l)-ter Ordnung, ebenso mit der Geraden y — b 
im Punkte P % (0, &). Ist n eine gerade Zahl, so ist die Kurve nach Art 
der Ellipse geschlossen und besitzt außer den beiden singulären Tangenten 
in P 1 und P s noch zwei andere in P 8 ( — a, 0) und P^O, — 6). Wenn aber 
tt eine ungerade Zahl ist, so besitzt die Kurve nur die beiden singulären 
Tangenten in P x und P s und hat die Gerade xja + yfb — 0 zur Asymptote. 

Wendet mau auf die Kurven (l) eine rationale algebraische Trans- 
formation höherer Ordnung an, so verwandeln sich die Kurven selbst und 
ihre singulären Tangenten in andere Kurven höherer Ordnung, zwischen 
denen in den Punkten, welche durch die Transformation aus P x und P 4 
hervorgehen, die Ordnung des Kontaktes erhalten bleibt. So verwandelt die 
Transformation durch reziproke Radien die singulären Tangenten in Kreise 
und liefert ein anschauliches Beispiel für die n-punktige Berührung eines 
Kreises mit einer Kurve. Nehmen wir zur Vereinfachung statt der Glei- 
chung (1) die Gleichung (2) x" -f- y n = a", wählen den Nullpunkt als Trans- 
formationszentrum und a* als Potenz der Inversion, so geht (2) über in 
(3) r* = a" (cos" q> + sin" <p), wo r und <p Polarkoordinaten bedeuten, oder 
in (4) (je 1 -|- y*) n = a" (x" + y"). Die Gerade x = a geht über in den Kreis 
%~ + V* — a y vom Radius Ja. Dieser Kreis hat also mit der Kurve (4) 
im Punkte x = «, y = 0 eine n-punktige Berührung. Ein extremer Wert 
des Krümmungsradius der Kurven (4) ist \ a in P x jedoch nur im Falle eines 
geraden n\ für ein ungerades « schneidet der Kreis, gerade wie die Wende- 
tangente in P,, die Kurve (4) in (a, 0). Für n = 5 z.B. stellt die Gleichung 
r 5 = a 5 i cos 5 (p -f sin 5 tp) oder (x* + y 1 ) 8 *> a 5 (x* + y 5 ) ein geschlossenes 
Oval dar, das durch den Nullpunkt geht, in ihm einen fünffachen Punkt 
besitzt, aber nur einen durch ihn gehenden reellen Zweig mit der singulären 
Tangente x -j- y = 0 (fünfpunktige Berührung). 

„Scheitel" einer Kurve sollte man nach Analogie der Kegelschnitte 
nur solche Punkte einer Kurve nennen, in denen der Krümmungsradius einen 
extremen Wert ( Maximum oder Minimum) hat. Wenn man alle Punkte 
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Scheitel nennt, in denen das Differential des Krümmungsradius den Wert 
Null hat, so fallen unter diesen Namen auch solche Punkte, bei denen der 
Krümmungskreis im Berührungspunkte mit der Kurve eine ungerade Anzahl 
h > 3 von Punkten gemeinschaftlich hat (w = 5, 7, 9, . . .); dies scheint 
aber nicht angemessen zu sein. 

Berlin. E. Lampe. 



Zar alt ägyptischen Bruchrechnung. 

Schon als ich zum ersten Mal in meiner Vorlesung Winter 1903 
altägyptische Mathematik behandelte, wurde mir klar, daß die ägyptische 
Bruchrechnung vielfach mißverstanden ist. Von Eisenlohr, der 1877 den 
Ahmose herausgab, abgesehen, hat noch der um die Geschichte der hellenischen 
Mathematik so hoch verdiente Fr. Hultzsch in einer längeren Abhandlung 
vom Jahre 1895 (Sächs. Abhandlungen) erklärt, die Ägypter kannten keine 
gemeine Bruchrechnung, sondern nur Teilung in der Einheitsreihe. Eisenlohr 
sagt, ein Bruch wie 7 / 8 war ihnen undenkbar. — Die Sache liegt meines 
Erachtens so: Zu der aufsteigenden Zahlenreihe bildeten die Ägypter die 
absteigende. Es sind ganz ähnliche Gedanken und seltsamer Weise im 
hieratischen auch dieselbe Bezeichnung wie bei den Indern. Diese faßten 
die aufsteigende Reihe z. B. 3 als 0 -f 1 1 -|- 1 und die 3 in der absteigenden 

ist dann 0—1 — 1 — 1, das ist 3. Der Ägypter faßt die 3 als 1 X 3 
und dem entspricht absteigend die Zahl, welche mit 3 multipliziert 1 gibt, 
das ist Y s . Die 1 entspricht sich selbst. Diese auf- und absteigende Reihe 
war ihnen so geläufig wie uns die unsere. Und wie wir von der Größe 
des Bruches erst eine wirkliche Vorstellung haben, wenn wir ihn in Dezimal- 
form vor uns haben, so war für jene die Rechnung erst zu Ende, die 
genaue Vorstellung der im Bruche enthaltenen Größe erst gewonnen, wenn 
der Bruch in Zahlen seiner Reihe ausgesprochen war. Wie aus- 
gezeichnet die Ägypter die gemeine Bruchrechnung samt Doppelbrüchen etc. 
beherrschten, dafür genügen schon allein die Beispiele Nr. 31, 32, 33 der 
sogen. „Hau(V)" Rechnung. 

Meine Ansicht wurde mir gewiß, als ich das nis 2 |,ent [h = ch] deuten 
lernte. Es heißt: Sprich aus 2 vor (z. B. 17), das chent entspricht genau 
dem französischen „sur" und unserem auf, also 2 auf 17, und nis, determiniert 
durch den auf den Mund zeigenden Mann, heißt: Verkünde, mache deutlich, 
gib den Wert übersichtlich an. Und noch eins: Ganz Asien bildete vor 
4000 v. Chr. bis 1000 vom Jangsekiang bis zum Nil ein einziges Kultur- 
gebiet, und wie uns die Tel-Amarna-Funde bewiesen, mit Präponderanz der 
Babylonier um 1800, d. h. zur Zeit des Ahmose; wie aber diese schon 
1000 Jahr früher rechneten, beweist u. a. die von J. Oppert untersuchte 
magische Quadrattafel, Zeitschr. für Assyr. 1903, p. 60 und die Einmaleins- 
Tabelle bis 1X 1350, die Hilprecht aus sargouischer Zeit konstatiert hat, 
Sehr schwierige zahlentheoretische Aufgaben, völlige Kenntnis der Zerlegung 
in Quadrate (PythagorasV), Kubikzahlentabellen waren ihnen geläufig und 
damit sicher auch der ägyptischen Intelligenz. 

Max Simon. 
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Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

Herausgegeben vom Vorstände der Gesellschaft. 

51. Sitzung am 20. Marz 1907. 

Vorsitzender: Herr Jahnke. 
Anwesend: 25 Herren. 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Koebe: Über die Darstellbarkeit der Koordinaten der Punkte 
einer beliebigen reellen algebraischen Kurve durch eindeutige analytische 
Funktionen eines reellen Parameters. 

Herr Salkowski: Das Aoustsche Problem der Kurventheorie. 

52. SitzoDg am 15. April 1907. 

Festsitzung zur Feier des zweihundertsten Geburtstages Eulen 
im großen Hörsaal des Physikalischen Instituts der Universität. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 

An eine einleitende Ansprache des Vorsitzenden schlössen sich die 
Vorträge an: 

Herr Valentin: Leonhard Euler in Berlin. 
Herr Kneser: Euler und die Variationsrechnung. 
Herr Kötter: Euler und das Kreiselproblem. 

Diese Vorträge werden demnächst als Festschrift in den „Abhandlungen 
zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften 14 erscheinen, zusammen 
mit den Abhandlungen von Herrn F. Müller: „Über bahnbrechende Arbeiten 
Leonhard Eulers aus der reinen Mathematik" und von Herrn Lampe: 
„Zur Entstehung der Begriffe der Exponentialfunktion und der logarith- 
mischen Funktion eines komplexen Arguments bei Leonhard Euler". 

53. Sitzung am 29. Mai 1907. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 
Anwesend: 30 Herren. 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Jahnke: Die Graßmannsche Fundamentalformel und die Addi- 
tionstheoreme der Thetafunktionen von zwei Argumenten. 
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Rationale Tetraeder mit kongruenten Seiten. 

Von R. Güntsche. 

1. In einem früheren Vortrage 1 ) habe ich einen Weg angegeben, auf 
dem es gelingt, partikuläre Lösungen für rationale T eiraeder in Parameter- 
darstellungen zu gewinnen, d. h. für Tetraeder, bei denen die Kanten, die 
SeiUninhalte und das Volumen in rationalen Zahlen gemessen werden. Die 
einzigen Beispiele solcher Tetraeder, die ich in der Literatur habe entdecken 
können, sind die, welche R. Hoppe') anführt; sie gehören sämtlich dem 
besonderen Falle an, daß die Seiten des Tetraeders einander kongruent sind. 
Hoppe gelangt zu seinen acht Beispielen durch ein Tastverfahren. Wenn 
nun auch ein solches Verfahren, hier wenigstens, den Vorzug hat, zu be- 
sonders einfachen Zahlenbeispielen zu führen, so befriedigt es doch wissen- 
schaftlich nicht hinreichend; es erscheint daher wünschenswert, ein rationelles 
Verfahren für das Problem auch in diesem besonderen Falle zu ermitteln. 

Im folgenden sollen nun auf rationellem Wege Typen rationaler 
Tetraeder mit kongruenten Seiten abgeleitet werden, bei denen die Ausdrücke 
für die Kanten, die Seiteninhalte und das Volumen, von einem Propor- 
tionalitätsfaktor abgesehen, einen willkürlichen Parameter enthalten. Damit 
sind allerdings auch nur partikuläre Lösungen des besonderen Falles ge- 
wonnen, denn eine umfassende Lösung dieses Falles würde neben dem Pro- 
portionalitätsfaktor zicei willkürliche Parameter erfordern; wohl aber läßt 
sich dartun, daß die unten mitgeteilten Typen sämtliche Hoppeschen Bei- 
spiele für besondere Zahlenwerte des Parameters in sich begreifen, und 
daß man, von irgend einem Zahlenbeispiel oder Typus ausgehend, unzählige 
neue erhalten kann. 

2. Die vier Ecken des Tetraeders seien 0, 1, 2, 3; die Kanten 01 r 
02, 03, sowie die gegenüberliegenden 2 3, 31, 12 seien o, 6, c, der Inhalt 
eines der vier kongruenten Begrenzungsdreiecke sei .7 und der Rauminhalt 
T. Ferner mögen die Kantenwinkel, die den Kanten a, ft, e gegenüberliegen, 

mit ar, y % und die Supplemente der Flächen winkel, die diesen Kanten 

zugehören, mit n, b, c bezeichnet werden; dieselben Buchstaben, aber unter 
Weglassung des Zeichens , sollen für die Kotangenten der Hälften dieser 
Winkel gelten. 

Wie in Hoppes Abhandlung, sowie in jenem Vortrage (S. 4—6) 
ausgeführt wurde, hat man, um ein rationales Tetraeder zu erhalten, die gonio- 
metrischen Funktionen der Kanten- und Flächenwinkel rational zu machen. 
Im vorliegenden Sonderfalle, in dem die vier Ecken einander kongruent sind, 
reicht es daher aus, zu bewirken, daß neben der bekannten Gleichung 

(1) a + ß + y = aßy, 



1) R. Güntsche: Rationale Tetraeder, diese Berichte 6, 2—16, 1907. Auf 
die daselbst angegebene Literatur möge hiermit verwiesen werden. 

2) R. Hoppe: Über rationale Dreikante und Tetraeder. Arch. (1) 61, 
86-98, 1877. 
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welche ausdrückt, daß d, ß und y die Winkel eines Dreiecks sind 1 ), noch 
folgende, von Hoppe entwickelte Gleichung 8 ) 

(9\ ft t = (^/-y« + a^+l) (ß y + ya-gß+1) 

KJ (— 07 + + lX/Jy + yo + ap — 1) » 

welche für ein Dreikant besteht, rational erfüllt wird. Bringt man die 
Beziehung (l) mit der Gleichung (2) (oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
mit den Neperschen Analogien) in Verbindung, so findet man leicht, daß 
die Aufgabe verlangt, es soll gleichzeitig mit der Relation (1) die Gleichung 

(3) Ä»-(«»--l)(/»»-l)(y*-l) 

rational gelöst werden. Im wesentlichen ist es in der Tat die Gleichung 
(3), welche Hoppe seinem Tastverfahren zugrunde legt. Wie man mit 
Hilfe dieser Gleichung, statt zu probieren, rationell vorgehen kann, ist in 
dem erwähnten Vortrage (S. 15 u. 16) mitgeteilt worden, doch wurde 
damals für den vorliegenden Sonderfall noch keine Parameterdarstellung 
gegeben; das soll im folgenden geschehen. 

Die Gestalt der Gleichung (3) legt es nahe, statt der Winkel d, ß, y 

die Komplemente <p, tj>, ö, deren Hälften die Kotangenten <jp, tl/, 0 haben 
mögen, einzuführen, so daß die Gleichungen bestehen: 

Die beiden Bedingungsgleichungen lauten dann: 

(5) q>ty& — y& — &q> — tpy — <p — \\> — O-|-l=0, 
die auch in folgender Form geschrieben werden kann: 

a\ <p-fl_if>0 — 1 V + 1 _&(f — 1 < pif>— 1 

und 

(7) Pf» — 

Neben der Gleichung (7) ist die Gleichung (5) oder eine der Gleichungen 

(6) rational zu erfüllen. Eliminiert man <p, so bleibt eine Bedingungs- 
gleichung rational zu lösen, nämlich: 

(8) 1>*(y9 + * -1- 0 - 1) ( v d - U> - 9 - 1) = Ä»; 
9 erhält man aus: 

Die Funktionen der Kantenwinkel ergeben sich aus (4), die der 
Flächenwinkel etwa aus (2) und den beiden, welche durch zyklische Ver- 
tauschung daraus hervorgehen; die Ausdrücke für die Kanten und den 
Dreiecksinhalt erhält man sodann aus 3 ) 



1) Vgl. hierzu etwa: diese Berichte 5, 27, 1906. 

2) Vgl. diese Berichte 6, 6, 1907, Gleichung (13) nach polarer Transformation. 

3) Vgl. hierzu diese Berichte 6, 11, 1907, Artikel 13. 

4* 
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der Eckensinus einer Ecke ist definiert durch 

(11) A — sin d sin ß sin y = sin b sin y sin a — sin c sin a sin ß\ 
schließlich ist das Volumen des Tetraeders 1 ) 

(12) T~$abcJ. 
Außerdem ist die Höhe 

(13) A - */• 

Zu den Ausdrücken für die Kanten (und die Höhe), den Dreiecksinhalt und 
das Volumen kann noch je ein linearer, quadratischer und kubischer Pro- 
portionalitatafaktor treten. 

Alle genannten Ausdrücke lassen sich durch zwei der Größen qp, v. & 
darstellen, doch erhalten sie eine übersichtlichere Gestalt, wenn man alle 
drei beibehält. Führt man die Rechnung, soweit es angeht, unter Beseitigung 
von Nennern, durch, wobei man die einander gleichbedeutenden Gleichungen 
(5), (6), (9) zu benutzen hat, so kann man zusammenfassend sagen: 

Hat man ein Tripel von ZaMen tp, y, welche den Gleichungen 

(14) <ptf/0 — y& — &<p — qpt^ — <p — tf> — # + 1=0, 

(15) <py& - ** 

rational genügen, so ist ein rationales Tetraeder mit kongruenten Seiten be- 
stimmt durch: 

(16a) + + 

(16b) ft-(t+i)(# + ,)-(+-i)(#,-i), 

(16c) c-(*+l)(,, + i,)-(*-l)( 9 *-l), 

(17) + 1)(<P- 1)(*+ + l)(*-l), 

(18) r-f/yV**, 

(19) A-4VW, 

(20) *-J±l« r~$=- v 

(»■) — yJ-fi^-J^rV^ 

Mit Hilfe dieser Formeln ist es möglich (was wohl nicht jedesmal 
eines besonderen Hinweises bedarf), aus einem bekannten Wertetripel <p, t/;, O 

1) Vgl. hierzu diese Berichte 6, 4, 1907, Artikel 5. 
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■ 

den entsprechenden Typus eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten 
abzuleiten. 

In dem hier behandelten Sonderfalle bestehen übrigens noch die einfachen 
Formeln 

(23a) J=2abC; (23b) A «- 2 |/cos « cos ß cos y ; 

(24a) T=\abcabc; (24b) T - { aftc^cos a cos ß cosy ; 

die zur Kontrolle der Rechnung verwendet werden können. 

3. Noch eine Bemerkung wird im folgenden, ohne daß jedesmal be- 
sonders darauf hingewiesen wird, zur Beseitigung von negativen Werten 
Verwendung finden. Bekanntlich 1 ) sind Dreiecke als nicht wesentlich ver- 
schieden anzusehen, die sich nur in der folgenden Weise in den Winkel- 
funktionen unterscheiden: 



i a 1 

o, ß, y; - a, ^ 
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y ; 


- «» ~ A - yi 
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Es werden daher Dreiecke (und damit Tetraeder) nicht als wesentlich ver- 
schieden zu betrachten sein, für welche folgende acht Tripel gelten: 

1 lllll 

*,-^»-*; g,' 

(2 °) - < 3 p ' ^ — *? - 

1 1 1 

4. Eine partikuläre Lösung unserer Aufgabe, zugleich eine der ein- 
fachsten, bietet sich nun ohne weiteres dar: man setze in der Gleichung (8) 

(26) 

der Ausdruck, der zu einem Quadrat zu machen ist, lautet dann: 

(*+ 1) . * . •(* + S) • («* — fr — *)$ 
da der letzte Faktor in (& + 1) (0 — 2) zerfallt, so ist der Ausdruck 

(0 _ 2) (♦ + 3) 

zu einem Quadrat zu machen. Wir setzen, indem wir, wie im folgenden 
durchweg, unter p eine beliebige rationale Zahl, unter q das Quadrat der- 
selben verstehen, $4-3 

also 

2? + S. 



9-1 ' 



1) Vgl. diese Berichte 5, 28, 1906. 
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die Rechnungsvorschriften des Artikels 2 ergeben dann zusammen mit der 
Gleichung (26) ohne Schwierigkeit den folgenden 

Typus Ij eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 
a-2-5(q + l)(q-l)(? + 3q + l), 
*-(2« + 8)(4« + l)(«» + 2*-M), 
<: = (? + 4)(3 <7 +2)(2 7 » + 2?+ l), 

/-(* + 1)(«- 1)(2? 4- 3)(3$ + + 4) (4g + + 3« -j- l), 
IW. *'(*- i)(2« + 3)(3j + 2)V 9t 

9 (2 9 + 3^ S 9 + 2 »_ 2 « + 8 

"(? + l)(9-l)' P 2? + 3' > = ? + 4' 

Man erhält dasselbe Tetraeder, ob man für p eine rationale Zahl oder 
ihren reziproken Wert einsetzt. 

5. Die Gleichung (8), welche die Bedingungsgleichung unseres Problems 
darstellt, verlangt, daß ein Ausdruck zu einem rationalen Quadrat gemacht 
wird, der in und & vom dritten Grade ist. Nach dem jetzigen Stande 
der Zahlentheorie müssen wir vorläufig darauf verzichten, eine umfassende 
Lösung dieser Gleichung zu geben. Für Aufgaben dieser Art besitzen wir 
das bekannte Fermat-Eulersche Verfahren 1 ), das es ermöglicht, ^us einer 
bekannten partikulären Lösung beliebig viele neue abzuleiten. Wollte man 
allerdings, etwa von dem Typus I t ausgehend, das Eulersche Verfahren 
unmittelbar anwenden, so würden <p, und eine Gruppe bildend, inein- 
ander oder in die unter (25) angegebenen Ausdrücke übergehen, und man 
würde keine neuen Tetraeder finden. Eine kleine Abänderung kann aller- 
dings zu neuen Typen führen, da man aber dabei leicht zu umfangreichen 
Ausdrücken gelangt, ist es wohl angebracht, zunächst auf anderem Wege 
nach neuen Typen zu suchen. 

Wir setzen an 

wobei die Koeffizienten y, m, v rational, sonst aber vorläufig noch beliebig 
sein mögen. Dann ist nach Gleichung (8) der Ausdruck 

9(9 x + y)(9u + *)[**(* + u)+ 0 (x + y - « + r) + f> - v)] x 

x [*»(* - x + y ~ u - v) -(y + v)] 

zu einem rationalen Quadrat zu machen. Er ist in 9 vom siebenten Grade; 
der Grad reduziert sich aber, wenn drei der Zahlen x, y T «, v die 
Werte 0, + 1 oder — 1 erhalten. Es stellt sich heraus, daß der Ausdruck, 
welcher zu einem Quadrat zu machen ist, vom dritten oder vierten Grade 



1) Vgl. diese Berichte 5, 30, 1906, Artikel 2 und 6, 9 ff., 1907, Artikel 11. 
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ist, wenn für y einer der folgenden 36 Ausdrücke eingeführt wird, welche 
Spezialfälle der Substitution (27) darstellen: 

l)frx, 2)frx+l, 3)frx-l, 4)(fr+l)x, 5)(fr — 1)x, 



11) 


fr— 1 
x fr i 


«Of. 


16) 


frx+ 1 
fr+1 1 


v frx — 1 

l7 )> + r- 


21) 


y 

fr + r 




26) 


frx 


27) 

J7 J fr-1 » 


fr- r 


31) 







Q x frx — 1 x fr -f y v fr — y 



fr + y' 

Hierbei hängen die Substitutionen 

1) , 12), 

2) , 3), 6), 7), 8), 9), 13), 14), 
4), 5), 10), 11), 15), 21), 26), 32), 

16) , 19), 23), 24), 27), 29), 34), 36), 

17) , 18), 22), 25), 28), 30), 33), 35), 
20), 31), 

welche in je einer Zeile stehen, in der Weise zusammen, daß die ihnen zu- 
gehörigen kubischen oder biquadratischen Ausdrücke, die zu einem Quadrat 
zu machen sind, ineinander übergehen, wenn man für fr, sowie für x (bzw. y) 
die entgegengesetzten oder umgekehrten oder entgegengesetzt umgekehrten 
Werte einführt. Diese Ausdrücke mögen zunächst für einige der Substitu- 
tionen angegeben werden. 

xffr'x + fr(x + 1) - l]|fr 8 x — fr(x -f 1) - 1], 
(fr* + l)[frx + (x + 2)J|fr*x — frx - 2], 



(x + l)(fr* + l)[fr'(x -1) + <>(-*- 1) - 2], 
(frx-l)[fr(x+l)-2j[fr(x-l) + (-x-3)J, 

x(x + 1) fr [fr* (x - 1) + fr (- 2x - 2) + (x - 1)]. 

Es handelt sich nun darum, den in fr kubischen oder biquadratischen 
Ausdruck, der sich für die Substitutionen ergibt, zu einem rationalen 
Quadrat zu machen; dies soll an einigen Beispielen durchgeführt werden. 



1) 




= frx; 


f 


2) 




= frx + 1; 




4) 




- (* + 1)*; 


r 


16) 




fra? + l m 
~~ fr + 1 ' 


r- 


17) 




frx — 1 
fr-f-1 ' 


f* 


20) 




fr— 1 
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6. Der Substitution 26), uämlich 

(28) 

entspricht die rational zu lösende Gleichung: 

(29) f* -*[»(«- 1)- l][fr»(x + 1) + ♦ (*- S) + 1]. 

Es sei nun der Ausdruck [fr*(x + + — + l]» v <> n einem 
noch zu bestimmenden Faktor abgesehen, ein vollständiges Quadrat in fr, 
<L h. es sei 

(x-2)»-4(x+l)-0, 



x(x — 8) — 0. 
Es ist daher, wenn x 0 als trivial verworfen wird, 

zu nehmen, also 

8fr 

Nach der Gleichung (29) muß dann 2 (7 fr — 1) zu einem rationalen 
Quadrat gemacht werden, d. b. es ist 

zu setzen. Die Durchführung der Rechnung ergibt den 
Typus II eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 
a-(«+ 25)(2g + l)(l6g* + 9« + 25), 
ö - 7 (g + l)(9fl + l)(2g* + 2g + 25) , 
c - 2 (g - 8)(« + 4)(65«" + 58(7 + 25) , 

J - 7 ( 3 + l)(fl ~ S)(« + 4)(« + 25)(2g + l)(9g + l)(l6g» + 9g + 25) 

J • - 8 7 (? - 3)(2* + 1)(3? + 5) V^, 

(3g + 5)' . *(S?+D A 
V- 7g(g-3T' 9-3 ' * F"' 



16<? » +9 g + 26 9g+l g + 4 

(g + 25)(2g + l)' P = 7(g + 1)' y " q - 3 



!(««_+!) T/S f, 7(Sg + 6>_ w- * (g - 8) ( 8 g + 6) ^- 

«(»« + *) 2(2g' + 2g + 26) 66g« + 68g -|- 26 " * " 

7. Einen weiteren Typus erhält man aus derselben Substitution 26) 
oder der ihr gleichwertigen 10) 

(30) t^-x^i- 1 , 
welche die Bedingungsgleichung 

(31) f - x [fr(x - 1) - *][♦»(* + 1) + fr(2x - 1) + x] 
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nach sich zieht, auf die folgende Weise. Es soll nach der Gleichung (31) 
die Gleichung 

(32) &(x+ l) + 0(2*- 1) + x- m s x[*(x- l) - x] , 
in der w rational ist, oder die Gleichung 

d*(x + 1) + &[— mV + x(m* + 2) - l] + x(m»j -f 1) — 0 
rational erfüllt werden. Die Diskriminante 

*»- [_ m V+*(m«+ 2 )- l]»-4x(s + l)(m*x + l) 
soll also ein Quadrat werden. Dem Ausdruck kann man die Gestalt 

k* - (im + l)»(xm - l) f - 2*(m* + 4)(x*m» - j*m s + l) 
geben, und wir wollen nun, um eine partikulare Lösung zu erhalten, fest- 
setzen, daß aJ m i _ i xm * + i = (xm- 1)» 

sein soll. Dies tritt ein für 

(33) m = 4 

Es soll also k3 _ ^ ^ _ 1)t(16x , _ 32x + ( 

mithin Ux * _ 32a . + j 

ein Quadrat werden. Wir setzen 

16z*-32x + 1 - (4* — r)\ 
wobei r eine rationale Zahl bedeutet, und finden 

Mit den Gleichungen (33) und (34) läßt sich die Bedingungsgleichung 
(32) rational lösen; die eine Wurzel für d ist 

(r + l)(r+f ). 
*- (r _ 3)(r _4)' 

die andere läßt sich nebst dem zugehörigen Wert für y hierauf zurückführen, 
wenn man in ihr r durch (4r — 7) : (r + 2) ersetzt. Um den Ausdrücken eine 
symmetrische Gestalt zu geben, schreiben wir noch p statt r— 1. Wir erhalten! 

Typus III eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 

a - (j> + 8)(j> - 2)0»» + + + 18)(p« - 6j» + 18) , 

6 - 0> + 3)0» - 3)0»' + 36)(» 8 + 2i> + 2)(ii 8 - 2j»+ 2), 

c = 2 • 5p0>* + 6)0> 4 - 8/>* 4- 36) , 

J = 5i> 0» + 2) (p - 2) 0> + 3) 0» - 3) (j>* + 6) fr» + 2p + 2) (/>» - 2 p + 2)x 

x 0» 1 + 6 -P + ^X^' - + 18 ) . 

? = 2»(p + 3)(p — 3)' W J> f +« ip-2)(j>-3) 

(p_ 2 )(j>'+6p+ 18) [^■fW-rlP + «) P» + 6 

„ (p + 2)(p-2) 2(p + 8)(p-3) W-T«) 

*(J>' + 1) " P* + 36 f>*— 8j» f +M 
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Die Faktoren in den Ausdrücken für a, b, c, T lassen sich so 
zusammenfassen, daß (von dem Faktor p abgesehen), p hierin nur in ge- 
raden Potenzen vorkommt, so daß p* durch q ersetzt werden kann. Zwei 
Parameter p, deren Produkt 6 ist, ergeben dasselbe Tetraeder. 

8. Die Substitution 20) 
ergibt die Bedingungsgleichung 

(36) f* - x(x + - 1) - 9 ■ 2 (x + 1) + (* - 1)J. 

üm nun eine weitere partikulare Lösung zu erhalten, setzen wir 
&(x -l)-»-2(/+l) = 0, 

als ° ,_!4S±fi, 

X— 1 

die Bedingungsgleichung wird dann zu 

x = 2j>* 

es ist mithin 

2 (2p« + 1) 

Hieraus leiten wir den folgenden Typus ab. 

Typus IV eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 
a =. 4 (4g* + 16?» + 5ff + 1)(168»+ 20«*+ 16? + l), 
b = (2g + l)(2 fl - l)(4g» + 12g + l)(«0g* + 12g + 5), 
C - (2 3 + 8)(6fl + l)(l6g< + 48g s + 72«* + 12g + 1) , 
J - 2(2« + l)(2« - l)(2j + 3) (6 9 + l)(4g 2 + 12g + l)x 

X(4g 3 + 16g s -f 5g -f l)(l6g s + 20g s + 16? + l), 
3P- J • 3 (2g + l)(2g - l)*(2g + 3) (6g + l)>/g\ 
. (2 g +l)(s 9 + S)(6g + l) 2g(2g + S) 2(2g + 1) 

* - T2g-i)» ■ * ♦--•iTT-' *" 2,-1 

16g» + 20g« + 16g-f 1 4,»+l«j+J_ „__«« + ! 

' i(4 f "+l~6j» + *«+!) P (2g + l)(2g-l)' * 2g + » 

(2 g +1)^-1) '^ 
g(20g« + 12g + 6) 

(2g- 1 (2g + 8)(6g+_l) _ w 
16g 4 -f 48g s + 72g» + 12g -f 1 " * ' 

9. Wir gehen wie im vor. Artikel von der Substitution 20) 

($5) 

aus, welche die Bedingungsgleichung 

(36) f* = *(* + - 1) - 0(2* + 2) + (*- 1)J 

zur Folge hat, und wählen 

<r = p'x. 
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Der Ausdruck, der zu einem Quadrat zu machen ist, heißt dann 

(x + 1)[*V - *V + 2j> 8 ) + *(- 2p s + 1) - 1]. 

In Übereinstimmung mit dem bekannten Fermat-Eulerschen Verfahren 
setzen wir 

*V - **(p* + 2p 8 ) + *(- 2p s + l) - 1 - (* + l)(ar;> 8 + «)», 

bestimmen u so, daß außer den dritten Potenzen von x auch die zweiten 
verschwinden, nehmen also 

u p 8 - 1 

und lösen die Gleichung nach x auf; es wird 

(j»*+J)« + l 

Hieraus folgt 

(p« + !)»+! 

Auf diese Weise gelangen wir zu dem 

Typus V eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 

2)(« + 4)0/+ !)(«" + 2g + 2)(g< + 4g 3 + 16g 8 + 36g + 16), 
b - 2(g 8 + 4g + 8)(g» + 7 g 8 + 5g + 4)(g* + 2g» + j*+ 5g + 4), 
C - g(g + 3)(g 8 + g + 4)(g« + 4g 5 + 6g 4 + 24g 3 + 82g* + 80g + 32), 
J-q(q- 2)(g + 3)(g -f 4)(g 8 + g + 4)(g 8 + 2g + 2)(g» + 7g 8 + 5g + 4) 
X (q* + 2g 8 + g 8 + 5g + 4)(g 4 + 4g s + 16g 8 + 36g + 16), 

T - J- Jg(g - 2)(g + 3)(3g + 4)(g 8 + g + 4)(g 8 + 2g + 2)V~q. 

«(9 + 8)(«' + «+_4) (g J •_+ g + 4)(« , -f-2g + 2) = g»-f2g +_2 

^ (3^4.4)« • • v g*(g — s)(9 + 3) ' g — 2 1 

g 4 -(- 4g s -f 16 g« -f 36g + 16 _ g«4_j|g»-f g»4_6g4-4 J?(?J" 3) 

* ~~ (« — «)(« + 4) (« ? +äg 4- *) ' P ~ «*+ + + * 1 y ~ 1 

(g-2)(g»4-2g4-2) v - 2(8 « + 4) 

(3g + 4)(g»4-i) K9, «(«■ + *« + *) K9 ' 

_g(g + 3)(3g- r .4)(g'4-g + 4) w; 

g« 4- 4 9 & 4- 6g* + 24g» 4- 82g» > 80g 4- 82 ' 

10. Wie für die vorigen beiden Typen benutzen wir die Substitution 20) 
oder vielmehr die ihr gleichbedeutende 31) 

mit der zugehörigen Bedingungsgleichung 

(38) f* - x(x - l)&[0\x 4- 1) 4- 29(x - 1) 4. (x 4- 1)1, 
an deren Stelle die folgende treten kann: 

9*(x 4- 1) 4- 2*(x - 1) 4- 0 4- 1) = 
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die durch rationale Werte von x und n zu lösen ist. Sie ist in & 
quadratisch. Die Diskriminante der quadratischen Gleichung 

d*(x* - 1) + fr[2(x - 1)« - « 8 x] + (x 8 - 1) - 0, 

■ 

welche die Gestalt 

B = x(4x - 4 - n 8 )(- Ax - x* 8 + 4) 
annimmt, soll ein Quadrat werden; setzt man 

x — — **, 

so wird 

B wm « s (n 2 -f 2) 8 (5n 8 -f 4), 

es ist mithin 

5« 8 + 4 

zu einem Quadrat zu machen. Dies geschieht, wie man leicht findet, für 
es ist also 

zu nehmen. Führt man dies in die obige quadratische Gleichung ein, so 
ergibt sich als eine Wurzel 

« (e+ l )(j>+ 6 >(p , - 2 p + 5 ) 

(J>-1)(1> -*)(*>• +2j> + ö)' 

während die andere Wurzel von dieser nicht wesentlich verschieden ist. 
Man gewinnt auf diese Weise den folgenden Typus: 

Typus VI eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 
a = (p» + 9 p 8 + 1 6p 7 + 58p 8 - 4 1 6p 5 + 290p 4 + 400p 8 + 1 1 25p 8 + 3 1 25> 
X O 10 + 9p 8 - 16p 7 + 58p 8 + 416p 5 + 290p 4 - 400p* + 1125p» + 3125), 
6 - (p + l)(p — l)(p + 5)(p — 5)(p 8 + 2p + 5)(p 2 - 2p + 5) 

X (p 8 + 4p + 5)(p 8 - 4p + 5)(p 8 + 12p« + 214p 4 + 300p« + 625), 
c=8p(p 8 + 5)(p 4 -2p 8 + 25) 

X (l> 18 + 6i> 10 - 89p 8 + 1364p 8 — 2225p 4 + 3750p 8 + 15625), 
J - 4p (p + l)(p - l)(p + 5)(p - 5)(p 8 + 5)(p 8 + 2p + 5)(p 8 - 2p + 5) 
X (p 8 + 4 p + 5)(p 8 - 4p + 5)(p 4 - 2p 8 + 25) (p 10 + 9p 8 + 16p 7 + 58p 8 
- 416p 5 + 290p 4 + 400p 8 + 1125p 8 +3125)(p 10 +9p 8 -16p 7 + 58p* 
+ 416p 5 + 290p 4 - 400p 8 + 1125p 8 + 3125), 

1 - J ■ ^ P\P + ~ 1)(P + 5)(p-5)(p 8 + 5)(p 8 -5)(p 8 + 2p + 5) 

.X(p 8 -2p + 5)(p 4 -2p 8 4- 25), 
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(p» + 5)(p» + 2p + 6)(p'- 2p + 6)(p 4 — 2p' + 25) (p» + 5)(p' — 5)» 

* »V<J» + i)d»-l)(/» + 6)(P-6) ' VS ~2 s p(p 4 -2p» + 25,' 

«v (P+l) (p + 6 ><P*-Jp + 6) 
(P - 1)(P - 6) <P* + »* + *>' 

pto _(. 9p* _|_ 16p» 4- 68p« — 416p» + 290p 4 + 400p» -f 1126p» + 8125 
ö p 10 + 9p 8 — 16p T + 68p 6 + 416p s + 290p« - 400p» + 1125p» + 8125 ' 

o (i»+i)(p±ft)(p!±*j»+»)(j» , -*p+ a . p 4 -jp»+2ö 

P ~(p-l)(p-ö)(p•-8p+&)(P , + 4p + &) , y ™ 4j»(p" + 5) ' 

p'-5 2 p(p + l)(p-l)(p + 5)(p-5)(p» + 2p + öKp»-2p-r-6) 

C = 



2p ' (p* — 6)(p 8 + 12p a + 214p 4 + 300p»+ 626) 

2 4 p«(p» + 5)(p» — 5)(p« — 2p» -f 25) 



p 1 » -f 6p 10 — 89p 8 -f 1864p 9 — 2225p 4 -f 3750p» + 15625 
11. Der Substitution 29) 

(39) t-J±f 
entspricht die Bedingungsgleichung 

(40) P = (y- + y)0* • 2 + *(y - 1) + öf + l)]. 

Wir setzen 

y - 1 - 2p 8 , 

dann lautet der Ausdruck, der zu einem Quadrat zu machen ist: 

y 8 - »[* + (2p» + 1)][0 8 + #p* + (P* + 1)J 

Hierfür lassen sich nach dem Fermat-Eulerschen Verfahren partikulare 
Lösungen finden. Der Ausdruck wird für # — 1 zu y 8 — (2p 8 + 2) 8 , also 
ein Quadrat; wenn wir daher 

0 = v+ 1 

• 

setzen, so ist nicht nur der Koeffizient von v 4 , sondern auch das von v freie 
Glied ein Quadrat; es wird 

f - v * + v 8 (3p 8 + 5) + v 8 (2p 4 + 11p 8 + 10) 

+ v • 2(p 8 -MXV + 5) + 4(p 8 + l) 8 , 

und wir können setzen 

^ & [ v » + vtt -2(p 8 + l)] 8 , 

wo « so zu bestimmen ist, daß nach Gleichsetzung der rechtsstehenden 
Ausdrücke auch die erste Potenz von v verschwindet. Dies gibt 

p<_30/>»_31 
V " 8(3p» + 5) » 

also 

(p»-3)» 
8(3p» + 5)' 

Auf diesem Wege erhält man den 

Typus VII eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 

(«7 + 1)(6« + _ 4-9(9 + 1) ^ = (g-3)' 

V 8«2(3---31i(8g4-ft;' ' ä~31 ' 8(83 + 6) 
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Auf die Wiedergabe der Ausdrücke für die übrigen Großen dieses -Typus möge 
hier verzichtet werden; man findet sie leicht nach den Angaben des Artikels 2. 

12. Wie aus dem vorhergehenden ersichtlich ist, hat es keine Schwierig- 
keit, auf ähnlichem Wege weitere Typen von Tetraedern der verlangten Art 
aufzustellen; ich gehe daher nicht weiter darauf ein. Wohl aber soll gezeigt 
werden, wie man, von bekannten Typen ausgehend, neue gewinnen kann. 
Es ist wiederum das Eulersche Verfahren 1 ), das uns dazu führt. 

Schon oben wurde erwähnt, daß eine unmittelbare Anwendung dieses 
Verfahrens auf die Gleichung (8) zu nichts Neuem führt. Wir wandeln 
daher die Gleichung (8) durch eine der im Artikel 5 angegebenen 36 Sub- 
stitutionen um; welche wir wählen, ist, von wenigen Ausnahmen abgesehen, 
gleichgültig. Der Substitution 21) 

(«) *-?'+, 

entspricht die Bedingungsgleichung 

(42) f - - y &[* + (y - l)] [fr 2 + fr ( - y + 2) + (y + l)] , 

an deren Stelle eine der folgenden beiden in fr quadratischen Gleichungen 
treten kann, in denen m und « rationale Zahlen bedeuten; 

(43) y [fr» + fr (- y + 2) + (y + l)J = - m 2 fr [fr + (y - 1 >J , 

(44) fr* + fr (- l) + 2) + (y -f 1) = - , f *yfr [fr + (y - l)] . 

Wir legen die Gleichung (43) zugrunde; sie lautet, nach fr und y geordnet, 
(43a) fr s (y + ro 2 ) + frf- y* + y (2 + m*) - m*] + y' + y - 0 
(43b) y 2 ( - fr + 1) + y \ »* + fr (2 + nr) + 1] + fr (fr - l) m 2 - 0. 

Hat man nun irgend ein Tripel qp 0 , i// 0 , fr 0 , das, für tp, fr eingesetzt, 
den Gleichungen (14) und (15) genügt, oder, was dasselbe ist, irgend ein 
Wertepaar ty 0 , fr 0 , das die Gleichung (8) löst, so bestimme man y# den zu- 
gehörigen Wert von y, aus (41), sowie den entsprechenden Wert von m 
aus (43). Zu m und y 0 gehört dann außer fr 0 noch ein zweiter Wert fr, 
für fr, der aus (43a) rational zu erhalten ist; man findet 

B y 9 ( y 0 4- *) 

Die Elimination von »m mit Hilfe der Gleichung (43), in der fr 0 und y 0 an 
die Stelle von fr und y zu treten hat, ergibt 

o. _ (y. + 1) f*o + (y»_- Dl 

1 * 3)- (y e -f i)' 

und die weitere Elimination von y 0 mit Hilfe der Gleichung (41), in der 
i^, fr, y durch y v fr 0 , y 0 ersetzt wird, liefert 

» l*P L^o + ») (». + !)+(»» Z_\ )] 

! ~ *.i!» t -i)(*, + i) + <-»#,-i)" 

1) Vgl. diese Berichte, 5, SO, 1906; 6, 9 und 10, 1907. 
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ip, erhält man nunmehr aus der (41) entsprechenden Gleichung 



#, + !' 

und qp, entnimmt man aus der Gleichung (9), in der <p v tf/„ 9 t für qp, tf>, 
d zu schreiben ist. Aus einem Tripel qp 0 , tp 0 , O 0 gewinnt man auf diese 
Weise (nach Vertauschung von <jd, mit OJ das folgende Tripel 

m [».(VH)+lJ[».(».+i) + (»«-i)] . _*Jftd »,-D(VM)+ (-«*.-! )] 
* *.(**,-0(*;+ n + (-3^-i)' Vl ' *."(*. + i) + *.(3> 0 -i)-i"' 

1 [* Ä + i) + 1] [»o (*o - 1) - + Dl ' 

Die Ausdrücke sind, da sie nur tp 0 und 0 0 enthalten, unsymmetrisch und 
wenig übersichtlich; viel einfacher gestalten sie sich, wenn man mit Hilfe 
der Gleichung (9), in der tp 0 , O 0 an die Stelle von g>, tf, fr zu setzen 
ist, in geeigneter Weise <p 0 einführt; man erhält dann den folgenden Satz: 

Aus einemTripel cp = g> 0 , t/» = %, # = # 0 , welches die Gleichungen 

(14) <pt/>0 — y& — #<P — — <P — V ~ & + 1 = 0 

1 

(15) qptffr — Jfc 1 

rational löst, erhält man ein neues qp„ y v 9 t durch die Gleichungen 

Da hierbei jedes Tripel nach den Darlegungen des Artikels 3 in 
achtfacher Weise zugrunde gelegt werden kann, ergibt jeder bekannte Typus 
eines Tetraeders der verlangten Art durch erstmalige Anwendung der 
Gleichungen (45) acht neue Typen: durch wiederholte Anwendung läßt das 
Verfahren eine unbegrenzte Vermehrung der Typen zu. 

Wäre man, statt von der Gleichung (43a), von (43b) oder von (44) 
ausgegangen, oder hätte man eine andere der obigen 36 Substitutionen ver- 
folgt, so hätten sich, falls man nicht zu schon Bekanntem zurückgekommen 
wäre, Ausdrücke ergeben, die sich von den obigen (45) nur nach den An- 
gaben des Artikels 3 unterscheiden. 

13. Uro das vorstehende an einem Beispiel zu erläutern, wollen wir die 
Gleichungen (45) in zwei Fällen auf den Typus I, anwenden. Die ihm ent- 
sprechenden Ausdrücke für 9, 1^, 0 bezeichnen wir mit g^,, <h t , setzen also 

"37+2 ' 9 -T' = g-T' 

Den Typus I,», den wir erhalten, indem wir diese Ausdrücke für <p 0 , 9 0 
in (45) einführen, lassen wir beiseite und gehen sogleich dazu über, 

90 - 9h • * — **» * *° &1> 
in die Gleichungen (45) einzusetzen. Wir erhalten auf diese Weise den 
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Typus Ijb eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 
a - 2 (2g + 3) (g» + 4) (f* + 3.2 + 1) (g 3 + ftf* + 9g + 1), 
* - (« + 4) (g 8 - 4g - 2) (5g» + 4g + l) (g s + 12g» + 8g + 4), ' 
c = (g - 1) (3g + 2) (g* + 7g + 2) (g< + 12g» + 58g* + 44g + 10) 
J - (g - 1) (g + 4) (2g + 3) (3g + 2) (g* + 3g + l) (g 8 - 4g - 2) X 
X («* + 7g + 2) (g 8 + 12g» + 8g + 4) (g* + 14g* + 9g + l), 

J * («- 1) (2g + 3) (3g + 2) (g 8 - 4g - 2) (g 8 + 7g + 2) ]/g\ 
_ (ag + 2)(g* + 7g + *> _ (g-iK g^g+g) « = q(M + *)_ 

(f — l)(f*-?4« — t) * ( 2 9 + 8M8g-|-2) ' g* — 4g — 2' 

(2g + 3)(g' + 8g+l, g» + 12g» + 8g + 4 (g- D(8g + 2) 

C= g« + Ug» + 9g + l ' P " (g + 4)(g« — 4g — 2)' ' ~ g»+7g + 2 ' 
2{2g + 3)^~ 7 t_4 9 -_2 (g-l)(» g + *)(g ' + 7g + 2) w 

g« + 4 ö *"ö g » + 4g+l ' g (g« + 12g s + 58g* + 44g + 10) ' q ' 

14. Gehen wir dagegen von 

<Po — — <Pi, ■ — ^ . #o ■ *i a 

aus, so gelangen wir auf diesem Wege zu dem 



Typus I^c eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 
a - (g + 4) (8g 8 + 12g + 5) (8g s + 13g + 4) (16g 8 + 49g 8 + 44g + 16), 
b - (4g + 1) (4g* + 13g + 8)(5g 8 + 12g + 8) (16g s + 44g 2 + 49g + 16), 





a 


6 


c 


J 


T 


<P 




9 


1 


208 


195 


14« 


18 650 


611620 


6 


32:7 


7:3 


2 


888 


876 


633 


223860 


37 608480 


7 


6 


27:14 


3 


1804 


1479 


1183 


870870 


214582368 


21 


22:7 


24:11 


4 


2481 


2296 


2176 


2277 660 


1408038 660 


14:8 


11:3 


22:7 


6 


2878 


2 748 


1825 


2419950 


1855172000 


16:2 




49:24 


6 


8111 


2 639 


2180 


2 881010 


1686865 600 


66:6 


10:8 


7:3 


7 


6512 


6215 


1887 


4919460 


1377 448800 


106 


6 


10:7 


8 


8484 


6 625 


6 409 


20980050 


30546952800 


13 


39:14 


21:8 


9 


11276 


10136 


8619 


41861820 


103147 524480 


48:7 


11:3 


28:11 


10 


1969Ö 


16448 


13078 


106675680 


823 290060800 


16 


49:15 


629:240 


11 


32 708 


31493 


24525 


368 382970 


2 686 767 314240 


63:11 


9:2 


77:32 


12 


36 743 


33800 


18777 


315 254940 


1553676 344 320 


192:11 


88:7 


7:4 


13 


72779 


59 695 


46904 


1392 990060 


12871 228164400 


270:11 


22:7 


16:7 


14 


68276 


67 607 


53 669 


1495283 790 


21369899699648 


231:29 


22:7 


87:32 


15 


84175 


82 737 


20752 


867165320 


4896071187 840 


36 


289:28 


9:7 
21:8 


16 


87 200 


78477 


68237 


2564 840880 


49 778 995069 440 


189:29 


29:8 


17 


136966 


130389 


93 275 


5826450630 


166098805061680 


629:77 


14:3 


24:11 


18 


146120 


136661 


131489 


8201858660 


308140511273600 


33:7 


385:108 


16:5 


19 


286677 


248600 


209 963 


25416 782 820 


1456 076654192160 


639:62 


31:9 


22:9 


20 


618875 


516327 


56648 


14621907300 


207163182626 400 


322:8 


22 


77:69 


21 


603704 


597139 147 693 


43958902260 


2 004 314 940325152 


177:7 


822:27 


69:46 


22 


766 204 


691227 


517 427 


152536060110 


14217337083036704 


611:19 


64:19 


168:73 


23 


869023 


832600 327 827 


135 797 628500 


11928680524 437 600 


506:21 


217:83 


46:31 



Digitized by Google 



50. Sitzung, 27. Februar 1907. 53 

c = 4 (g + 1) (g - 1) (2 g + 3) (3? + 2) (32g* + 152g s + 257g'+ 152g + 32), 
J = 2(4 + 1) (g - 1) (2« + 3) (3? + »)(« + 4) (4g + l) (4g* + 13g + 8) X 
><(8« > +13fl + 4)U6«»-M4« t +49« + 16)(l6g»+49g»+44g+ 16), 

r - / • 2 s (« - 1) (2? + 3) (3g + 2) (4g* + 13g + 8) (8g 8 + 13g + 4) Y'q, 
(3g + 8) (4g ' -f 13g + 8) (8g + 8)(8g» + l8f + 4) 8 g»-f l8g + 4 

* 8 f ( t -iK*« + «) 1 v S(g-i)(3g4-2) ' 4g'-f i3g+8' 

16g» + 49g' + 44g-M6 (4g + 1^4g« + 13g + 8» (2g + 8)(8g+8) 

(g + 4) (8g'+18g + 4)' ? = 16g» + 44g« + 4*« + ? " 2(g + 1) (g - 1)' 

8g» + 13g+4 y-^ b _ 4 g«+13g + 8 



ü = 



g (8g* + 12g + 6) 

_ 4 ig — 1> (2g -f 8i i8g + 2) 
32g 4 -f 162 g 8 -f 257 g* -f 152 g -f 32 



6g'+i2g + 

Vi* 



15. Zum Schluß mögen einige Zahlenbeispiele in einer Tabelle zu- 
sammengestellt werden. Dabei bedeutet z. B. H s das dritte der acht von 
Hoppe angeführten Beispiele, ferner z. B. II (2), daß das Beispiel sich aus 
dem Typus II für p =» 2 ergibt. Es zeigt sich dabei die Merkwürdigkeit, 
daß ein Beispiel gleichzeitig verschiedenen Typen angehören kann. — Es 
ist ersichtlich, daß Hoppes acht Beispiele in den Typen I — VI für be- 
sondere Werte des Parameters auftreten. Das Beispiel 10 dagegen ist 
dasselbe, das diese Berichte 6, 16, 1907 mitgeteilt wurde; es ergibt 
aus dem Typus VII für p — 1. 
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Das Aon st sehe Problem der Kurventheorie. 

Von E. Salkowski. 

1. Konstruiert man in allen Punkten einer Raumkurve die Schmiegungs- 
kugeln, so erfüllen deren Mittelpunkte eine Kurve, die mit der Ausgangs- 
kurve parallele Hauptnormalen hat, während ihre Tangenten den Binormalen, 
ihre Binormalen den Tangenten der gegebenen Kurve in entsprechenden 
Punkten parallel sind. Konstruiert man auf dieselbe Weise die Kugeln, die 
ihrerseits die Kurve der Schmiegungskugelmittelpunkte vierpunktig berühren, 
so erhält man als Ort ihrer Mittelpunkte eine Kurve, die mit der ursprüng- 
lichen Kurve in entsprechenden Punkten parallele Tangenten, infolgedessen 
aber auch parallele Bi- und Hauptnormalen besitzt. Die so abgeleitete 
Kurve kann im speziellen Falle mit der Ausgangskurve kongruent sein. 
Aoust 1 ) hat sich mit der analytischen Bestimmung dieser Kurven beschäftigt, 
ohne die Aufgabe allgemein lösen zu können. R. Hoppe*) nahm dann die 
Frage wieder auf und erledigte sie mit Hilfe der ihm eigenen Methoden 
der analytischen Kurventheorie. Eine geometrische Behandlung des Problems 
liegt bisher noch nicht vor. 3 ) Es bietet daher vielleicht ein gewisses Interesse, 
zu zeigen, wie die geometrische Anschauung in diesem Falle unmittelbar 
ein Resultat ergibt, das den analytischen Methoden zunächst nicht un- 
erhebliche Schwierigkeiten bereitete. 

2. Es seien P n P,, P 3 , P 4 Punkte einer gegebenen Raumkurve (P), 
M l der Umkreismittelpunkt des Dreiecks P 1 P t P s , K x der Mittelpunkt der 

Kugel durch P,, P„ P„ P 4 . In 
der Grenzlage bedeutet dann M x 
den Krümmungsmittelpunkt der 
Kurve (P) im Punkte P„ K x ihren 
Schmiegungskugelmittelpunkt. Denkt 
man sich die Konstruktion, durch 
die man K x erhielt^ für die Punkte 
P 8 , P 8 , P v P 5 usw. fortgesetzt, so 
erhält man weitere Punkte K sy 
K i . . ., die, wenn die Punkte P 
einander unbeschränkt nähern, die 
Kurve der Schmiegungskugelmittel- 
punkte (K) erfüllen. Es ist bekannt, 
daß die Kurve (K) die Gratlinie 
der von den Normalebenen v der 
gegebenen Kurve eingehüllten abwickelbaren Fläche ist, daß also die 
Krümmungsachse M 1 K t Tangente und die Normalebene v x von (P) 
Schmiegungsebene von (K) ist. Der Krümmungsmittelpunkt b\ der Kurve 




1) Bulletin de la soci^te math. 7 (1878— 1879V 

2) Archiv der Math. u. Phys. (1) 66, 886—396. 

3) Vgl. W. Schell. Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung. 
Leipzig 1898. Schlußwort S. 163. 
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A im Punkte K x liegt demnach in der Ebene v x , und zwar so, daß K x N x \\M x P l 
ist. Der Schmiegxmgskugelmittelpunkt />, liegt senkrecht zu v, über dem 
Krümmungsmittelpunkt N x und die Krümmungsachse N X L X der Kurve (/f) 
ist Tangente an die Kurve der Punkte L. Daraus folgt, daß L x L % j P x P, 
ist, also die Kurven (P) und (X) parallele Tangenten besitzen. Setzt man 
nun M X K X = h y N X L X =» 7^ und X X N X ™f"n so ist aus der Figur zu 
entnehmen, daß die Koordinaten des Punktes L x bezüglich des Fundamental- 
trieders der Kurve (P) im Punkte Pj der Reihe nach Ä 1? h y (r — r x ) sind. 

3. Soll nun die Kurve (/>), wie das Aoustsche Problem verlangt, der 
Kurve (P) kongruent sein, so muß L x — P x P„ also auch 1\ L x — P t L t = e 
sein, d. h. entsprechende Punkte der Kurven (P) und (/,) haben eine kon- 
stante Entfernung e voneinander. Für die analytische Darstellung dieser 
Aoustschen Kurven ist wichtig zu bemerken, daß, wenn (o, e) den Winkel 
zwischen der Binormale und P X L X bezeichnet, die Bedingung 

(1) h — e cos (6, e) 

für sie notwendig und hinreichend ist. 

4. Die Konstruktion derartiger Kurven ergibt sich durch einen ein- 
fachen Grenzübergang aus der folgenden Herstellung von zwei parallelen 
Polygonalzügen. Man nehme drei Punkte P v P 8 , P 3 beliebig so an, daß 
P, P 8 = PjP 3 = ds wird, ferner drei Punkte L xy Z f , L z derart, daß 
L x L t # PiPn -^j-^s 1t" PjPj- M&n legt nun durch P, die Orthogonal - 
ebene v x zu P|P t , sowie die Orthogonalebene v, zu P 8 P| durch P,. Der 
Schnittpunkt der beiden Normalebenen mit der Ebene G x des Dreiecks 
PjP,P 3 ist der Mittelpunkt M x seines Umkreises. Verlängert man L x L t 
bis zum Schnitt N t mit der Normalebene durch P x und zieht N X K X || P X M X , 
so erhält man in dem Schnittpunkte K t dieser Parallelen mit der Schnitt- 
geraden p x der Ebenen v x und v t den Mittelpunkt einer Kugel, die P,, P 8 , P s 
und den folgenden noch zu bestimmenden Punkt P 4 des Polygonal zuges (P) 
enthält. Jetzt ist noch das Gesetz willkürlich, das die Lage des Punktes 
P 4 auf der Kugel bestimmt. Dieses kann etwa durch eine Vorschrift gegeben 
sein, nach welcher die Ebene P 8 P 9 P 4 von der Ebene <s x abweicht. Wird 
diese gegeben, so lege man durch P S P 8 die Ebene, die den vorgeschriebenen 
Winkel du mit a x bildet, und nehme auf ihrem Schnittkreise mit der Kugel 
um K x den Punkt P A so an, daß P 8 P 4 — ds wird. Dies Verfahren wird 
fortgesetzt, um aus P,P 8 P* einen Punkt P 5 zu erhalten, u. s. f. Läßt 
man die Punkte P v P s , P s sich unbeschränkt nähern, so ergibt diese Kon- 
struktion eine gesuchte Kurve, bei der der Torsionswinkel 

du = q>(s)ds 

in beliebig vorgeschriebener gesetzmäßiger Weise von der Bogenlänge ab- 
hängig ist. 

Das die Veränderlichkeit des Punktes P 4 einschränkende Gesetz kann 
aber auch durch die Bedingung gegeben werden, daß die gesuchte Kurve 
einer beliebig gegebenen Fläche angehört. Daraus ist ersichtlich, daß man 
im allgemeinen auf jeder Fläche von einem Punkte P, nach P 8 und P 5 be- 
liebig fortschreitend, sodann L x L t ft PiPj» L t L z # P 2 P 8 willkürlich im 
Räume annehmend, eine Kurve der verlangten Art konstruieren kann. 

6« 
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5. Eine nähere Untersuchung der Aoustschen Kurven wird indessen 
auf ihre analytische Darstellung nicht verzichten können. Während aber 
Aoust auf eine lineare Differentialgleichung vierter Ordnung kam, die erst 
von Hoppe durch die zufällig erscheinende Kenntnis partikulärer Integrale 
gelöst wurde, führt die Gleichung 

(1) A - e cos (6, e) 

sofort zum Resultat. Bezeichnet man die konstanten Richtungskosinus der 
Geraden e mit er, |S, y, die der Binormalen b mit a, b\ c, und benutzt 
die durch intinitesimalgeometrische Überlegungen leicht herleitbare Formel 1 ) 

" du' 

in welcher r den Krümmungsradius und 

du = zds 

den Schmiegungswinkel bedeutet, so lautet die Gleichung (1): 

(2) *:_ e («a'+jW'+ ye y 

Zur Bestimmung der Ausdrücke für die kartesischen Koordinaten der 
Aoust scheu Kurven kann man sich mit Vorteil der Methode der Zuordnung 
durch parallele Tangenten bedienen, die in einer früheren Mitteilung dar- 
gestellt und auf andere Aufgaben der Kurventheorie angewandt worden ist.*) 

6. Sind A r , F, Z die Koordinaten eines Punktes einer beliebigen Raum- 
kurve, so werden die Koordinaten der Punkte aller Raumkurven, die mit 
(XYZ) parallele Tangenten, also gleiche Krümmungs- und Torsion swinkel 
haben, durch die Gleichungen 



^dS 

X 



(3) «-/f«, ■-/£«. —j 

dargestellt. Hierbei bedeuten JT, X, dS Krümmung, Torsion und Bogen- 
dement von (XYZ). Ist nun (XYZ) eine beliebige und (x, y, g) eine 
Aoustsche Kurve, so wird 

(4) r= \ =ej{«a'+ßb'+yc')du, 



eine Gleichung, in der a, b\ c die Richtungskosinus der Binormalen von 
(X, Y y Z) und 

du - TdS 



1) W. Schell. Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung 
Leipzig 1898. S. 61. 

2) E. Salkowski. Zur Bestimmung der Raumkurven, für welche zwischen 
Krümmung, Torsion und Bogenlänge eine gegebene Gleichung besteht. Diese 
Berichte 4, 64-69. 
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gesetzt ist. Führt man diese Werte in das System (3) ein, so erhalt man 
die gesuchten Gleichungen der Aoust sehen Kurven: 

x - ef K(J\aa' + ßb' + yc)TdS)dX 

y = cf K(f(aa'+ ßb' + yc')TdS)dY 

z - e fx(f(aa' + ßb'+ yc')TdS)dZ 

s - e fz(f(*a' +ßb'+ yc) TdS)dS. 



Gleichungen erweisen sich als sehr geeignet zur weiteren • Unter- 
suchung der betrachteten Kurvenklasse. Insbesondere bestimmt man leicht 
in expliziter Form die zu ihr gehörigen Schraubenlinien, unter denen einige 
bemerkenswerte Kurven auftreten. 

7. Die Aou stachen Schraubenlinien. — Alle Schraubenlinien, für welche 

das Terhältnis der beiden Krümmungen * denselben konstanten Wert m 

hat, lassen sich durch parallele Tangenten aufeinander beziehen, voraus- 
gesetzt, daß die Achsen der Zylinder, auf denen sie geodätische Linien sind, 
parallel gestellt sind. Man erhält daher, abgesehen von der Lage im 
Räume, alle Schraubenlinien der verlangten Art, wenn man für X, Y, Z in 
die Gleichungen (4) und (5) die Koordinaten der geodätischen Schrauben- 
linien eines geraden Kreiszylinders einsetzt, also 

X = cos v, Y sin v, Z =» mv 

wählt. Dabei wird 

^, — m sin p ^, m cob v , — 1 

Hieraus ergibt sich 

(4') r — — t (ma cos v + mß sin v — yv) + C. 

1 /Ii 

Oder, wenn 



ß 



-tgy 0 



gesetzt wird: 



1+m' 2B 

r iA sin (t> -f v 0 ) — 2Sv + C. 



Es bedarf nur einer Drehung des Koordinatensystems um den Winkel r 0 , 
um die einfache Formel zu erhalten: 

r ^ AA sin v — 2Bv + C, 
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eine Gleichung, in der A, 2?, C willkürliche Konstanten sind. Hieraus er- 
gibt sich durch Ausführung der Quadraturen in den Gleichungen (5) aU 
explizite Darstellung der Aoust sehen Schraubenlinien: 

X = 1 -f m ^ A ( sin 2 v — 2t?) — (%Bv — C) cos r + 25 sin v] 

C 5 ') [y — j + ^l Ä cos 2v + (' 2Bv — c ) sin * + 2£ cos v] 

Daß unter diesen Schraubenlinien algebraische Kurven nicht vorkommen, 
ergibt sich leicht aus dem Umstand, daß die durch (5') dargestellten 
Kurven mit der Parabel 



die unendlich vielen Punkte, die den Parametern v = %kn entsprechen, ge- 
mein haben. Während also keine dieser Kurven gleichzeitig zwei algebrai- 
schen Flachen angehören kann, liegt jede von ihnen auf einer algebraischen 
Fläche. Aus zwei der Gleichungen (5'), etwa aus der zweiten und dritten, 
kann man nämlich cos v und 0 als Funktionen von y und t ausdrücken; setzt 
man die gefundenen Werte in die erste Gleichung (5') ein, so ergibt sich 
eine algebraische Beziehung zwischen den Koordinaten; dieser entspricht 
eine algebraische Fläche, der die Kurve angehört. Ist im speziellen 

so wird: 

(1 -f m °')x = - (2Bv - C) cos v + 2B sin v 
(1 + m*)y = — (2Bc — C) sin v — 2B cos t> 

Diese Kurve, deren natürliche Gleichungen 

sind, liegt demnach auf dem Rotationsparaboloid : 

(1 + m')V + y>) - (C* + 4 B*) - 4 * (1 + m s ) z. 

Die Linien konstanter Steigung auf einem Rotationsparaboloid mit verti- 
kaler Achse sind Aoustsch* Schraubenlinien. 
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Für den Fall, daß B = C = 0 ist, ergeben sich als natürliche Gleichungen 
der Kurve 

\ (1 +mV+r*= 16 ^'» 

während die algebraische Gleichung zwischen x, y, z die Form annimmt: 

A (1 + 
y 1 + w« 8im« r » 

d. h. d« 1 Kurven konstanter Steigung auf einem parabolischen Zylinder mit 
horizontalen erzeugenden Geraden geJtören zu den Aoustschm Kurven. 



Die Graßmannsche Fundamentalformel und die Additionstheoreme der 
Thetafunktionen von zwei Argumenten. 

Von E. Jahnke. 

Man kennt für die Additionstheoreme der Thetafunktionen eine große 
Zahl von Beweisen. 1 ) Ich knüpfe an die Caspary sehe Herleitung an, will 
mich aber auf den Fall der Thetas zweier Argumente beschränken. Caspary 
benutzt eine algebraische Identität, die ihn zunächst zu derjenigen Form des 
Additionstheorems führt, wo die Thetaquadrupel zu Göpel sehen Systemen 
von Charakteristiken gehören.') Diese Form möge die Göpel sehe Form 
des Additionstheorems heißen. Aus ihr gewinnt er in bekannter Weise die 
Riemannsche Thetaformel. Eine dritte Form des Additionstheorems ist 
diejenige, wo die Thetaquadrupel zu Rosenhain sehen Systemen von Charak- 
teristiken gehören. Sie möge die Rosenhain sehe Form des Additions- 
theorems heißen. Der Übergang von einer der drei Formen zur andern 
wird durch die Formeln der quadratischen Transformation vermittelt. 

Im folgenden will ich zunächst zeigen, wie sich die von Caspary 
benutzte Identität 5 ) aus der GraUmannschen Fundamentalformel für ex- 
tensive Größen ableiten läßt, um gleichzeitig einen neuen Beleg für die 
Fruchtbarkeit dieser Formel zu liefern. 4 ) 

Aus dieser Identität lassen sich alsdann zwei andere gewinnen. Man erhält 
so ein System von drei Identitäten der Art, daß jede von ihnen in jede 
durch quadratische Transformation übergeführt werden kann. Und diese 
Identitäten, welche sich zunächst auf Produkte von zwei Faktoren beziehen, 
lassen sich auf Produkte von beliebig vielen Faktoren verallgemeinern. 



1) KraziT, Lehrbuch der Thetafunktionen. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 

2) Die Bedeutung der Caspary sehen Identitätsmethode für die Theorie der 
Thetas ist neuerdings auch von Herrn Studv anerkannt worden. Am. Journ. 16, 
166—168 (1894). 

3) Journ. f. Math. 94, 84 (1882); C. R. 104, 1235 (1887) und Math. Ann. 80, 
674, 575 (1887). 

4) Vermutlich ist auch Caspary auf diesem Wege zu seiner Identität gelangt. 
Daß er eine andere Darstellung gewählt hat, dafür sind vielleicht äußere Gründe 
maßgebend gewesen. 



Digitized by Google 



•60 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 



Bei Anwendung auf die Thetas führt eine der Identitäten zur 
Riemannschen Thetaformel, die beiden anderen Identitäten zu der Göpel- 
schen und Rosenhainschen Form des Additionstheorems. Der Satz, daß die 
verschiedenen Formen des Additionstheorems durch quadratische Transfor- 
mation in einander übergehen, folgt dann aus dem erwähnten Zusammen- 
hang zwischen den Identitäten. Und die verallgemeinerten Identitäten gestatten 
die Ausdehnung der Additionstheoreme auf Produkte von mehr als vier 
Thetas. 

Dieser Zusammenhang zwischen den verschiedenen Formen des Additions- 
theorems ist natürlich wohlbekannt und besonders durch die Untersuchungen 
von Herrn Krazer klargelegt worden. Immerhin schien es mir von Interesse 
darzulegen, daß er für die Thetas nicht charakteristisch ist, in dem Sinne 
als er sich bereits bei den Identitäten vorfindet, denen die Additions- 
theoreme entstammen. 

Nebenbei ergibt sich auf diesem Wege eine Form des Additions- 
theorems, die mir neu zu sein scheint. 

1, Ableitung der Identitäten. — Unter der Graßmann sehen Fundamental- 
formel verstehe ich, wenn fl<, b t , f|, dt vier extensive Größen eines Gebietes 
vierter Stufe bezeichnen, die folgende Formel 1 ) 

[a,d, | Mi] - [Oi | &,][<*, | oi] - [a* | c t \[di | b,}. 

Bekanntlich lassen sich die extensiven Größen eines Gebiets vierter Stufe 
aus vier Einheiten — sie mögen 0|, es, e$, heißen — ableiten, wobei die 
Einheiten den Festsetzungen genügen: 

*i*a = - e M e t 



, (=0, l + * 



1=1.«. S, 4), 



Ich treffe jetzt über die Größen a<, b§, *i, rfi folgende Wahl: 

«i — «i *i + a s e» + «3 * 8 + « 4 *4 , b\ = ß t ev + ß\ ** — et — 0 3 *4 
a* = «i e i — « 2 e a + a 8 €» 8 — «4*4 , bt = ß t ei -f ß s et — ß%e% — ß x ei 

€H = «1*1 — «2*2 — «3*8 + «4*4, b% — /3 3 <*l -f ß A et — — ßt *4 

«« — «1*1 + «s*s — «a*» — «4*4, bi = frei + ß t e* — ß s en — &*4 

*i — y»*i + yi*a — 74*8 — 73*4, rfi = fi *i + <* 2 *2 + <*3*a + £4*4 
*s — y 4 *i + 73*2 — 72*8 — 71 *4, f/2 = di*i — <J«*2 + £s*t — £4*4 

*8 = 73*1 + y4*2 — 7l *8 — 7S*4 , dt — <Jl *1 — d 2 *2 — ^3*8 + <*4*4 
*4 = 7l*l + 72*2 — 73*8 — 74*4, ^4 — 0*1*1 + 0*2*2 — <*3*8 — ^4*4, 

1) Vgl. u. a. meine „Vorlesungen über die Ycktorenrechnung" Leipzig 1905, 
B. G. Teubner, S. 104. 
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wo die Ableitungszahlen cc iy ß 0 y,, 6 i sechzehn beliebige Parameter bedeuten. 
Alsdann nehmen die inneren Produkte der Fundameatalformel die Werte an: 

M»fe] (aßU (y^, [«!*] («y)*, [ftilA]— tf*)» 

[Ot|ftt] (o/J)ai, [<*|<i«] = -(yd)s,, [Ot\Ct] (ay) ai , [6g|ds] (jM)si 

(««44, [*|<*d- (y<J)44, [Oi|<J.]- («y)«* M*]- (/M)«,- 
wobei gesetzt ist 

(«i + *t & - «,/3 4 - a 4 0 8 ) 

(«0)»s ~ «i& - <*s& + «4 0l) 

(«ftll = - («1 08 ~ «« 04 + H ßl - «4 0s) 
(«0)44 " «1 ßi + «J 0! + «3 ß* + <*4 ^A- 

Die Bezeichnung, welche ich hier für die Indizes der (op angenommen 
habe, findet ihre Berechtigung in dem Zusammenhang der bilinearen Aus- 
drucke mit den Koeffizienten eines Orthogonalsystems, worauf ich später 
zurückkomme. 

Ich bilde weiter die äußeren Produkte a*<f 4 und 6|C# sowie das 
innere Produkt [af(f< | ft|C|J. Summiere ich endlich über i = 1, 2, 3, 4, 

so ergibt sich, daß die Summe J£[a t tl t | Ö4 C#J identisch verschwindet. 

t 

Hieraus entsteht die Identität 

f («ÄuM)ii + W)»s(y*)*3 + (««« + («ß)u(y*)u 



(1) 



Vertausche ich noch linker Hand 6 mit y, so bleibt offenbar die 
linke Seite ungeändert, da ja (yd) ls - (dy) 18 , (yd) 28 - (dy), 8 , (yd) 81 - (dy) 81t 
(yd) i4 = (dy) 44 . Demnach läßt sich die gefundene Identität wie folgt 

sn: 

- (y«)uOM)ii + (HbtfObi + (H31 (M31 + MuOTa- 



(2) 



Diese Identität kann in mannigfacher Weise umgeformt und ausgedehnt 
werden. Ich beginne mit ihrer Verallgemeinerung auf Produkte von mehr 
als zwei Faktoren. Zu dem Ende bringe ich die Identität (2) zunächst in 
eine andere Gestalt, indem ich nacheinander substituiere 

/ <$j d, d 8 SÄ / <$! d 8 d 3 dA / di d 8 d 3 dA 

\-d 3 d 4 -d, d,/' \-d 4 d 3 d 8 -d,/' V-d, -di d 4 d 8 /' 

4 

alsdann verwandeln sich bei den Koeffizienten (yd) l4 , («d) j4 , (/3<J) lt die 
Indizes 

12 23 31 44 
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nacheinander in 



23 


12 


44 


31 


31 


44 


12 


23 


44 


31 


23 


12. 



Der ursprünglichen Identität treten auf diese Weise drei weitere an die Seite. 
Führe ich jetzt zwei skalare Größen e ly e* ein, welche die positive oder 
negative Einheit bedeuten, dann lassen sich alle vier Identitäten in eine 
einzige zusammenfassen, so daß ich sagen kann: 

Das Prodult 

bleibt ungeütidert bei zyklisclier Yertauschung der Parameter a, j3, y. 

In dieser Gestalt laßt sich die Identität leicht verallgemeinern. Ich 
führe zwei weitere Parameterquadrupel e,, t/,. (i = 1, 2, 3, 4) ein und be- 
trachte den Ausdruck 

[(«P)n(y*)n + (*ß)n(y*)n + + W)a(r*)«K«*)ii 

+ [(««»(y*)» + («fltefra)», + («flu (y*)« + (««u(y^](^)» 
+ K««i,(r*)„ + («Ai&4m + + (y^K'^t 

Wende ich auf ihn nach einander die Substitutionen an, welche aus den 
vorhin benutzten hervorgehen, wenn ich d durch tj ersetze, dann nimmt der 
Ausdruck drei weitere Formen an. Und alle vier Formen lassen sich 
wieder unter Zuhilfenahme der Einheitsgrößen e lt e t zusammenfassen zu 
einem einzigen Produkt. Beachte ich noch das obige Resultat bezüglich 
des Produktes zweier solcher Faktoren, dann kann ich den Satz aus- 
sprechen: 

Das Produkt 

Kr*)« + *i(r^i + h(y*)u + Wr'W x 

— ^ — ^ * (; J ; j). 

Und so kann ich fortfahren und den Satz auf Produkte von »i Faktoren 
ausdehnen, worauf im wesentlichen die Casparysche Identität hinaus- 
kommt. 

Ich gehe nun zu einer anderen Umformung der Identität (1) über. Zu 
dem Ende genügt es, sukzessive die Vorzeichen von a n <r s , ß l , jS,; 
a n a st ß% ßi-> a v a v ßv ßs zu ändern, dann verwandeln sich 

O/ 3 )«, («ß)n, («ftti («ß« 
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(12) 


-(23) 


-(31) 


(44) 


(12) 


(23) 


-(31) 


-(44) 


(12) 


-(23) 


(31) 


- (44), 



wenn ich der Kürze halber (aß) ik — I >**) schreibe, und die Produkte 

(«r)»(0<Ois» («Y)n(ß*)m («Y)n(ß d \u («r)n(ßä)u 
verwandeln sich sukzessive in 

(21) (14) (42) (33) 

-(34) -(41) -(13) -(22) 

-(43) -(32) -(24) -(11), 

wenn für den Augenblick («y) ik (ßö) (k = (ik) geschrieben wird. Dabei habe 
ich gesetzt: 

(«y\i - «i Yi + «s Yi + «S*/4 + «iYi 
(«Y)u = «iYa- + "iYl ~ «4>'l 
(«r)« ~ - («lY* ~ a iY< ~ «s/i + a tYt) 

(«y)s3 - *lfl+ tt *Yi - «SY» ~ «iYt 

(«Y)u - «iY* ~ U %Y\ ~ «*Y* + «4^3 

(<*y)h («. /4 + « 8 y 3 - - a *Yi) 

(«y)is - «i Yi + «« )'4 + yi + «4>« 
(« y)*» - «i /i - «« y» + «s ys - « 4 y4 

(«y)« - — («iä - ff syi + a sy4 - a 4>'s) 
( tt y) 8 s - «i y 4 + y 8 + ««y* + «*yi 
(«y)i4 - «tys + c *y4 - w - «4y> 
(«y)n - «i yi - a *.Yt - + «474 

und entsprechend die (ßi) lk . 

Durch Addition der vier entstehenden Identitäten ergibt sich die 
Darstellung 

<5) i , (-i)n(«yX.(^) 1 .-(«y) 8 »(^) J ,-(«y),,(^) 8 .+ («y)4,,(^)4J> 



welcher ähnliche für die drei anderen Produkte an die Seite treten, d. h. 

die Produkte (a0)„(yÄ) lf , (a/3) M (y<J) 8 3> («ß)n(y&)n, la8Sen 
sich als Summen derselben sechzehn Produkte (*y) ik {ßd) ik (•'.*« »• *. ». <) 
darstellen. Man übersieht auch sofort, daß diese Summen von sechzehn Pro- 
dukten ungeändert bleiben müssen, trenn icli y mit ö vertausche. 

Noch auf eine dritte Weise will ich die Identität (l) umformen. 
Zu dem Ende knüpfe ich an die zuletzt gewonnene Identität (5) an. Ein- 
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fache Parameterpermutationen führen zur Darstellung von 4(aj3) u (y<J) w 
0 = i,s,3,4). Aus diesen vier Ausdrücken erhalte ich 

(6) j («flu (y«n + (««u(y')ii + (««11 b*)* + W)u(^)u 

I = (*V)u(ß*)u ~ («Y)u(ß*)u ~ (°y)n(ß*)n + («r) M tf *)u- 
Durch Anwendung der Substitutionen 
/«, «, o, bA / a, «, a 8 oA / a, « f a, aA 

\«, -o, o 4 -«,/' \-o, «« c t — a,/' -a, et, c,/ 

/•» <** «JA / *, tA /*, d t 6 S *A 

fließen aus ihr fünfzehn weitere Identitäten, die sich sämtlich zusammen- 
fassen lassen in das folgende Multiplikationstheorem: 



<««n 


(««« 


(««18 


(««14 


(y«n 


(y«$j 


(y«is 


(y«u 


-(««1« 


(««n 


-(««14 


(««i. 


x (y«« 


(y« M 




(y« M 


-(«»II 




(««11 


-(««., 


(y«»i 


(y« M 


(y«38 


(y^34 


(«fikl 


(«Ai 


-(««1, 


-(««,i 


(y«4, 


(y«4» 


(y«4, 


(y«44 


(«y)*4 


(«y)»* 


-(«y)w 


— («y)u 


(P*)u 




(P«14 




(«y)« 


(«y)a3 


~(«y)ss 


— («y)i3 


K (ß*)u 


0*«44 


-(/w)u 




-(«y)«- 


-(«y^»s 


(«y)w 


(«y)« 




(Mkl 


0*«44 


-(Mb« 




-(«y)si 


(«y)*i 


(«y)n 


-0")u 


-(Mm 


-(^«34- 





wo die Multiplikation so zu verstehen ist, daß die i-te Horizontale des ersten 
mit der &-ten Horizontale des zweiten Systems multipliziert, gleich dem Pro- 
dukt der entsprechenden Horizontalreihen des dritten und vierten Systems wird. 

Sehe ich die Ausdrücke für die Koeffizienten der vier Sechzehner- 
systeme (aß) iky (cty) ik , (ßö) ik i (yö) ik genauer an, so bemerke ich, daß sie 
Orthogonalsysteme bilden, deren Koeffizienten also — wenn sie allgemein 
mit g ik bezeichnet werden — den Bedingungen genügen: 

9n 9k\ + 9tt9k* + #,30*3 + 9u9u ™ 0 

9\ i 9 1 * + 9n9t k + 9n9ik + 9u9ik — 0 (>, * = i, *, a, 4 \ 

9a + 9< r i + 9 * + 0<'4 — <7 

#i 8 . + #1. + «7a* + 174* — 9 

Ihre Darstellung stimmt genau mit der Euler- Cayley scheu Darstellung 
der Koeffizienten eines Orthogonalsystems mittels acht Parameter überein. 

Hiernach lassen sich die gewonnenen Identitäten wie folgt charakteri- 
sieren: Die Identitäten (6) und (7) beziehen sich auf Vierersysteme von 
Koeffizienten eines Sechzehnersystems {#,*}, die einer Horizontal- oder 
Fert/fca/reihe angehören, die Identitäten (l) bis (4) auf Vierersysteme von 
Koeffizienten, die zu einer Diagonale oder zu einem Minor gehören. Der 
Cbergang von einer Identität zur anderen erfolgt durch Permutation der 
Parameter und nachfolgende Addition der entstehenden Gleichungen, d. b. 
durch Transformation einer bilinearen Form in eine andere. 
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2. Die Additionstheoreme der Thetas. — Ich will nun die Identitäten 
auf die Thetas von zwei Argumenten anwenden. Zu dem Ende setze ich 
für die Parameterquadrupel o, ß je dasselbe Göpelsehe System von Thetas 
mit verschiedenen Argumenten x -f- y, x — y und doppelten Moduln und 
transformiere die bilinearen Ausdrücke der («»,* vermittels der Formeln 
für die quadratische Transformation. l ) Alsdann wird jeder dieser Ausdrücke 
gleich dem Produkt zweier Thetas mit gleicher Charakteristik, und zwar: 



(*ß\* — (-♦>♦* 

(«»13 " 

(«»II - 
(««»- 



+ "Ä + iJ 

r« *■ + n [A ä. + in 
l/i * JU; *j J 
[9t + i * + n p» + 1 s + ii 

U-M JlÄ+l *i J 



CT 



Url + i ^IL*i + t *iJ 



(«»■ (- 



+ 1] [*i + * *• + n 



9 

+ I 

+ i 6 + 1 J L*i + 1 *J + 

9% + n r *. \+r\ 
+ i + q f \ + 1 



(«»« = 

(«»,4 = 
(«»41 — 
(«»« — 
(«»41 — 
(«»*- 



.(_,■)* + », 

(-■>*•' L* 



9t 

9s + 



lJ L*J *J + lJ 



r' 



9t 



+■ i 



9t -h l"j Tä, h, 4- 1 

9»i r Ä « + 1 v 



a 

a 



1) Vgl. F. Ca>pary, J. f. M. 94, 77. 
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wo der Kürze wegen 

gesetzt ist. 1 ) 

Das Entsprechende gilt für die {yä),k, (*»?)i* usw., wenn die x, y ersetzt 
werden durch z y w\ s, t usw. 

Indem ich hier die allgemeinen Charakteristiken genommen habe, wird 
die Spezialität eliminiert, welche bei Anwendung der Identitäten darin liegt, 
daß ich den Koeffizienten der Identitäten spezielle Indizes erteilt habe. 

Hiernach übersieht man, daß die Identität (5) zur Riemann sehen 
Thetaformel führt, welche Herr Krazer zum Ausgangspunkt aller Theta- 
relationen gemacht hat. 2 ) In dem speziellen Falle, wo die Charakteristiken 
h gleich Null gewählt werden, lautet die Formel 

4 J7 0 - üo - m - + /i/ 3 - nö - ii',' - n'i + 
- j7oi+ n;,+ riu- n, -n&+nü+na- n," 

-77w+ + 77^- 77,' -7Ioä+ 77 2 s+ /7M-i7i" 

+ 77s,- 77 01 - 77 0 ' s + 77,1 +JI*- 77*- H»+ Itf, 

wenn 

Baß " *«, (») *afi 0) W M 

2x = x + i/ + r+ if, 2x" = x + y + *— ir 
2y — x + Jf — f — », 2«/" — * + * — * + » 
2r' = x — y -f js — w, 2z" — x — y + z -f- n> 
2 it<' = x — — z + tc, 2 tc" — x — y — z — w 

und 

H*i*>) - •(•) 

gesetzt ist. 

Die anderen Identitäten führen zu der Göp eischen und Rosenhai n- 
schen Form des Additionstheorems und zu ihrer Verallgemeinerung auf 
Produkte von mehr als vier Thetas. 

Auf die Existenz dieser Verallgemeinerung hat zuerst Caspary auf- 
merksam gemacht, nachdem er die Relationen für die elliptischen Thetas in 
dem Falle, wo die Produkte aus sechs Faktoren bestehen, mitgeteilt hatte. 8 ) 



1) Caspary hat a. a. 0. für seine Darstellung spezielle Charakteristiken, 
nämlich g = h = 0 gewählt. 

2) Ttteorie der zweifach unendlichen Thetareihen auf Grund der Riemann- 
ischen Tlteta forme!. Leipzig 1882, B. G. Teubner. Vgl. auch M. Krause, Die 
Transformation der hypereUiptischen Funktionen. Leipzig 1S86, B. G. Teubner, und 
F. Caspary, CR. 104, 1265 (1887). 

8) Math. Ann. 28, 496, 4U7 (188Ö). 
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Herr Krazer hat auf einem ganz anderen Wege die entsprechende Verall- 
gemeinerung der Riemannschen Thetaformel abgeleitet 1 ) 

Nehme ich zuerst die Identitäten (1) bis (4), so wiH ich das Resultat 
für den Fall von sechs Faktoren hinschreiben, wewa die Charakteristiken g 
und h wieder gleich Null gewählt werden: 

Das Produkt 

[♦t(*)*iüO + «i»ttW»uW + «i*«to*«M + w^Wl 

x [# s (ffo(v)+ ei*u(*)*u(")+ 

x (f) (t) + e, *> M (ff) e 14 (f) + r f o M (5) * M (0 + e, e t & b (s) * 6 (0] 

bleibt ungeändert, wenn die Argumente x, y, z, w, s, t durch x, y, z, w, 
s, t' ersetzt werden, wobei 

2x'= s + t + z — w 
2y'=s + t-z + w 
2 z - s -t + x- y 

2 w — 0 — I — * + 9 
2ff'-*+y + ff + « 

geseiet ist und e v c t die positive oder negative Einheit bezeichnen. 

Die Thetaquadrupel, welche bei dieser Form des Additionstheorems 
auftreten, gehören zu den Göpel sehen Systemen von Charakteristiken. 

Aus (6) und (7) ergibt sich das Additionstheorem in der Form, wo 
die Thetaquadrupel zu den Rosenhainschen Systemen von Charakteristiken 
gehören. Es läßt sich alsdann in die Form eines Midi ipl i kat ionstheorems 
für Orthogonalsysteme kleiden. Wähle ich wieder die Charakteristiken g, h 
gleich Null, dann lautet es: 



775/ 






11 13 


IJ" e 


— 77^ 




77iic 

Ji 18 


n\* 


0 




77** 

x 


77* • 


7711c 
11 II 


— 77 - ■ 

J * 14 


II*« 


- 77*** 


Bf! 




77 f/ 


— 77* " 


77* ■ 

83 


IT** 


IT*«* 






77*f 




-77- 


77*» 


-"ST 


-77- 




77f*' 




-IZ# 


77;'»' 


-77J- 


77«, •' 








11 14 


- 77? V 

X 


77 j' 


irr*' 








- nf/ 


77* V 

IS 


-77f 


- 






-77^ 


77'V 






77*'*' 


"is 


77*» 


J7f«' 





wenn 

1) Lehrbuch der Thttafunktionen, S. 316-318. 
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und wieder 

2x' = x -f y -f- z + »r, 2y — x + y — r — «p, 
2/ =■ x — |f + # — »r, 2tr' = x — y — «-f » 
gesetzt ist. Ich erhalte also z. B. 

- *o(*)*©W*o«W*«iM - •bW*bW*bW«taW + 

+ •«W^W^W^W + *tt(*)*i»to*iM*t(«) 
— ^(jO^iM + M*>iW*u(0*ii(«0 - 

Dabei erfüllen die Koeffizienten der Sechzehnersysteme die Bedingungen der 
Orthogonalität. 

Diese dritte Form des Additionstheorems, welche mir neu zu sein 
scheint, ist für die Thetas von zwei Argumenten charakteristisch in dem 
Sinne, als es bekanntlich 1 ) nicht möglich ist, für den Fall von g Argumenten, 
wo p = 1 oder q > 3, die 4P Produkte je zweier Thetas als Koeffizienten 
eines Orthogonalsystems anzuordnen. 



1) Vgl. M. Krause, Leipziger Ber. 1901, 67-75 und 105-123. 
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Herausgegeben vom Vorstände der Gesellschaft. 

54. Sit zun- am 26. Juni 1907. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 
Anwesend: 29 Herren. 

Vor Eintritt in die Tagesordnung widmet der Vorsitzende dem am 
4. Mai 1907 verstorbenen Mitgliede Prof. T>r. Oscar Gntsche, Oberlehrer 
an der Oberrealschule in Breslau, Worte der Erinnerung. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Richert: Kationale Auflösung einer kubischen Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten und Wurzeln. 

Herr Jacobs thal: Vertauschbarkeit transfiniter Ordnungszahlen. 

Herr Knoblauch: Über den Plan der Herausgabe von Leonhard 
Eulers gesamten Werken (s. u.). 



Über den Plan der Herausgabe von Leonhard Eulers gesamten Werken. 

Von J. Knoblauch. 

Die Bestrebungen, eine Gesamtausgabe der Schriften Leonhard Eulers 
zu veranstalten, reichen wahrscheinlich bis zn Eulers Tod, also bis zum 
Jahre 1783 zurück. Bekannt ist, daß sie um das Jahr 1843, gelegentlich 
der Publikation der Correspondance mathematique et physique de quelques 
celebres georaetres du 18. siecle, greifbare Gestalt angenommen haben. Wie 
Paul Heinrich Fuß in seinem Vorwort zu den Coramentationes arith- 
meticae berichtet, hat die Petersburger Akademie im Jahre 1844 bei dem 
russischen Unterrichtsministerium den Antrag gestellt, Eulers Werke ge- 
sammelt herauszugeben, und der Minister hat diesem Antrage zwar sein 
Wohlwollen nicht versagt, die Ausführung des Unternehmens jedoch auf eine 
günstigere Zeit verschoben wissen wollen. Seitdem ist wohl kaum eine 
Gelegenheitsschrift über Euler erschienen, in der nicht der Huf nach einer 
Gesamtausgabe seiner Werke aufs neue laut geworden wäre. 

Dabei werden meist auch die Schwierigkeiten erwähnt, die sich einer 
solchen Publikation entgegenstellen. Aber schon immer ist es mir aufgefallen, 
daß diese Schwierigkeiten fast ausschließlich auf finanziellem Gebiete gesucht 
werden. Nach der Schätzung von Fuß würden Eulers Werke etwa 25 Bände 

8iUung.b.ncht. d. B«rl Math. üt*. VI 6 
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in Großquartformat, der Band zu 640 Seiten gerechnet, ausmachen, und die 
Kosten für deren Herausgabe nach J. G. Hagen ungefähr 150 000 Mark 
betragen. Nun, ich glaube annehmen zu sollen, daß es heutzutage durchaus 
im Bereiche der Möglichkeit liegt, eine solche Summe für ein wissenschaft- 
liches Unternehmen großen Stils flössig zu machen, wenn nur die Bedürfnis- 
frage rückhaltlos bejaht werden kann — und vielleicht auch ohne dies. 
Die eigentlichen Schwierigkeiten aber würden dann erst beginnen. Wer 
auch nur wenige Abhandlungen Eulers gelesen hat, weiß, daß diese Arbeiten 
eine unverhältnismäßig große Anzahl von Druck- und Schreibfehlern enthalten, 
außerdem aber auch von Schlüssen durchsetzt sind, die wir heute nicht nur 
als nicht streng, sondern vielfach als falsch betrachten müssen. Den Heraus- 
gebern würde es nun obliegen, nicht bloß, wie sich von selbst versteht, die 
Fehler der ersteren Art zu entfernen, sondern auch die Fehlschlüsse, die 
man bei ihrer großen Menge und weil sie für den mathematischen Stand- 
punkt des 18. Jahrhunderts charakteristisch sind, nicht weglassen dürfte, mit 
ausführlichen Anmerkungen zu begleiten. Endlich würden sie die zahllosen 
numerischen Beispiele, die Euler, durch sein außerordentliches Gedächtnis und 
die Mitarbeit einer Reihe von Schülern unterstützt, seinen Untersuchungen bei- 
gegeben hat, kontrollieren müssen. Von den Kontroversen über chronologische 
oder sachliche Anordnung, die sich sogleich bei Beginn der Herausgabe 
erheben würden, schweige ich. Unzweifelhaft aber würde die Frage zu ent- 
scheiden sein, wie man sich angesichts des rapiden Rückganges der klassischen 
Bildung, dessen Zeugen wir sind, zu den lateinisch geschriebenen Arbeiten 
Eulers verhalten soll. Ganz abgesehen von dem ungeheuren Aufwände an 
Zeit und Mühe, den eine Übersetzung ins Deutsche erfordern würde, halte 
ich es in vielen Fällen nicht für leicht, den sprachlichen Ausdruck, dessen 
sich Euler im Lateinischen bedient, durch eine deutsche Wortverbindung 
treffend wiederzugeben. 

Aber auch unabhängig von diesen Schwierigkeiten, die ja bei ernstem 
Willen, wenn auch nur in einer langen Frist, überwunden werden könnten, 
erscheint die Frage berechtigt, ob das, was durch eine Neuherausgabe der 
Werke Eulers erreicht werden kann, den damit verbundenen Aufwand an 
Arbeit, Zeit und Kosten lohnen würde. Wenn ich nicht anstehe, diese 
Frage zu verneinen, so glaube ich für meine Person mich nicht dem Vorwurf 
auszusetzen, daß ich die Wichtigkeit verkennte, .die den Leistungen Eulers 
im Gebiete der Mathematik — nur von diesen möchte ich hier sprechen — 
noch heute beizulegen ist. Habe ich es doch unternommen, im laufenden 
Semester die hervorragendsten dieser Leistungen und ihre Bedeutung für 
die neuere Mathematik in einer vierstündigen Universitätsvorlesung darzulegen, 
und befinde mich zurzeit mitten in dieser Tätigkeit. 

Der Zweck einer Publikation sämtlicher Schriften Eulers kann, sachlich 
betrachtet, nur der sein, diese Schriften zu verbreiten. Nun lassen sich 
aber Eulers Hauptwerke, sowie die einzelnen Bände der großen Zeitschriften, 
in denen die meisten seiner Abhandlungen erschienen sind, bei unseren in 
den letzten Jahren sehr vervollkommneten bibliothekarischen Einrichtungen 
mit verhältnismäßig leichter Mühe beschaffen. Sollte jemand aus irgendeinem 
Grunde dazu nicht in der Lage sein, so wird er aller Wahrscheinlichkeit 
nach auch die fünfundzwanzigbändige Gesamtausgabe nicht zur Verfügung 
haben. Es würde sich also wesentlich darum handeln, diejenigen Arbeiten 
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Eulers, die selten geworden oder in wenig bekannten, auch auf großen 
Bibliotheken nicht vorhandenen Zeitschriften enthalten sind, wieder abzudrucken 
und die etwa noch nicht publizierten Abhandlungen und Briefe planmäßig 
aufzusuchen, um sie dann, die Briefe soweit sie wissenschaftlichen Wert 
haben, ebenfalls zu veröffentlichen. Für ein solches Unternehmen ist rückhalt- 
los einzutreten, damit endlich in absehbarer Zeit samtliche Arbeiten Eulers 
gedruckt vorliegen. 

Daß dagegen bei einem Wiederabdruck der übrigen Werke und Ab- 
handlungen vieles heute Überflüssige mit unterlaufen würde, wird niemand 
bezweifeln, der die Eigenart der Schreibweise Eulers in Betracht zieht. 
Von der Äußerlichkeit, daß Euler früher schon vorgekommene Formeln 
meist nicht durch einen einfachen Hinweis zitiert, sondern wo er sie braucht, 
noch einmal vollständig abdruckt, sehe ich ab. Das Verfahren ist zwar 
für den Leser sehr bequem, erhöht aber die Kosten des Druckes ganz be- 
deutend. Sachlich ist zu bemerken, daß Euler ein Problem, das er in 
Angriff nehmen will, in mehrere Einzelaufgaben zu zerlegen pflegt, die danu 
nach genau gleicher Methode behandelt werden. Stellt er eine Definition 
auf oder gibt er eine Formel an, die von einer ganzen Zahl n abhängt, so 
begnügt er sich bei der Beschreibung ihres Inhalts fast nie mit n ■« 1 und 
n — 2, sondern erläutert die Sachlage mindestens noch bis zu n = 4. Das 
erscheint uns heute mit Recht als unnötig. Freilich kann man einwenden, 
daß der mathematische Wissensstoff, den wir Euler verdanken, sich sicher 
sehr viel langsamer verbreitet haben würde, wenn Euler bei der Bekannt- 
gabe seiner Resultate nicht auf die Form der Ausarbeitung und die Klarheit 
der Darstellung besonderes Gewicht gelegt hätte. Aber soll deshalb ganz 
davon abgesehen werden, daß wir heute in der wissenschaftlichen Methodik 
weiter sind als vor 150 Jahren, und sollen wir von neuem auch in den 
Grundlagen der verschiedenen mathematischen Gebiete uns in elementare 
Einzelheiten zu verlieren gezwungen sein? 

Was uns_ fehlt, ist nicht eine neue Ausgabe des gedruckt Vorliegenden, 
sondern etwas ganz anderes, nämlich eine ins einzelne gehende wissen- 
schaftliche Würdigung Eulers, die zugleich geeignet ist, ein Zurechtfinden 
in der Fülle seiner Arbeiten zu ermöglichen. Bilden diese doch auch heute, 
wie zu den Zeiten von Lagrange oder von Jacobi, eine noch unaus- 
geschöpfte Quelle mathematischer Erkenntnis. Es ist an der Zeit, das, was 
noch Wichtiges in ihnen verborgen liegt, an das Tageslicht zu fordern, sowohl 
um Euler nach allen Seiten hin gerecht zu werden, wie auch um das 
Wiederentdecken von Wahrheiten, die er bereits gekannt hat, unnötig zu 
raachen und demnach überflüssige Arbeit zu ersparen. Wer es auf sich 
nähme, ein klares und vollständiges Bild von Eulers mathematischen 
Leistungen zu entwerfen, der dürfte es sich freilich nicht verdrießen lassen, 
die vorliegenden Drucke auf das sorgfältigste zu zitieren, nicht nur bis zu 
den Seiten, sondern unter Umständen bis zu den Zeilen herabsteigend, und 
er hätte den wesentlichen Inhalt der einzelnen Abhandlungen, der sich häufig 
aus dem Titel nicht einmal erraten läßt, so genau wie möglich darzulegen. 
Trotz der großen Anzahl von Schriften erscheint dies als ohne übergroße 
Mühe durchführbar, weil Euler viele Aufgaben mehrmals bearbeitet hat 
und sich auch sonst oft wiederholt. Bei einer historisch-kritischen Behandlung 
der Probleme würden also die Arbeiten gruppenweise zusammengefaßt werden 

6* 
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können und müssen. Von der oben erwähnten zeitraubenden und unfrucht- 
baren Arbeit des Ausmerzens der vorhandenen Druck- und Schreibfehler und 
der Kontrolle der Zahlenbeispiele würde man sich dagegen als befreit be- 
trachten dürfen. 

Ein solches Unternehmen nun wäre m. £. nicht einer vielköpfigen 
Kommission, sondern höchstens drei Mathematikern anzuvertrauen, von denen 
dann — die Sache nur im großen und ganzen betrachtet — einer die 
Zahlentheorie, ein anderer die reine Analysis mit Ausschluß der Variations- 
rechnung, der dritte diese, die Mechanik und bei der geringen Anzahl rein 
geometrischer Schriften Eulers auch die Geometrie zu übernehmen hätte. 
Die Wichtigkeit der Publikation läßt es von vornherein als erstrebenswert 
erscheinen, das Werk, eventuell durch Beihilfen von wissenschaftlichen Körper- 
schaften oder Staatsregierungen, einem möglichst großen Kreise von Mathe- 
matikern zugänglich zu machen. Unter allen Umständen aber würde die 
Durchführung des Unternehmens gegenüber der Herausgabe von Eulers 
Werken mit unverhältnismäßig geringeren Kosten verbunden, von un- 
vergleichlich größerem Nutzen und eine der Bedeutung Eulers wahrhaft 
würdige Arbeit sein. 
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Herausgegeben vom Vorstande der Gesellschaft. 

55. Sitzung am 30. Oktober 1907. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 
Anwesend: 32 Herren. 

Der Vorsitzende berichtet über die Eul er- Festschrift der Gesellschaft. 
Nachdem dann der Kassenwart seinen Bericht verlesen hat, wird ihm auf 
Antrag der beiden Revisoren, der Herren Rothe und Güntsche, Entlastung 
erteilt. Darauf findet die Neuwahl des Vorstandes statt: Es werden wieder- 
gewählt zum Vorsitzenden Herr Schafheitlin, zum Schriftführer Herr 
Jahnke und zum Kassenwart Herr Färber. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Löwenheim: Einführung in den logischen Klassenkalkül. 

56. Sitzung am 27. November 1907. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 
Anwesend: 38 Herren. 

Aus der Redaktionskommission ist Herr Hessenberg infolge seiner 
Berufung an die Landwirtschaftliche Hochschule zu Bonn-Poppelsdorf aus- 
getreten. An seine Stelle wird Herr Wallenberg gewählt. 

Wissenschaftliche Mitteilungen : 

Herr Knopp: Multiplikation divergenter Reihen (s. u.). 

Herr Rothe: Kurvennetze ohne Umwege (Gewebe) auf einer Fläche (s. u.). 



Multiplikation divergenter Reihen. 

Von Konrad Knopp. 

Es ist bekannt, daß eine nicht konvergente Reihe 
(1) «o + «i H h «* H 

in der Weise divergieren kann, daß das arithmetische Mittel der n ersten 
Teilsummen 

S x = a 0 + *l + * " ' + °* (Jt = 0,l,...»-1) 

Sluungiberichte d. Barl. Math. Gm. VII. 1 
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einem bestimmten Grenzwerte zustrebt, daß mau also etwa haben kann 

(2) Um *±^1L±J*Ü = 

Die Leibnizsche Keihe bietet hierfür das einfachste Beispiel 

(3) 1 - 1 + 1 - 1 + . • 

da hier die Teilsummen s M abwechselnd + 1 und 0 sind und also 

n = » H 

ist. Man war von jeher geneigt, in irgend einem Sinne den Grenzwert (2) 
als Summe der Reihe (1) zu betrachten; so rechnet z. B. Euler unbedenklich 
mit der Reihe (3) und sieht stets den Wert { als ihre Summe an. Die erhöhte 
Strenge, die das 19. Jahrhundert ganz besonders bei allen Grenzproblemen 
walten ließ, brachte die oszillierenden Reihen der Art (l) in Mißkredit, und 
erst ein neuerer Satz des Herrn Frobenius 1 ) zeigte die weittragende Be- 
deutung des Grenzwertes (2) für solche Reihen. Er zeigte bekanntlich, in 
Erweiterung eines Abel sehen 8 ) Grenzwertsatzes, daß 



lim 23 »x 

x = 1 0 



ist, d. h. also, daß die Potenzreihe ^ a n x* sich bei Annäherung von x an die 
Randstelle + 1 demselben Grenzwerte nähert, wie das arithmetische Mittel 
der ersten n Teilsummen s m s v • • • 8 m _ i für lim n = oo. 

Ohne auf den Zusammenhang der Theorie der divergenten Reihen mit 
der der Potenzreihen bezw. der Theorie der analytischen Funktionen näher 
einzugehen, sei doch hervorgehoben, daß die erstgenannte von hieraus eine er- 
höhte Bedeutung und erhöhtes Interesse gewinnt, 

Existiert für die nicht konvergente Reihe 

a o + "i + ' • • + « x + * ' " 

auch der Grenzwert (2 ) nicht, so kann er aber möglicherweise um einen mitt- 
leren Wert oszillieren, d. h. wenn man 

setzt, so kann es vorkommen, daß nun 

1) „über die Leibnizsche Reihe", Journal für reine und angewandte Mathe- 
matik, 8», 262 (1880). 

2) „Untersuchungen über die K«'ihe 1 ^ x -j- "* ^" ^ x* ~\- • ■ •", Journ. f. 

1 1-2 

r. u. angew. Math., Bd. 1, p. 811. 
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als ein endlicher bestimmter Wert existiert. Ist auch dieser Grenzwert nicht 
vorbanden, so kann man in derselben Richtung fortfahren und allgemein 



setzen, und es kann — wie an einfachen Beispielen leicht zu zeigen wäre — 
für eine bestimmte Folge a 0 + a, + • • • 

■ = JE 

existieren, während s^ _1) für lim n = oo keinem bestimmten Grenzwerte zustrebt. 

Den Wert (4) wird man dann in demselben Sinne, wie oben den Wert (2), 
als Summe der Reihe (l) bezeichnen können; und Herr Holder 1 ) hat auch in 
Erweiterung des Frobeniusschen Grenzwertsatzes gezeigt, daß — für welchen 
Wert von y auch der Grenzwert (4) existiere — doch stets die Beziehung gilt: 



lim 

1=1 Q K = JE 



Will man nun die Größen s { * ] explizite durch die a x darstellen, so stellen 
sich dem fast unüberwindliche rechnerische Schwierigkeiten entgegen, und 
darum sind die Größen s ( * ] für die tatsächliche Untersuchung nicht konver- 
genter Reihen schlecht verwendbar. Durch eine leichte Modifikation des be- 
nutzten Verfahrens erhalt man indessen übersichtlichere Darstellungen des 
Summen wertes einer oszillierenden Reihe. 

Ich setze nämlich 

«o +«,+■■■+«. - «r, 

sj» + flj» + . . . + _ 

und allgemein 

(5) s , w +s < 1 i0 + ---+sr-s ( : + " ; 

oder anders ausgedrückt, ich lasse die Größen durch die für | X |< 1 
gültige analytische Beziehung 



definiert sein. Diese letztere, mit der vorigen vollständig gleichwertige De- 
finition liefert uns aber sofort die explizite Darstellung 



— n — n)l 



1) „Grenzwerte von Reihen an der Konvergenzgrenze", Math. Annaleu, 20, 
536 (1882). 
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Es laßt sich nun rein arithmetisch zeigen 1 ), daß gleichzeitig mit 
(6) Km i? 

N = SO 

auch 



ssm n 



(7) Vm£8? 



existiert, und daß beide denselben Wert haben, so daß die Untersuchung der 
Grenzwerte (6) vollständig durch die der viel übersichtlicheren Werte (7) er- 
setzt werden kann. 

Cesaro*), der, soweit ich sehe, zum ersten Male diese Werte untersucht 
hat, nennt eine nicht konvergente Reihe 

a o + a i + ' ' " 
y-faeh unbestimmt, wenn der Grenzwert 

lim & S iY) 
... n' - 

existiert, wahrend die Folge 

^P-s*:-» c-i. .) 

noch keinen Grenzwert hat. Mit (7) ist aber bekanntlich') auch 

lim fr + y 8** + * (, = i.8...) 



n = x. 



vorhanden und hat denselben Wert wie (7). 
So war die Reihe 

1-1+1-1+ 

einfach unbestimmt, da 

lim 1 8™ 

existierte, während 



(0) 



lim S n 

nicht vorhanden war. Für die Reihe 

(8) i_2 + 3- 4H 

1) Knopp, Inaug. Diss., Berlin 1907, p. 19. 

2) Bulletin des sciences math., (2), 14, 114 (1890). 

3) Nach dem Cauchj-Stolzschen Grenzwertsatze, der gemäß der Gleichung 



C " = lim Ä+ÄL+.' -' - +.£? 
b H „=*&„ + &,+ .. + &,, 



zu schließen gestattet, falls der linke Grenzwert existiert und £b„ divergiert 

(6, > 0). 
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hat man 



*C - (- o- FM 



und = 0, 



also hat 



1 s ai 



für « — oo keinen Grenzwert. Dagegen hat man 

flf« 



so daß also 

Um 6 ,v ' 



«2 



tx-il X (x + 1 ) 

s I" • • 



Wir haben also in (8) eine zweifach -unbestimmte Reihe mit dem Summen- 
wert f / 4 vor uns. Analog läßt sich zeigen, daß die Reihe 

1 _ 2r- J -f 3'- 1 — H • 

y-fach unbestimmt ist und eine rationale Zahl zur Summe hat. 

Die Cesarosche Betrachtung läßt sich nun dahin wesentlich erweitern, 

daß man sich die Summen fir", deren ursprüngliche Definition nur für ganz- 
zahlige y einen Sinn hat, auch für beliebige y definiert, etwa durch die schon 
oben benutzte Beziehung 



0 0 

aus der sich sofort die explizite Darstellung 

jLi r(y + 1) r(n-x+l) * 

ergibt. 

Es läßt sich nun zeigen, daß, wenn für einen gewissen Wert von y > — 1 
(für y <I — 1 hat die Aussage keine Bedeutung mehr) 

(9) Hm Hl +J) Ä W 

existiert, dann der entsprechende Grenzwert für jedes größere y ebenfalls 
existiert und denselben Wert hat. 1 ) Dieser Satz gestattet dann offenbar eine 
genauere Fixierung des Grades der Unbestimmtheit einer Reihe; denn wenn 

1) Knopp, 1. c. Kap. IV. Die dort gemachte Voraussetzung y 0 
unter Benutzung des hier folgenden schärferen Hilfssatzes fallen laasen. 
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überhaupt für eineu Wert y > — 1 der Grenzwert (9) existiert, so ist durch 
diesen Satz die Existenz einer ganz bestimmten Zahl y 0 ^ — 1 nachgewiesen, 
derart, daß (9) für jedes y > y 0 existiert, dagegen für kein y < y 0 . Für y 0 
selbst steht die Existenz des Grenzwertes offen. Ich will im folgenden diese 
Zahl y 0 als den Oszillationsgrad der Reihe a 0 + a x -f a s + • • • bezeichnen. 
Betrachte ich nun gleichzeitig die beiden Reihen 



(10) 



J °0 + °1 + °% + 



so will ich als das Produkt dieser Reihen die aus 



* » m 

]>} V '2 "2 



für x = 1 hervorgehende Reihe 

(11) * + <1 + *, + 

ansehen, wo also 



H 

* n h 

n- r 



(12) a ^ 
ist. 

Es ist bekannt, daß im Falle der Konvergenz der beiden Reihen (10) die 
Reihe (ll) dennoch divergieren kann, daß aber, falls auch sie konvergiert, ihre 
Summe gleich dem Produkt der Suramen der ersten Reihen ist. — Cesaro 1 ) 
hat diesen Satz dahin präzisiert, daß er nachwies, daß unter Voraussetzung 
der Konvergenz der Reihen (10) die Reihe (ll) höchstens einfach unbestimmt 
sein kann, daß dann also stets 



existiert und den Wert 



at r 



hat. Hierbei sollen 8 (c) die aus den Größen c K analog zu (5) gebildeten 

Summen bedeuten. Später hat er diesen Satz noch dahin verallgemeinert, daß 
die Reihe (11) höchstens (a -f ß -f l) - fach unbestimmt sein kann, wenn 
die Reihen (10) u- und ß - fach unbestimmt sind. Die Konvergenz einer 
Reihe ist hierbei stets als 0- fache Unbestimmtheit anzusehen. 

Ich will nun zeigen, daß für die Oszillationsgrade der Reihen (10) und 
(11) der entsprechende, aber genauere Satz gilt: 

Satz: „Sind die Oszillationsgrade der Reihen 

«o + a i + "j H 

K + h \ + h + • • ' 

l) i. c. 
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bezüglich a 0 und ß 0 , a und b die Summen dieser Reihen, so ist der Oszillations- 
grad der Reihe 

c o + c i + c, H 

gegeben durch 

yo ^ «o + & + i 

und ihre Summe ist c — a • 

Ist a > « 0 und ß> ß Q1 so existiert und ist nach den gemachten An- 
nahmen 

B» CÖLtÜ («)-„ 



n = • 



MB« 



und unser Satz ist bewiesen, sobald ich zeigen kann, daß hieraus sich folgern 
läßt, daß 

<13) lim F(r +— > S { n r) (c) - c - a- 6 



n a ■ 



ist, WO 

gesetzt wurde. 
Es werde 



gesetzt, so daß die Voraussetzungen 
(14) to^- BmS 



lauten. Hieraus folgt dann unmittelbar, daß 

/i KS Um ^ iL» + A J »- H r- ^ -ßo & _ c 

x } JtL n Q ^ +1 r<« + p + i) r( r +ij 

ist, und zwar nach dem folgenden Hilfssatz, der in speziellerer Form schon 
von Cesaro (a. a. 0.) gegeben ist: 

Hilfssatz: 
„Ist 

lim u n = u , lim 



» = ao n = <*> 



und ist /"(w, x) eine positive, für alle ganzzahligen n>0 und alle 0 <^ x ^ n 
definierte Funktion, die bei jedem festgehaltenen x den Bedingungen 

,. ftfii*) _ n 

„TL /"(". 0) + /■ (n, 1) + ~. + /■ ( W , ») u 
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und 



lim 



f{n, n — %) 



Gesellschaft. 



= 0 



,.«/'(». o) + A«, !) + ••• + Am*, 
genügt, so existiert und ist 

,\ei\ Hm /"(«i °) «» r« H h f («> «) , H \- fj*,n) „ M . fl a 



Ich 



Dann geht (16) über in 



lim — — m • r 

0 



+— - 

3 f », 



r • -3' /\", «» + « • n «. •) r. _ , + ^5* ;\», *) » 

• «0 



und. da Voraussetzung und Behauptung in m und r symmetrisch sind, so 
kennt man, daß es genügt, den Hibssatr för die beiden 81 
in 



oder 



1) r,s 1, lim «. = 0 
2^ lim h m «= 0 »»öl hm r„ — 0. 



m = 



Irr 2 weiten Fal'.e wähle man m sv> greift, dai> für » > ^ 



K.eirn. »o « eis* bcätfcag kleine TiA^t^ebm <»rvfte und C 
m r »d r t gewählte Zahl xsl. Parn ist 



<.r. • _ 

— t 

^ ■ «k.a "V 

' 1 



- 1 



f. 
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wodurch für diesen Fall die Behauptung bewiesen ist. Im ersten Fall hat 
analog, wenn ro, f und C dieselbe Bedeutung haben: 



y* f (n, x) i* K 

\ — 

o 



m +1 



Jg 1 « A». x) 

ii + O.^ 

0 



Da aber für jedes 0 ^ x <| m 

lim __/fe.?> 0 

o 

ist, so sieht man, daß auch für diesen Fall die Behauptung erwiesen ist. 

Hiernach würde nun aus (15) sofort die Behauptung (13 ) folgen, wenn 
sich zeigen ließe, daß 

+ • • • + A m B a _ n + . . . 4- - (c) 

ist Dies ist nun in der Tat folgendermaßen elementar möglich. Setze ich 
nämlich zur Abkürzung 

r(« -f- n — x -f 1) /m + * — x\ 



so ist 



r(« + 1) r<« - x + 



und also 

M 



0 ' 0 ' K 0 1 



(17) 



v n — v 
0 0 0 



a 4- v — X\ /ß 4- n — v — x\ . 

) «A. 



und es wird behauptet, daß diese Summe 

0«) -i?( r+ r "">. 
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ist. Hält man aber in (17) zwei bestimmte Werte von x und k fest, so hat 
man die Koeffizienten über diejenigen Werte von v zu summieren, für die 

k < v < n — x 
ist, d. h. der Koeffizient von «^6, wird 

=2rr i )rv~") 

o 

Sei nun n — x — k = <y, so wird der Koeffizient von a^ft, 

0 

/a + fi + 1 + <r\ /-/ + <x\ 

l M-Hi / V y /' 

wie man durch Multiplikation der Entwicklungen von 
leicht erkennt. — Also wird 

x = 0. I = 0 
x + X < H 

Da hier der Koeffizient von a ; fc x nur von x + 1 abhängt, so kann ich alle 
Glieder, für die x + k denselben Wert v hat, zusammenfassen und erhalte so 

0 

wodurch die Identität von (17) und (18), und damit unser Satz selbst be- 
wiesen ist. — 

Durch Induktion ergibt sich hieraus sofort der Satz, daß der Oszillations- 
grad a des Produktes von p + 1 Roiheu, deren Oszillationsgrade bezüglich 

«n «t» • • • «p + i 

sind, gegeben ist durch 

« <: «j + a a H 1- a p + 1 + p. 

Daß der Oszillationsgrad tatsächlich unterhalb dieser oberen Grenze liegen 
kann, lehren einfache Beispiele. Sind z. B. die Faktorreihen 

+ 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1H 

und 

+ 1 + 1-1-1 + 1 + 1-1-1 + ..., 
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so ist deren Produkt 

= +1+0-1 + 0 + 1 + 0 - 1 + • • ■, 

und der Oszillationsgrad aller drei Reihen ist offenbar derselbe; wenn also die 
Beziehung a ==«,+«,+ 1 

richtig wäre, so müßte 

o, = a, =» a = — 1 

sein. Es ist aber 

a = « x = « 2 > 0 , 

wie ich sogleich zeigen werde. 

Ich behaupte nämlich, daß der Oszillationsgrad « einer Reihe 

fl 0 + a i + "» H 1 

der Bedingung 

genügt. Ist nSmlich y einer der Werte, für den 

(SO) Ii» i S„<" (•) 

N = X n 

existiert, so gibt es eine Zahl c, so daß für alle n 

<•),<«. 

oder 

121» : (a) ! < c . h' 

ist. Nun war S^' detiniert durch 

0 0 

oder umgekehrt durch 

0 0 0 

so daß 

y»^ ,,-i)«.r(y + ») (y) 

0 

ist; unter Benutzung von (21) hat man also 

«. IS • • r(r + -') -2 röT+r" ¥£h> + i) ', ■ 



1) Wir nehmen hier an, daß y keine ganze Zahl ist. In diesem Falle wäre 

-nämlich die Entwicklung von (1 — x) Y+1 nur endlich und die folgende Betrachtung 
reduzierte sich auf wenige Schlüsse. 
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Nun ist aber 

r(, -„ + ») - r(i - (« - , - 1)) - 8in „ ( „ _ r rf> — _ g 



und also 



*y| ^. r(« + i) 

0 



Für große Werte von x nähert sich nun 



r(x-y-l) .. . 1 

r (x + i)~ P r °P ortlonal zu TT« 



dem Werte 0, so daß man setzen kann 

n 

i ^ ' (" — *) r 



X' 

0 

oder 



I " 



wo c und c" neue Konstanten bedeuten. Hieraus folgt aber, daß 



lo 



lim sup "f ' 1 < y 
. . . log » 1 ' 

ist, und hieraus wieder, da dieselbe Betrachtung für jeden oberhalb a gelegenen 
Wert von y gilt, daß auch 

ist, w. z. b. w. 



Über die Bekleidung einer Fläche mit einem Gewebe („Kurvennetze ohne 

Umwege"). 

Von Rudolf Rothe. 

1. In einer früheren Mitteilung 1 ) habe ich den Satz bewiesen: 
Auf jeder Fläche besitzen die Winkelhalbierenden eines orthogonal- 
geodätischen Systems in ihren Schnittpunkten dieselbe geodätische Krümmung. 

Benutzt man die Parameter t/, r zweier solcher Scharen von Winkel- 
halbierenden als krummlinige Koordinaten auf der Fläche, so genügen die im 
Quadrat eines beliebigen Linieneleraents auftretenden Gauß sehen Fundamen- 
talgrößen E, F, G den Bedingungen 



<\E < X'G 

dT~ du ' 1 -°» 



Ii R. Rothe, Bemerkungen über ein spezielles krummliniges Koordinaten- 
system. Diese Berichte, Jahrg. I, S. 47, 1902. 
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wobei den Quadratwurzeln beliebige Vorzeichen beigelegt werden können. 
Danach gibt es für jede Klasse aufeinander abwickelbarer Flächen eine Funk- 
tion des Ortes <p(u, v) von der Art, daß 

wird. Die Kurven <p(u, v) = const. sind die geodätisch-parallelen Linien des 
erwähnten orthogonal-geodätischen Systems. 

Für die Kurven dieses Netzes der Winkelhalbierenden besteht ferner der 
8atz (a. a. 0.), daß in einem beliebigen aus ihnen gebildeten Rechteck ABCD 
stets die Relation 

(2) AB + BC+ CD + J)A = Q 

zwischen den Seitenlängen gilt. Sind umgekehrt in einem beliebigen Rechteck 
auf einer Fläche die vier Seiten durch diese Relation verbunden, so besitzen 
sie in den Schnittpunkten dieselbe geodätische Krümmung. 

2. Eine Verallgemeinerung des betrachteten rechtwinkligen Kurvennetzes 
bilden die schiefwinkligen Netze von der Eigenschaft, daß in jedem beliebigen, 
aus vier solchen Kurven gebildeten Viereck die obige Relation besteht. Diese 
Art von Netzen habe ich „Gewebe" genannt. *) Legt man ein solches Gewebe 
als Koordinatensystem («, v) zugrunde, so besteht die Bedingung 

man kann daher das Quadrat des Linienelements in die Form 
(4) *• - (ft*^ + cos - äu ir + g2)*^ 

setzen, in der o> den Koordinatenwinkel bedeutet. Die Kurven <p(w, v) =■ const. 
schneiden aus den Fäden des Gewebes gleiche Bogenlängen aus und halbieren 

den Koordinaten winkel, und zwar den äußeren (r, — h) , wenn in der Glei- 
chung (3) den Quadratwurzeln das positive Zeichen zuerteilt wird. Dies soll 
im Folgenden der Einfachheit wegen stets angenommen werden; nötigenfalls 
ist dazu nur u mit — ti oder i' mit — v zu vertauschen. 

Zu den Geweben gehören diejenigen ebenen Kurvennetze, mit denen sich 
die Herren G. Scheffers 1 ) und R. von Lilienthal 3 ) befaßt haben und die 
der erstere „Kurvennetze ohne Umwege" nennt. Er definiert sie durch die 
Eigenschaft, es solle jede zwischen zwei Punkten der Ebene aus Kurvenstücken 
des Netzes hergestellte Verbindung die gleiche (algebraisch gemessene) Weg- 
länge besitzen. 

Offenbar ist diese Bedingung identisch mit der obigen für ein beliebiges 
Viereck geltenden; denn man kann sich stets das von den beiden Wegen be- 



1) K, Rothe, Über die Bekleidung einer Oberfläche mit einem biegaar 
unauadebnbaren Netz. Dieae Berichte, Jahrg. V, S. 9, 1906. 

2) G. S che f fers, Ebene Kurvennetze ohne Umwege, Berichte über die Ver- 
handl. der Kgl. »ächa. Geaellach. d. WisBcnach. zu Leipzig, mathem.-phyn. Klasee 
Bd. 57, S. 3n3, 1905. — Bemerkungen zu den ebenen Kurvennetzen ohne Umwege. 
Jahresbericht d. Deutsch. Math.- Vereinigung, Bd. 16, S. 4SI, 1907. 

3) R. von Lilienthal, über ebene Kurvennetze ohne Umwege, Jahreabericht 
d. Deutsch. Math.-Vereinigung, Bd. 16, S. 204, 1907. 
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grenzte Flächenstück durch Kurven eines Gewebes in Vierecke zerlegt denken» 
deren jedes der Bedingung (2) genügt; die Addition ihrer Begrenzungen er- 
gibt dann für die Gesamtbegrenzung des Flächenstücks die von Herrn Scheffers 
aulgestellte Bedingung. 

3. Im Folgenden will ich einige weitere Untersuchungen über die Gewebe 
mitteilen. Man kann die Bedingung, daß zwei zwischen zwei Punkten gezogene 
aus Kurvenstücken des Netzes zusammengesetzte Wege dieselbe (algebraische) 
Weglänge besitzen sollen, auch so aussprechen, es soll das über einen ge- 
schlossen}, nur aus Kurvenst ticken des Netzes zusammengesvtzten Weg trstreckte 
Linieintegral der Bogenlänge 



ß 



ds = 0. 

Längs jeder Kurve des Netzes muß demnach ds einem vollständigen Differen- 
tial d<p gleich sein. Ist daher (p, q) ein beliebiges Koordinatensystem auf der 
Fläche, so ist 

(5) YEdp a -+ 2Fdpdq+ Gdq' ^^dp + ^dq. 

Stellt (p, q) selber ein Netz von der verlangten Eigenschaft dar, in welchem 
Falle es immer mit (u, r) bezeichnet worden möge, so folgt in Cbereinstimmung 
mit dem früher Gesagten 

v^-Z 

also für ds die Formel (4). 

Für den speziellen Fall der Ebene hat Herr Scheffe rs aus einer nach- 
her zu erwähnenden geometrischen Eigenschaft der ebenen Kurvennetze ohne 
Umwege unter der weiteren Annahme, daß p = x, q = g rechtwinklige kar- 
tesische Koordinaten der Ebene sind, die Bedingung 

hergeleitet, unter der zwei durch die Differentialgleichungen 

dg = a(j,g)dx und dg = ß(x,g)dx 

gegebene Kurvenscharen ein ebenes Gewebe bilden. — Man kann eine ent- 
sprechende Relation für eine beliebige Fläche und für den allgemeinsten Fall 
krummliniger Koordinaten unmittelbar der Gleichung (5) entnehmen. Seien 

nämlich^ dq = «(p,q)dp und dq = ßfaq)dp 

die Differentialgleichungen der beiden Scharen eines Gewebes, so ist 

daraus berechnet sich, wenn mau zur Abkürzung 

YS + 2Fu + Ga* A, }/tT+ 2Fß -f Gfl* = B 

setzt: 

f qp _ tcB — ßA ctp A B 

dp ™ u-ß * cq = ' 
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und die Integrabilitätsbedingung liefert 

v/ dp a — ß cq a — p 

als die gesuchte Relation. Es ist leicht nachzuweisen, «Sali sie tatsächlich für 
den speziellen Fall E = G =» eonst, jF= 0 in die Scheffers sehe Bedingung 
übergeht. 

Herr von Lilienthal hat diese aus der Gleichung (3) abgeleitet; man 
kann auch die allgemeine Relation (6) auf diesem Wege aufstellen, wenn man 
sich nur für E und G ihrer Darstellungen mittels der Beltramischen 
Differentialparameter bedient. 

4. Die merkwürdige geometrische Eigenschaft, die Herr Scheffers 1 ) zur 
Herleitung der Differentialgleichung für die ebenen Gewebe benutzt, ist folgende: 

Man betrachte eine beliebige infinitesimale Masche PP i P 3 P t des Gewebes, 
verlängere die Seiten geradlinig und messe die Gerade PP X von P bis zum 
Schnittpunkt mit der benachbarten Geraden Pgig, die Gerade PP % von P 
bis zum Schnittpunkt R mit der benachbarten Geraden -Pjij, so muß 
PQ — PR sein. 

Die analytische Untersuchung dieses Satzes zeigt, wie zu erwarten, daß 
er eine Krümmungseigenschaft der ebenen Kurvennetze ohne Umwege aus- 
drückt. Seien k uJ h f die Krümmungen einer u- Linie und einer v -Linie in 
ihrem Schnittpunkt und s u , s e ihre Bögen, so ergibt sich aus dem Scheffers - 
schen Satze die Relation 

f7 > *« -*• - w. - S^i 

da aber, wie sich aus der Form (4) des Linienelements folgern läßt, 

ru du' cv dv 

■ 

zu setzen ist, so geht die vorstehende Formel über in 

,i. ,. n ^qp^qp _ qp) 

Genau diese Relation findet nun für die Gewebe auf einer beliebigen 
Fläche statt, wenn an Stelle von A" K , k e die geodätischen Krümmungen g u , g 9 
gesetzt werden 2 ), so daß also 

Wenn speziell w = , so erhält man g u = g 9 , die zu Anfang erwähnte 

Eigenschaft des orthogonalen Gewebes (l); wie aber ersichtlich, ist die Bedingung 

a> = j- dazu nicht notwendig. Damit g u = g e wird, ist vielmehr notwendig 

und auch ausreichend, daß die auf der rechten Seite stehende Funktional- 
determinante verschwindet, d. h. w allein von <jp abhängt. 

1) Leipziger Ber. a. a. U. S. 356. — In der in den Jahresber. der Deutschen 
Math.- Vereinigung a. a. 0. erschienenen Note gibt Herr Scheffers einen ent- 
sprechenden Satz für die allgemeinen Gewebe. 

2) Diese Berichte Bd. V. a. a. 0. S. 12. 
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Solche Gewebe habe ich „gestreift" genannt, wegen der streifenförmigen 
Anordnung der Maschen desselben Winkels längs der Kurven tp = const. 

5. Von den gestreiften Geweben sollen jetzt folgende Sätze bewiesen 
werden : 

1) Konstruiert man zu den beiden Scharen eines gestreifteti Geirebes die 
Scharen der Orthogonalen, so bilden diese wieder ein gestreiftes Gewebe. 

2) Wenn zwei Gewebe zueinander orthogemal sind , 50 sind sie gestreift. 

Man nehme zunächst ein beliebiges Gewebe (it, v) als System krumm- 
liniger Koordinaten auf einer Fläche an, so daß das Quadrat des Linien- 
elements die Form (4) erhält. Es seien | (tj, t ) = const. , n (u, v) = const. 
zwei Kurvenscharen , von denen die erste zur Schar u — const., die zweite 
zur Schar v ==> const. orthogonal ist. Die Bedingung dafür wird durch das 
Verschwinden der Differentialparameter u ) und d(n, v) ausgedrückt und 
ergibt die Gleichungen . ^ „ 

rurv co cu 

cr\ ctp ct\ dtp rt 
a 2 — ■ , COSW — 0. 
OV CU d H CV 

Diese Gleichungen werden befriedigt, indem man, unter p(w, < ), t) zwei 
Funktionen des Ortes auf der Fläche verstehend, 

~ = 0 .— = a cos o) 5— 
du * du du 



setzt. Daraus folgt 
(9) 

und demnach 



c(p dr\ d£ 

dtp du dtp , 
cd * = duco*» + dv dv 

odi + cdn = 1 l 0 * 01 dtp; 



hieraus ergeben sich die Werte 

1 -(-cosai 2<jp _l-fcoBwd<p 
— coacT ^1' ff ^ ~ cos© dn' 

Führt man sie in die Gleichungen ( 9) ein und löst diese auf, so erhält man 



2 sin' 2 



<7C 



- • — cos to^dn) 

2 sin« " W4 a " 7 



und demnach 



(10) i* = c <^ - + (^:) ,<, *< , )■ 

Die zu den Scharen eines Gewebes («, 0) senkrechten Kurven £ — const., 
i) = const. bilden mithin im allgemeinen kein Gewebe, 



Digitized by Google 



1 



56. Sitzung, 27 November 1907 



IT 



Nun nehme man zuerst die Voraussetzung hinzu, das Gewebe (u, v) 
sei gestreift, d. h. a = w(<p). Dann kann man durch eine Quadratur eine 
Funktion ~ 

der Art bilden, daß f tlr Sl = n — u> 

dl) i.-df)v+ 8 |fi>«^^-ff,:)' d ,' 

wird. Uuter der gemachten Annahme ist daher auch (§, »/) ein Gewebe und 
zwar, weil to und somit auch Sl eine Funktion von <Z> ist, ebenfalls ein ge- 
streiftes. Damit ist der erste der aufgestellten Sätze bewiesen. 

Nimmt man aber entsprechend den Voraussetzungen des zweiten Satzes 
an, (;, n) bilde wieder ein Gewebe, so muß es zwei Funktionen <Z>( §, 1/) und 
»i) der Art geben, daß der auf »/) als Koordinaten bezogene Aus- 
druck (10) des Quadrats des Linienelements die für Gewebe gültige Form (11) 
annimmt. Dies ist jedoch (abgesehen von einer etwaigen Vertauschung von 
5 mit — § oder n mit — tj) nur dadurch zu erreichen, daß 

w dtp dQ tu dtp d<P ~ 

ct tf o o! = 5t, Ctg _ ~ , — COSro — COS& 

gesetzt wird. Aus den beiden ersten Formeln folgt das Verschwinden der 

Funktionaldeterminante Ä-r. d.h. es ist d>= <P(<J>\ und daher ctg J »» -3— • 

Es wird demnach o>, also auch Sl eine Funktion allein von 13p, und das Gewebe 
(u, t<), somit auch (5, ?/) ist gestreift ; was zu beweisen war. 

6. Es liegt das Bedürfnis vor, durch Angabe einer geometrischen Kon- 
struktion sich von der Bekleidung einer beliebigen Fläche mit solchen als 
„Gewebe" oder „Kurvennetze ohne Umwege" bezeichneten Gebilden eine An- 
schauung zu verschaffen. Dazu scheint weder die Bedingung des Versehwindens 
des Linienintegrals noch auch der von Herrn Scheffers angegebene geome- 
trische Satz geeignet, Man gelangt hingegen zu einer Konstruktion der Ge- 
webe, wenn man auf die Eigenschaften der Kurven <p == const, zurückgeht, 
nämlich erstens, aus den Fäden eines Gewebes gb-ichlango Stücke aus- 
zuschneiden, und zweitens, den (äußeren) Maschenwinkel zu halbieren. 

Man ziehe auf der Flüche eine <janz beliebige Schar von Karren, u = const., 
sciineide sie durch eine beliebige Kurie, trüge von ihr aus auf den Kurvt n 
u = const. gleiche Bögen ab, «»durch eine Kur> cnschai tp = t onst, mi stehe, 
und ziehe endlicJi die Kui venschtir v = const., mil der die Schar tp = const. 
dieselben Winkel einschließt wie mit der St har u = t onst. Dann, wird behauptet, 
ist (u, v) ein Gewebe. 

Bei der Beweisführung werde der Einfachheit wegen angenommen, die 

Schnittwinkel tpu = u seien zwischen und = enthalten; andernfalls ist u 

mit — m oder v mit — r zu vertauschen. Da das Bogendifferential der Kurven 
II _ const. nach der Annahme über die Linien tp = const. gleich dtp sein soll, 
so nimmt das Quadrat des Linienelements, bezogen auf ( 93, u) als krummliniges 
Koordinatensystem, die Form 

(12) ds* - dtp* + 2C cosa dtpdu ■+ C'thr 

SlUungtborichte d B«rl M.th. Um VII 
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an, wo C eine beliebige Funktiou des Ortes bedeutet. Man führe nun eine 
zunächst willkürliche Schar v = const. an Stelle der Schar u = const. ein, 
indem man . , fl 

- (**- - ?.*>) ■■ l: 

setzt, so wird 

ds' = rdy* + 2fd<pdv + > f dv\ 

wo zur Abkürzung 

«-(a'+ sc ~4:+*K:)* 

gesetzt ist. Der Winkel q> r berechnet sich nach der Formel 

f 

coso?r — 

V e 9 

Werden nun die Kurven v = const. der Konstruktion gemäß gewählt, so muß 
tp 0 — er sein, also für o als spitzen Winkel 

/ — cos a Y< g . 
Die Einführung der obigen Werte für e, f, g ergibt 

cos« . Ii + C- + cos«|/(^)'+ 2C cosa^ + C*. 

Die Gleichung, nach C aufgelöst, bat nur die eine Wurzel 

r; = - 2cosa r<P - 
r u 

Führt man nun diesen Wert von C und den Ausdruck 

dep = f(f du -f- Tr^dv 
in die Formel (12) ein, so folgt 

= (P)'d»>-- 2^ cos 2a + 

Es ist daher tatsächlich (m, r) ein Gewebe, dessen spitzer Maschenwinkel sich 
nach der Formel cos w «* — cos 2 a zu 

o> ■■- n — 2« 
bestimmt, da 2a > 2 angenommen wurde. 

( harlottenburg, November L907. 
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Kleiner Leitfaden der praktischen Physik. 

Von Dr. Friedr. Kohlrausch 

' > In Marburg. 

S., vennehrte A.u flöge (6. bis 10. Taugend). Mit r.ahlrricben Figuren im Text. 
[XVIII u. 268 S.j gr. 8. 1807. In Leinwand geb. X 4.— 

Daa vorliegende Buch, ein Ansang aui dem Lehrbuch dea Vttrfaaatira, Ut für deu Auflnger bu- 
»timmt, oad «war beaoadnra fttr dan, welcher nicht die Absicht hat, ober den Anfang bina.ua praktisch 
phy.ikall». h au arbeiten. Jjarnm war «Ine novit») Beschraukun« des üibaltea geboten. Ana K <>laaa<ui Ut 
a. B. die Methodo der kleinsten Quadrate. Torhnlseii-pbyslkallscbe Anweisungen worden nur serstreut da 

oder o;.- -M;»ü»>m. ms itt gukurat im Eingänge vorbanden. Von den elneelnen Mottnnihoden und solch« 
wi-avi-lasifn wurrleu die durch tlteorotiarbe oder nraktiache Kchwirrinkelten wir such mich« die durch 



kann nnr mit freudiger Oenagtuuna baRTüQt werden, wann ein Foncher vom Rufe Knhlraaacha 
•ht «eheutr, dem Antaager die Wege ebnen au halfen and eelbit mlteaarbeiten an der Hebung 
lachen tTnterrichtet, auf deaaen hohe kulturell* Bedeutung daa Vorwort naU Nachdruck hin- 
s daa Werk in «einer neuen Form recht viele neue Freunde finden l u 

(BenlachulwtMu. 35. Jahrgang. Heft &.) 

= L Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 1111 



WISSENSCHAFT UND HYPOTHESE. 

Sammlung von Einzeldarstellungen 
aus dem Gesamtgebiet der Wissenschaften mit besonderer 
Berücksichtigung ihrer Grundlagen und Methoden, 
ihrer Endziele und Anwendungen. 



Die Sammlung will die in den vc 



Besitzes, in ihren Voraussetxui 
Können und Wollen aufgedec 

bedingten Hypothesen hingewi« 



:nen Wissensgebieten durch rastlose Arbeit 
n Gesichtspunkten aus im Zusammenhang 
ten werden in dem Bewußtsein ihres festen 
»teilt, ihr pulsierendes Leben, ihr Haben, 
:rseits aber wird in erster Linie auch auf 
irnchmung und der Erfahrung überhaupt 



d Hypothese. Von Henri P 
d L. and F. Lindemann. 2. Au 



Ni 



oincare, membre de 
B. 1906. Geb. Jt 4.80. 
so Kamm . die Kraft, die 
- Pb) »ik Zahlreiche An- 
noch mehr eutgi :<■ a und 



m<»rlciingcn de* Herausgebers kommen den» allgemeinen 
gaben dem Leser wertvolle literarische Angaben su weiteres owninm. 

LI. Band: Der Wert der Wissenschaft. Von Henri Poincare, membre de 
1'Institut, in Paris. Mit Genehmigung des Verfassers ins Deutsche übertragen von 
E. Weber. Mit Anmerkungen und Zusätzen von Prof. H. Weber. Mit einem 
Bildnis des Verfassers. 1906. Geb. Jt 3.60. 

Der goistvolle Verfasser gibt amen Überblick Ober doa heutigen Suadpunkt der Wissen- 
schaft und Ober ihre albnakUrhe Entwicklung, wie sie sowohl bia jetii vor tich gegangen Ut, ab) 
wi<» er sich ihre sukiiiiftigcn Fortachritte denkt. Das Werk ist für dem Gelehrten rweifellos voa 
groltem Interesse, durch seine sahbeiebea Beispiele und Erläuterungen wird cm aber auch jedem 
modernen Gebildeten zugänglich gemacht. 

m. Band: Myther 
lagen der Philosophi 

Der Verfasser teift. daB erst durch dje Widrr*i>rUchc die mit Ami naiven xur M-th 



jung und Erkenntnis. Eine Abhandlung über die Grund- 

Von G. F. Lipps in Leipzig. (907. Geb. Jt $. — 



IV. Bau 
ihrer Ent 1 
(Erscheint 



Die nichteuklidische Ge< 
ung. Von R. Bonola 



:h-ltnusi 
ch von 



Man wird 



V, Band: Ebbe und Flut, sowie verw 

Von G. H. Darwin in Cambridge. De 
führungswort von G. v. Neumayer. 43 
Nach einer Übersicht Ober die Krscheinuni 
besonderen Flutphttnomone, sowie der Hoobachtd 
Figuren erlSuterter Weise die «utorscogenden Krfc 
von Gezeitentafeln erklärt. Die folgenden Kapitel 
die mit dar Einwirkung der Gcscitcukrafte auf d 

In Vorbereitung befinden sich (genaue 

Grundfragen der Astronomie, der Mechanik 

und Physik der H" 

y. Seeliger- Nfuarheo. 
Das Prinzip der Erhaltt 

Von M. Planck-Barlin. 
Oaa Wiesen unserer Ze 

und Naturwissenschaft 

nputirh von I. und P Ii 



'•-•i Darstellung 
ten Mathe 



'andtc Ersehe 
utsch von A_ 
Illustrationen. 



jen im S< 
reis. Mi 



190; 
1 Pin» 



nelskörper. Von H. 

nergie. 



ematlk 

'icard. 



i« Wellkörper susarnmenhaj 

Passuug des Titels bleibt \ 

Die Vorfahren und die ' 
D an tec Deutsch von F 
Darwin -Biographie. 



irbung. Voa F. )• 
1 i ep • Freiburg L M . 
K. Guentbor- 



und Petrogra 
Chemie der ko 

Kohlsrbuttc 
Prinzipien der 

Von H. Braus 



ueuisco von rv. ursiune- 
Wohnsitz des Manschen. 

Probleme der Mineralogie 

►. Voa G. Linck-Tcna. 
Asien Metsilo. Von V. 

gleichenden Anatomie. 



Leipzig, Poststraße 3. 



eiserscheinungen der Pflanzen. Voa 

1 Jost .Strasburg. 
Geschichte der Psychologie. Von O.Klamm- 

Leipzig. 

Physiologie der Einzelligen. VosS.v.Pro- 

w a a • k - Hamburg. 
Gebirge und Erdbeben. Von Fr. Frech- 

HresTan. 

Wissenschaft und Religion. Von E. Boa- 

troas, membre de l'lniritut, Paris. 
Blumen und Insekten. Von O. Kirchner- 

Hohenheim. 

Die pflanzengeorraphlschen Wandlungen 
der deutschen Landschaft. Voa H. Haas- 
rath-Karlsruhe. 

B. G. Teubner. 



Hieran Kollagen von B. G. Tenbncr in Leipxlg, die 

besten« empfehlon. 
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